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B.  1-8.  h.  B.  LXX11I. 


Bitte  des  Herausgebers  an  die  Herren  Mitarbeiter 

des  Archivs. 

Die  Herren,  welche  das  Archiv  mit  ihren  Beiträgen  zu 
beehren  die  Güte  haben  wollen,  bitte  ich  freundlichst,  in- 
sofern zu  ihren  Aufsätzen  Figuren  erforderlich  sind ,  diesel- 
ben gefälligst  mit  möglichster  Sauberheit,  und,  so  viel  es 
ohne  der  Deutlichkeit  zu  schaden  geschehen  kann,  in  nicht 
zu  grossem  Maassstabe,  immer  aber  —  was  ich  mir  vor- 
züglich erbitte,  —  so  zu  zeichnen,  dass  immer  nur 
auf  einer  Seite  desselben  Blatts  Papier  sich 
Zeichnungen  befinden,  die  andere  Seite  des  Blatts 
ganz  leer  bleibt.  Dieses  Letztere  ist  sehr  nöthig,  um  die 
Figuren  gehörig  auf  die  einzelnen  Tafeln  vertheilen  zn  kön- 
nen, und  vermehrt  die  Arbeit  der  geehrten  Herrn  Verfasser 
der  Aufsätze  nicht. 

Gr  u  u  er  t. 


In  unserm  Verlage  ist  erschienen  und  in  allen  Buchhandlun- 
gen vorräthig: 

Leonhard  Eulers 

Theorie  der  Bewegung  fester  oder  starrer 

Körper, 

mit  Anmerkungen  und  Erläuterungen  herausgegeben 

von 

Prof.  Dr.  Wolfers. 

1.  Abth.  mit  5  Fig.-Taf.   gr.  8°.   broch.   Preis  2  Thlr. 
Auch  unter  dem  Titel: 

Id.  Maler**  Mechanik 

oder 

analytische  Darstellung  der  Wissenschaft  von  der 

Bewegung,  * 

mit  Anmerkungen  und  Erläuterungen  herausgegeben 

von 

Prof.  Dr.  Wolfen. 

III.  Theil.  1.  Abth.  mit  5  Fig.-Taf.   gr.  8°.  broch.  Preis  2  TrV 

Die  2.  Abtheilung  (Scbluss)  ist  unter  der  Presse  .und  wir«! 
binnen  Kurzem  nachfolgen.  -   *  * 

Greifewald.  . 

C  <4.  Ho«  Ii  s  Verlach 

V  V    •  Jh..  Kunike. 


> 


f. 


Ucbcr  die  Linie  üquidifferenter  Po- 
tenzen bei  zwei  Kreisen. 


Von 

Herrn  Doctor  Kosters 

zo  Warend or f. 


Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  der  eine  solche  Lage  zu 
zwei  festen  Kreisen  hat,  dass  die  Quadrate  der  von  ihm  aus  an 
die  Kreise  gezogenen  Tangenten  eine  constante  Differenz  haben, 
beisse  „die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  für  diese  zwei  Kreise." 

Die  beiden  Kreise  seien  AI  und  iV  mit  den  Radien  R  und  r, 
der  Punkt  D  liege  in  der  Linie  äquidifferenter  Potenzen ,  und  die 
von  ihm  aus  nach  M  und  N  gezogeneu  Tangenten  seien  T  und  t; 
dann  ist: 

wo  c2  die  constante  Differenz  isf.  Um  nun  die  Ortslinie  des  Punk- 
tes D  zu  finden,  ziehe  man  die  Centrallinie  MN  und  theile  diese  v 
in  A  so,  dass  ' 

< 

wo 

ist,  dann  ist  die  in  A  auf  MN  errichtete  Senkrechte  die  ver- 
langte Ortslinie,  welche  wir  L  nennen  wollen. 

Thtil  XIX.  1 
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Führt  man  die  Tangenten  auf  die  von  D  aus  gezogenen' Cen> 
trallinien  DM{a)  und  DN{b)  zurück,  so  ist  tör  T*— f*  =  c*: 

a*  —  62  =  ca  +     — r2 = ro* . 

Aus  der  Betrachtung  dieser  Ortslinie  L  will  ich  hier  nur 
einige  spezielle  Fülle  hervorheben. 

1)  Es  sei  zunächst  die  Aequidifterenz  c2=0  oder: 

T*~P=0,  und  a2-Äa=>?a-r2. 

Dann  ist  L  die  Linie  der  gleichen  Potenzen,  axe  radical,  die  als 
eine  bei  der  Betrachtung  der  Kreise  äusserst  fruchtbare  Linie 
hinlänglich  bekannt,  wenn  auch  noch  weniger  in  Handbücher  auf- 
genommen ist  Man  findet  sie  vielfach  sowohl  analytisch  als  rein 
geometrisch  betrachtet,  cf.  Steine r's  geometrische  Constructio- 
nen  j>.  59.;  Adams  harmonische  Verhältnisse  r>.  249.;  Plfi 
ckers  geometrische  Entwickebingen  I.  48.;  Chasles  Geschichte 
der  Geometrie  p.  202. 

2)  Setzt  man : 

e*=n(ß2— r»), 

oder: 
oder: 

so  ist  L  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  für  jedes  Kreis- 
paar,  das  aus  den  beiden  Peripherien  der  ursprünglichen  Kreise 
M  und  N  um  zwei  entsprechende ,  entweder  innere  oder  Süssere 
Berührungspunkte  von  T  und  t  mit  den  Radien  Ryfn  und  rVft 
beschrieben  ist;  und  die  Durchschnittspunkte  sSmmtlicher  dieser 
Kreise  mit  den  jedesmal  zugehörigen  Tangenten  T  und  t  liegen 

in  zwei  Kreisen,  die  aus  M  und  N  mit  den  Radien  R}f »+1  und 

rV  n  -f  1  beschrieben  sind  und  für  welche  L  die  Linie  der  glei- 
chen Potenzen  ist 

3)  Setzt  man : 

c*=  —  n(ß*— r*)  f 

oder: 
oder: 
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a*-6*=-(«--l)(ff*-r*); 

so  ergiebt  sich  die  Bedeutung  der  Linie  L  fiir  diesen  allgemeinen 
Kall  durch  eine  der  vorigen  (sub.  2.)  ahnliche  Betrachtung;  ich 
werde  hier  nur  swei  spezielle  Fälle  besonders  hervorheben. 

»)  Es  sei 

c«=— (IP-r1).  oder  »=1; 

folglich : 

2*—  **= — (Ä*— r1) ; 

dann  ist  also: 

«*— oa=0,  oder  a=6. 

Hier  ist  1/  die  Ortslinie  des  Punktes,  der  von  den  Mit 
telpunkteo  M  und  19  gleiche  Entfernung  hat 

b)   Es  sei 

c*=-2(Ä»-r*),  oder  n=2; 

folglich: 

7*-**  =  -2(/2»-r*); 

dann  ist: 

- 

oder: 

Die  Linie  Äquidifferenter  Potenzen  ist  für  diesen  Fall,  dass 

die  Differenz 

■ 

c»:=-2(ß*-r*) 

tat,  von  besonderer  Bedeutung  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Auf* 
lösung  von  Aufgaben,  und  sie  nia^  in  der  nun  folgenden  Betrach- 
tang vorzugsweise  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  km  Gegen- 
sätze zur  Linie  dergleichen  Potenzen  beissen,  welcher  Gegensatz 
ileutlich  hervortritt  in  den  zwei  Gleichungen: 


a»_6«=— (/P—r*). 

Die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  kann  ebenso,  wie  die  Linie 

1* 


4 

gleicher  Potenzen,  ausser  durch  die  oben  angegebene  Theilung  der 
Centrallinie  MN,  auf  mehrfache  Weise  einlach  construirt  werden. 
Eine  sehr  einfache  Construction  ist  folgende : 

Errichte  auf  MN  die  zwei  senkrechten  Hadien  MH  und  IVA, 
ziehe  HK,  und  im  Halbirungspunkte  Q  der  Linie  HK  die  Senk- 
rechte QGy  welche  MN  in  O  schneidet,  dann  ist  die  Senkrechte 
auf  31 N  im  Punkte  O  die  gesuchte  Linie  L  äquidifferenter  Po- 
tenzen für  die  zwei  Kreise  M  und  IV.  —  Beschreibt  man  nun  aus 
O  mit  OH  oder  f)K  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser  die  Cen- 
trallinie MN  in  S  und  s,  welche  Punkte  eine  solche  Lage  haben, 
dass  alle  aus  den  einzelnen  Punkten,  z.  B.  D,  der  Linie  L  mit 
den  entsprechenden  Entfernungen  von  Ä  oder  *,  z.  B.  mit  t)S 
oder  Z)i,  beschriebenen  Kreise  die  Peripherien  der  zwei  gegebe- 
nen Kreise  '/  und  IV  halbiren. 

Ist  ferner  G  der  Hauptpunkt  der  Linie  L  äquidifierenter  Po- 
tenzen, so  ist,  wenn  X  der  Halbirungspunkt  von  31N  ist,  und 
XOl  =  XO  gemacht  wird,  Ot  der  Hauptpunkt  der  Linie  derglei- 
chen Potenzen  für  die  zwei  Kreise  31  und  IV  oder  der  Centrai- 
punkt der  in  der  Linie  MN  durch  die  Einschnitte  der  zwei  Kreise 
A.Ii  und  a,b  bestimmmten  Involution,  deren  Hauptpunkte  N,  und 
sjnd,  durch  welche  alle  aus  der  Linie  der  gleichen  Potenzen 
mit  den  zugehörigen  Tangenten  beschriebenen  Kreise  gehen. 

Zudieser  Mittheilung  veranlasste  mich  eine  Aufgabe  im  Archiv 
Thl.  XIII.:  „Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  ziehen, 
der  einen  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durch- 
messers des  letzteren  Kreises  schneidet*'  —  um  zu  /zeigen,  wie 
mit  Hülfe  der  Linie  äquidiffercnter  Potenzen  mehrere  Aufgaben, 
zu  denen  auch  obige  gehört,  leicht  aufgelost  werden  können,  um 
so  mehr,  als  eben  derartige  Aufgaben  dem  nächsten  Zwecke  des 
Archivs  entsprechen  und  auf  dem  Gehiete  des  Gymnasialunter- 
richts vorzugsweise  wünschenswerlh  erscheinen. 

Besagte  Aufgaben  verlangen  die  Construction  eines  Kreises, 
der,  wenn  Punkte,  Geraden  und  Kreise  zu  zwei  oder  drei  Stück 
zusammen  gegeben  sind,  durch  die  gegebenen  Punkte  geht,  die 
Geraden  berührt  und  die  Kreise  in  den  Endpunkten  desselben 
Durchmessers  schneidet. 

Es  sollen  hier  nur  zwei  (Taf.  II.  Fig.  2.)  besonders  hervorge- 
hoben werden. 

1.  Aufgabe.  Gegeben  sind  zwei  Punkte  E  und  F 
und  ein  Kreis  M,  es  soll  ein  zweiter  Kreis  beschrie- 
ben werden,  der  durch  die  zwei  Punkte  geht  und  den 
gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durch- 
messers des  letztern  Kreises  schneidet. 

Auflösung.  Man  beschreibe  um  EF  als  Durchmesser 
einen  Kreis  IV,  construire  zu  31  und  N  die  Linie  L  äquidifferen- 
ter  Potenzen,  errichte  NP  senkrecht  auf  EF,  so  ist  der  aus  P 
mit  PE  beschriebene  Kreis  der  verlangte. 

Beweis.  Der  aus  /'  mit  PE  beschriebene  Kreis  geht  auch 
durch  /•',  weil  P  in  der  Ortslinie  PN  des  Punktes  liegt,  der  von 
E  und  F  gleiche  Entfernung  hat,  und  die  Peripherie  des  Kreises 
M  ist  in  G  und  II  halbirt,  denn  der  aus  der  Linie  aquidifferen- 
ter  Potenzen  beschriebene  Kreis  halbirt,  wenn  die  Peripherie  des 
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einen  gegebenen  Kreises,  auch  die  des  anderen  Kreises ,  •  was 
•ich  einfach  also  beweisen^  Jasst: 

Ziehe  NH  und  MG,  so  ist: 

PW  +  M m  -  PiV*  +  iV£«, 

(weil  P  in  L  liegt)  nach  der  Formel : 

Es  ist  aber: 

pm + p£»= pip  , 

folglich: 

folglich  \»tHlM  senkrecht  auf  P^f,  und  da  ebenso  MG  senkrecht 
auf  PM  ist,  so  ist  Gü  Durchmesser  des  Kreises  M  und  folglich 
die  Peripherie  in  G  und  II  balbirt. 

2.  Aufgabe.  Gegeben  sind  drei  Kreise  M,  N  und 
Y;  es  soll  ein  vierter  Kreis  beschrieben  werden,  der 
die  Peripherien  aller  drei  Kreise  halbirt. 

Auflösung.  Ziehe  zu  M  und  iV  die  Linie  L  ä'qoidifferenter 
Potenzen,  und  ebenso  zu  M  und  Y  die  Linie  Lx  «quidiffcrenter 
Potenzen,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  von  L  und  Lx  der 
Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  und  zieht  man  nun  PN,  und 
EF  senkrecht  auf  PA,  so  ist  der  aus  P  mit  PE  beschriebene 
Kreis  der  verlangte. 

Es  giebt  etneganzeSchaar  von  Aufgaben,  die  sieb  mit  Hfllf  e  der  Linie 
a<)  indifferenter  Potenzen  ebenso  leicht  als  die  vorigen  auflösen  las. 
sen,  und  der  Satz:  „dass  alle  aus  der  Linie  äquidiflerenter  Po. 

teozen  mit  V~*i*  -f-  R2  oder  V  b%  -f-  r*  beschriebenen  Kreise  die 
Peripherien  der  zwei  gegebenen  Kreise  halbiren",  spielt  hier  eine 
fibnhehe  Rolle  als  bei  der  Linie  der  gleichen  Potenzen  der  »Satz: 

„dass  alle  aus  ihr  mit  aa—  R*  oder  V o1— r*  oder,  was  das- 
selbe ist,  mit  den  zugehörigen  Tangenten  besehriebenen  Kreise 
die  zwei  gegebenen  senkrecht  schneiden.  Es  sollen  iui  Folgenden 
einige  solche  Aufgaben  aufgestellt  werden. 


Aufgaben. 

1)  Einen  Kreis  ziehen ,  der  die  Peripherie  zweier  (der  Lage 
nach)  gegebener  Kreise  balbirt,  und  durch  einen  gege- 
benen Punkt  geht. 

2)  Einen  Kreis  ziehen,  der  die  Peripherie  zweier  gegebe- 
ner Kreise  halbirt,  und  eine  gegebene  Gerade  berührt. 


i 


! 
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3)  Einen  Kreis  ziehen,  der  die  Peripherie  eines  gegebenen 
Kreises  halbirt  und  zwei  gegebene  Geraden  berührt. 

4)  Einen  Kreis  ziehen,  der  die  Peripherien  zweier  Kreise 
halbirt  and  einen  dritten  rechtwinkelig  schneidet 

5)  Einen  Kreis  ziehen,  der  zwei  gegebene  Kreise  recht- 
winkelig schneidet  und  die  Peripherie  eines  dritten  halbirt. 

6)  Einen  Kreis  ziehen,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gebt,  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig' schneidet  und 
die  Peripherie  eines  andern  halbirt 

7)  Einen  Kreis  ziehen,  der  eine  gegebene  Gerade  berührt, 
einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  und  die 
Peripherie  eines  andern  halbirt. 

8)  Einen  Kreis  ziehen,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht,  einen  gegebenen  Kreis  berührt  und  die  Peripherie 
eines  andern  halbirt 

9)  Einen  Kreis  ziehen ,  der  eine  gegebene  Gerade  und  einen 
gegebenen  Kreis  berührt  und  die  Peripherie  eines  an- 
dern halbirt. 


Bemerkimg  des  Herausgebers  zu  vorstehendem 

Aufsatze. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hat  zu  dem- 
selben nur  eine  Figur  (Taf.  II.  Fig.  2.)  eingesandt,  welche  zu  den 
beiden  Aufgaben  auf  S.  4.  und  S.  5.  gehurt.  Wenn  auch  die  Le- 
ser wahrscheinlich,  so  wie  ich ,  Zeichnungen  zu  dem  ersten  Theile 
dieses  Aufsatzes  vermissen  werden ,  so  habe  ich  denselbeu  dessen- 
ungeachtet auch  ohne  dieselben  abdrucken  lassen,  weil  es  mir 
scheint,  dass  diese  Zeichnungen  ein  Jeder  sich  leicht  wird  selbst 
entwerfen  können,  so  dass  dadurch  die  Deutlichkeit  wesentlichen 
Schaden  nicht  leiden  dürfte. 
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II. 


Von  den  einem  Kreise  umschriebenen 
und    einem  zweiten  Kreise  einbe- 
schriebenen Vielecken. 


Repetenten  an  der  polytechnischen  Schule  20  Stattgart. 


Man  findet  in  Poncelet's  Tratte*  des  propriätes  pro- 
jectives  einen  ausführlichen  Beweis  des  Satzes: 


,Wenn  zwei   Kegelschnitte   eine  solche  Lage  haben, 


dem  andern  einbeschrieben  werden  kann,  so  lassen  sich  im- 
zählte  andere  necke  unter  denselben  Bedingungen  be- 
schreiben." 

•  Das  Folgende  enthält  eine  Vereinfachung  der  vonPoncelet 
angewandten  Beweismethode,  und  sodann  noch  einen  besondern 
davon  unabhängigen  Beweis  für  das  einem  Kreise  umschriebene 
nnd  einem  zweiten  Kreis  eingeschriebene  Drei-  und  Viereck. 

Da  wir  dabei  vom  Pascal'schen  Satze  in  dem  Sinne, 
wie  derselbe  in  Nr.  XXI.  Theil  XVIII.  dieses  Archivs  auf- 
gefasst  wurde,  vielfachen  Gebrauch  machen  werden,  so  müs- 
sen wir  auf  das  in  Nro.  I.  dieses  Artikels  Aasgeführte  im  Voraus 
verweisen. 


Betrachten  wir  ein  System  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  Geraden  OP  (Taf.  1.  Fig.  ].)  Hegen,  und  die  den  mit 


Von 

Herrn  Planck, 


I. 


8 

OP=sOP'  beschriebenen  Kreis  orthogonal  durchschneiden.  Wird 
ein  solcher  Kreis  von  der  Geraden  OP  in  den  Punkten  R,  S  ge- 
troffen, so  ist 

OP*=OP*=ORxOS, 

mithin  sind  P*,  R,  P,  S  vier  harmonische  Punkte,  d.  h.  die 
Punkte  P1,  P  sind  för  alle  Kreise  des  Systems  zugeordnete  Pole» 

Was  im  Folgenden  für  P  bewiesen  wird>  gilt  auch  för 

■- 

Ist  ABCD  ein  irgend  einem  der  Kreise  einbeschriebenes 
Viereck,  dessen  Diagonalen  sich  in  P,  dessen  gegenüberliegende 
•Seiten  also  verlängert  sich  auf  der  Polare  von  P  schneiden,  so 
erkennt  man  leicht,  dass  jede  durch  P  gezogene  Gerade  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  Ab,  DC  in  zwei  Punkten  A',  O  trifft, 
weiche  zu  P  und  zum  Schnittpunkt  E  der  Geraden  mit  der  Polare 
von  P  harmonisch  liegen.  Hieraus  aber  folgt  unmittelbar,  das« 
die  Punkte  A',  O  wieder  auf  einem  Kreise  des  Systems  liegen, 
und  ferner,  dass  die  beiden  andern  Punkte  2P,  /)',  in  welchen 
AB,  DC  diesem  Kreise  begegnen ,  gleichfalls  mit  P  auf  liner 
Geraden  liegen. 

Da  nun  APB,  DPC  sowohl  als  A'PB',  D'PC  ähnliche 
Dreiecke'  sind ,  so  folgen  nachstehende  wohl  meist  bekannte  Sätze: 

1)  Irgend  zwei  Kreise  des  Systems  werden  von  einer  belie- 
bigen Geraden  in  vier  Punkten  von  der  Lage  geschnitten,  dass 
je  ein  Paar  von  Geraden ,  welche  zwei ,  nicht  auf  einerlei  Kreis 
liegende,  Punkte  mit  dem  Punkt  P  verbinden,  denselben  Win- 
kel  bildet,  wie  das  andere  Paar,  (DP&szzCPC  n.  s.  w.). 

2)  Da 

AP      AP     DP  DP 
ÄÄ^AW-  DD'^DC 

die  Lage  der  Punkte  A  und  D  aber  ganz  unabhängig  von  einan- 
der ist,  so  folgt,  dass  das  Verhältnis«  von  AP  zu  der  von  A  an 
den  zweiten  kreis  gezogenen  Tangente  constant  ist,  oder  allge- 
mein ,  dass  das  Verhältnis«  der  von  einem  Punkt  A  irgend!  eines 
der  Kreise  an  zwei  andere  Kreise  des  Systems  gezogenen  Tan- 
genten sich  mit  der  Fortbewegung  von  A  nicht  ändert 

Hierin  liegt  zugleich: 

3)  Den  Berührungspunkt  einer  Sehtie  AB  mit  einem  Kreise 
des  Systems  erhalt  man,  wenn  man  von  P  nach  AB  die  den 
Winkel  APB  halbirende  «Gerade  zieht. 

Jetzt  handelt  es  sich  darum,  zu  beweisen,  dass,  wenn 
zwei  Seiten  AB,  AC  eines  einem  Kreise  des  Systems 
einbeschriebenenüreiecksTangentenan  zwei  anderen 
Kreisen  des  Systems  bleiben,  dann  auch  die  dritte 
Seite  BC  immer  Tangeute  an  einem  und  demselben 
Kreis  desselben  Systems  bleibt. 
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Dies«  zeigt  sich  min  hier  weit  einfacher,  als  bei  Poncelet, 
der  ein  System  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlicher  reeller  Sekante 
betrachtet.  Poncelet  gibt  zunächst  für  den  Punkt,  in  welchem 
die  Seite  BC  ihre  Urabüllungscurve  berührt,  folgeude  Construction: 
Wenn  c  der  Berührungspunkt  von  AB,  o  der  Berührungspunkt 
von  AC  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  ist  ,  so  findet  man  den 
Berührungspunkt  a  auf  BC,  indem  man  den  Punkt  A  mit  dem 
Schnittpunkt  von  Bb  und  Cc  verbindet.  Dann  wird  weiter  bewie- 
sen, dass  der  Punkt  a  zugleich  derjenige  ist,  in  welchem  BC 
einen  Kreis  vom  System  berührt.  Das  Letztere  ergibt  sich  nun, 
wenn  wir  jene  Construction  vorläufig  voraussetzen,  einfach  daraus, 
dass  zwischen  den  Punkten  a,  6,  c  1)  die  bekannte  Relation 
Statt  findet: 

AcXBaxCb=s  Ab  X  BcX  Cc , 
and  dass  2)  nach  den  oben  angeführten  Sätzen: 

Ab     AP     ßc  BP 

Cb  =  CP'  Ac=ÄP' 

wornach  man  also  erhält: 

Ba  BP 

Ca  "  CP' 

Ist  nun,  suhl i essen  wir  nach  Poncelet  weiter,  die  Umhüllung*- 
carve  von  BC  kein  Kreis  vom  System ,  so  muss  sie  zusammen- 
fallen mit  der  Umhüllung  aller  Kreise  des  Systems,  während  doch 
eine  solche  gar  nicht  existirt:  es  bleibt  also  nur  das  Erste  übrig. 

Die  einstweilen  aufgenommene  Voraussetzung  hinsichtlich  der 
Construction  des  Berührungspunktes  a  Hesse  sich  umgehen,  wenn 
nachzuweisen  wäre,  dass  das  Verhältniss 

BP     CP  BP+CP 
Ba  -  Ca"  BC 

anter  den  festgesetzten  Bedingungen  constant  bleibt,  indem  dann 
von  selbst  folgen  würde,  dass  a  immer  auf  demselben  Kreise 
liegt.  Man  hätte  dann  einen  allgemeinen  rein  elementaren  Beweis 
untres  Thedrems.  Allein  der  directe  Nachweis  dieses  Satzes 
scheint  mehr  Sache  der  rechnenden  Geometrie  zu  sein,  und  des- 
halb ist  es  wohl  vorzuziehen,  die  gemachte  Vorausetzung  mög- 
liehst  einfach  zu  beweisen. 

Wir  schliessen  deshalb  nach  Poncelet  zunächst  so:  Der 
gesuchte  Schnittpunkt  irgend  einer  Lage  BC  mit  der  ihr  unend- 
lich nahen  Lage  ist  jedenfalls  kein  anderer,  als  der  Schnittpunkt 
von  BC  mit  derjenigen  nächstfolgenden  Lage,  die  man  erhalten 
würde,  wenn  be\  der  Fortbewegung  von  A  die  Seiten  AB,  AC, 
statt  Tangenten  an  den  beiden  Kreisen  zu  bleiben,  sich  um  ihre 
Berührungspunkte  c,  b  drehen  würden.  Man  sieht  sich  daher 
auf  die  Aufgabe  zurückgeführt: 
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Den  Punkt  zu  bestimmen,  In  welchem  die  freie 
Seite  BC  eines  einem  Kreise  einbeschriebenen  Drei- 
ecks ABC,  dessen  Seiten  AB,  AC  sich  um  zwei  feste 
Punkte  e,  b  drehen,  ihre  Umhüllungscurve  berührt. 

.  Poncelet  beweist  die  schon  gegebene  Construction  dieser 
Aufgabe  mittelst  Protection  zweier  concentrischer  Kreise.  Wenn 
man  sich  aber  an  die  Auflösung  der  Aufgabe  erinnert,  die  Lage 
Ton  BC  zu  finden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  so 
wird  man  auf  eine  sehr  einfache  LOsung  unseres  Problems  kom- 
men, da  der  gesuchte  Punkt  eben  die  Bedingung  erlullen  muss, 
dass  sich  durch  ihn  nicht  noch  eine  zweite  Sehne  vom  System 
der  Sehne  BC  ziehen  lässt.  Wir  werden  hier  mit  folgender  Be- 
trachtung ausreichen. 

Wenn  (Taf.  L  Fig.  2.)  BC  und  B'O  zwei  Lagen  der  freien 
Sehne  sind,  so  schneiden  sich  nach  dem  Pasca lachen  Satze 
HO  und  B?C  in  einem  Punkt  der  Geraden  6c.  Dieser  Punkt 
rückt  immer  näher  dem  Punkt  Z>,  in  welchem  BC  die  6c  trifft, 
wenn  B'V  sich  der  Lage  BC  nähert,  und  fällt  mit  ihm  zusam- 
men, wenn  B'C  mit  BC  zusammenfällt.  Dann  aber  sind,  wie 
man  sieht,  der  Schnittpunkt  von  BC  und  BC  und  der  mit  D 
zusammengefallene  Punkt  zwei  zu  B,  C,  oder  B',  O,  harmoni- 
sche Punkte  geworden,  und  daraus  folgt  aus  bekannten  Gründen 
die  angezeigte  Construction. 

« 

Der  weitere  Gang  des  Poncet et'schen  Beweises  ist  nun 
der.  Wenn  irgend  ein  neck  einem  Kreise  umschrieben  und  einem 
zweiten  einbeschrieben  ist,  so  wird  jede  Diagonale  des  n  ecks 
einen  dem  System  der  beiden  Kreise  angehörigen  Kreis  in  einem 
bestimmten  Punkte  berühren,  und  wird,  wie  sich  aus  dem  erwie- 
senen Hilfssatz  ergibt,  auch  Tangente  an  demselben  Kreise  blei- 
ben, wenn  man  der  Annahme  Kaum  gibt,  dass  bei  einer  Ver- 
rückung des  Polygons  eine  Seite  desselben  aufhören  würde,  Tan- 
gente an  den  ersten  Kreis  zu  sein.  Bleiben  aber  die  Diagonalen 
immer  Tangenten  an  denselben  Kreisen,  so  muss  wieder  nach 
dem  Hilfssatze  auch  die  Seite  des  Polygons,  deren  Bewegungs- 
gesetz in  Frage  gestellt  wurde,  Tangente  an  dem  Kreise  bleiben, 
an  welchem  sie  es  in  ihrer  ersten  Lage  war. 


II. 

Man  sieht,  dass  der  Nerv  des  Beweises  im  Pasca  Ischen 
Satze  liegt.  Auch  Poncelet  beweist  eigentlich  bei  seiner  Con- 
struction des  Berührungspunktes  diesen  Satz  nur  zum  zweiten 
Mal.  Im  Folgenden,  wo  wir  die  Betrachtung  der  Umhüllungs- 
curven  zunächst  ganz  umgehen  werden,  werden  wir  uns  gleich- 
falls des  Pascalschen  Satzes  auf  einer  andern  Seite  wieder 
bedienen. 
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Es  sei  (Taf.  I.  Fig.  3.)  das  Dreieck  ABC  einem  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkt  O  umschrieben.  Die  Peripherie  des  Krei- 
ses, dem  das  Dreieck  eirtbeschriebeo  ist,  wird  von  der  Geraden 
AO,  BO,  CO  in  den  Punkten  D,  E,  F  getroffen,  EF  begeg- 
net der  AO  in  G.  Da  Bogen  AF=BF,  Bogen  AE^CE,  so 
ist,  wie  man  leicht  erkennt,  Dreieck  AEF  congruent  Dreieck 
OEF,  überdiess  AO  in  G  senkrecht  halbirt  Zieht  man  nun  den 
Durchmesser  AQ,  der  der  EF  in  P  begegnet,  und  trifft  PO  ver- 
längert die  BC  in  R,  so  ist,  weil  QD  parallel  EF  und  QF=zDE, 

FAP=zEAG=FOP=EOG= COR , 

sonach  Dreieck  COR  ähnlich  Dreieck  EOG,  oder  OR  senkrecht 
zu  BC  und  gleich  dem  Halbmesser  des  dem  Dreieck  ABC  ein- 
bescbriebenen  Kreises. 

Nun  bemerke  man,  dass  PO,  OR  Projectionen  der  Sehne 
BF  von  den  Punkten  E  und  C  des  Kreises  aus  sind.  Da  aber 
PO  auch  eine  Projection  von  QD  ist  (von  A  aus),  so  muss  nach 
dem  Pascal'schen  Satze  OR  gleichfalls  eine  Projection  von  QD 
von  einem  Punkt  S  des  Kreises  aus  sein.  Somit  ist  ODR=AQO, 
und  da  überdiess  DOR=POG=QAO,  das  Dreieck  DOR  ähn- 
lich dem  Dreieck  QAO,  wornach  man  hat: 

ein  anderwärts  her  bekannter  Ausdruck,  der  zeigt,  dass  der  Halb- 
messer OR  von  der  bestimmten  Lage  des  Punktes  A  unab- 
hängig ist. 

Es  sei  jetzt  (Taf.  I.  Fig.  4.)  das  Viereck  ABCD  einem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  O  umschrieben,  und  einem  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkt  M  einbeschrieben.  AO  halbirt  den  Bo«?en 
BD  in  Et  CO  in  G,  BO  halbirt  den  Bogen  AC  in  F,  DÖ  in 
H.  Dann  sind  EG,  FH  Kreisdurchmesser,  EG  senkrecht  zur 
Sehne  BD  in  Q,  FH  senkrecht  zur  Sehne  AC  in  P.  Da  nun 
OM  eine  Projection  sowohl  der  Sehne  DF  (von  H  aus),  als  der 
Sehne  AG  (von  E  aus)  ist,  so  sind  diese  Sehnen  von  einerlei 
System  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  OM ,  und  es  wird  daher 
die  Projection  der  Sehne  DF  von  B  aus  zusammenfallen  mit 
der  Projection  der  Sehne  AG  von  C  aus,  d.  h.  AC  und  BC 
werden  sich  in  einem  Punkte  iV  des  Durchmessers  OM  schnei- 
den. Hieraus  folgt  einstweilen  so  viel,  dass  der  Schnittpunkt  der 
Diagonalen  des  Vierecks  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Lage 
des  Punktes  A:  denn  der  Punkt  N  ist  durch  M  und  O  bereits 
gegeben. 

Ganz  ebenso  wird  man  schliessen,  dass  DF  und  AG  Sehnen 
von  einerlei  System  sind  in  Bezug  auf  die  Gerade  PO,  dass  folg- 
lich DR  und  EG  sich  auf  einem  Punkte  dieser  Geraden  schnei- 
den, oder  dass  die  Punkte  P,  O,  Q  in  gerader  Linie  liegen  (ein 
anderwärts  her  bekaunter  Satz). 
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För  die  Länge  r  des  dem  Viereck  ABCD  einbeschriebenen 
Kreises  bat  man  nun,  da  OAB=EGB,  und  EBG=z\X.t  mit- 
telst ähnlicher  Dreiecke: 

r  EB 

OÄ  =  EG> 

oder,  da  BE*=EGxEQ: 

p 

Wollte  man  jetzt  den  in  I.  gefundenen  Satz  benutzen,  das« 
EQxEM    .  t       „      .        t         n  Em 

— jgßg      eine  constante  Grösse  ist,   also  z.  B.  =  feM* 

(wenn  nenilich  der  Punkt  Q  mit  M  zusammenfällt) ,  so  Wörde  man 
erhalten: 

OA*xEO* 
*—2{EW+OW)' 

Man  kann  aber  dasselbe  Resultat  unabhängig  davon  aus  den  Ei* 
genschaften  des  Dreiecks  EOG  erhalten.   Da  nemlich 

EOQ=COM,  EOMz=GOQi 

so  hat  man: 


1) 


EOxOQ  EQ 
OGxOM-  GM' 

EOxOM  EM  t 
OGxOQ  ~~  GQ; 


£0*     OG*     OE*  +  OG*  ()E*+QG* 
^  EQ  ~  GQ—  EQ+GQ  ~  E'G~ 


*_0A*X0E* 
r  —OE*+ÖG*f 

ein  mit  dem  obigen  aus  bekannten  Gründen  identischer  Ausdruck. 


HL 

Noch  lässt  sich  in  ziemlich  einfacher  Weise  der  Satz  bewei- 
sen, durch  den  man  mit  dem  Dreieck  und  Viereck  zugleich  fer- 
tig 
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Wenn  zwei  Seiten  AB,  AC  eines  einem  Kreise  ein- 
beschriebenen Dreiecks  Tangenten  an  einem  zweiten 
Kreise  bleiben,  so  bleibt  auch  die  dritte  Seite  BC 
Tangente  an  einem  dritten  Kreise,  der  mit  den  beiden 
ersten  einerlei  (reelle  oder  ideale)  Sekante  hat. 

Betrachten  wir  zwei  parallele  Lagen  BC  und  B'C*  (Taf.  IL 
Fi«r.  1.).  AO  halbirt  den  Bogen  BC  in  P,  A'O  den  Bogen 
BiO  in  /*  Der  Durchmesser  PP1  steht  senkrecht  zu  BC  in 
D,  senkrecht  zu  B'C?  in  IT.  Ist  PP*=zZR,  und  der  Halbmesser 
des  andern  Kreises  r,  so  hat  man,  da  PAC^PP'C,  wegen 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke: 


2)  rc*=%£. 


Es  ist  aber 


Pf?  p'f-a 


folglich 


3)   PD  +  l»D>=Ut(£fl+1gpi), 

oder,  wenn  E  die  Entfernung  der  Mittelpunkte. beider  Kreise  be- 
zeichnet: 

PD  +  />/r=2Ä—  Dif  =  2Är*  ^Z&p 
-AR** 

—  4/fr*  ^a_£^s " 

Da  somit  zwei  parallele  Lagen  von  immer  denselben  Abstand 
haben,  so  kann  man  den  JSatz  hiemit  als  bewiesen  betrachten, 
oder  auch,  wenn  man  will,  den  tieweis  in  einer  oder  der  andern 
Weise  vervollständigen. 

Was  man  aber  daraus  in  Bezug  auf  das  einem  Kreis  um- 
schriebene und  einem  zweiten  Kreis  einbeschriebene  Drei-  und 
Viereck  zu  schliesseu  hat,  leuchtet  ein. 
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III. 

Heiträge  zur  Kenntnis»  des  geradlini- 
gen Dreiecks« 

Von 

Herrn  C.  Hellwig, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Fürstenwalde. 


I. 

Allgemeine  Betrachtung. 

i 

Wir  gehen  von  dem  Satze  aus,  dass  die  drei  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  ABC  (Taf.  111.5  in  ihren  Mitten  a,  b,  c 
errichteten  Lotbesich  in  einem  Punkte  U  schneiden,  in  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises,  welcher  sich  um  das  Dreieck  beschrei- 
ben lasst 

Durch  die  Verbindung  von  a,  b,  c  unter  einander  entsteht 
das  Dreieck  abc,  dessen  leiten  mit  denen  von  ABC  parallel  und 
die  Hälften  von  ihnen  sind.  Die  verlängerten  Lothe  a  U,  bU,  cU 
müssen  daher  die  Huben  des  Dreiecks  abc  sein,  welche  sich  also 
ebenfalls  stets  in  einem  einzigen  Punkte  kreuzen,  ßei  den  Höhen 
AD,  BF,  CG  von  ABC  mag  dies  in  U  Statt  finden. 

Jetzt  machen  wir 

oJl==  Ua,    bBt  =  üb,   cCt  =  üc 

und  verbinden  die  erhaltenen  Punkte  Alf  Blt  Cv  mit  H  und  mit 
A,  B,  C,  welche  letzteren  ihrerseits  mit  U  verbunden  werden. 
Dadurch  entstehen  offenbar  sechs  Rhomben  mit  gleichen  Seiten; 
denn  die  Diagonalen  halbiren  sich  gegenseitig  und  stehen  senk- 

* 

I 
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recht  auf  einander,  und  je  zwei  angrenzende  dieser  Rhomben  ha- 
ben eine  Seite  gemein.  In  der  Figur  sind  die  Seiten  aller  sechs 
Rhomben  durch  punktirte  Zeichnung  niarkirt  worden  und  jede  der 
punktirten  Geraden  ist  mithin  dem  Radius  des  um  das  Dreieck 
ABC  beschriebenen  Kreises  gleich. 

Durch  die  Verbindung  der  Punkte  Ax,  Bx,  Cx  unter  einan- 
der erhält  man  jetzt  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  mit  denen  von 
ABC  als  Gegenseiten  in  Parallelogrammen  bezüglich  gleich  und 
parallel  sind  ( &AXBXCXQ &ABC).  Die  Lage  der  beiden  Drei- 
ecke ist  reciprok ,  da  einerseits  die  verlängerten  Geraden  At  U, 
JBXV ,  CfU  die  Höhen  von  AXBXCX  bilden,  andrerseits  aber  sich 
leicht  zeigen  lässt,  dass  nicht  nnr  AXBX  in  cx,  AXCX  in  bx>  BXCX 
in  ax  halbirt  sind,  sondern  auch 

Ac^  =  Hax ,   Bbx  z=.Hbx ,   Ccx  =Hcx 

sein  mu88,  so  dass  also  in  H  der  Mittelpunkt  des  um  AlBxCl 
beschriebenen  Kreises  liegt.  Die  einander  entsprechenden  Stücke 
der  Höhen  beider  Dreiecke  sind  natürlich  ebenfalls  einander 
gleich,  z.  B. 

AaL  =  JIax =Axa=  Ua. 

Ein  über  AB  beschriebener  Halbkreis  gebt  durch  D  und  F,  und 
man  hat  deshalb: 

AU,  HD  =  BH.  HF; 

ebenso  ist 

AH.  HD  =  CH.  HG, 

d.  h.  die  Produkte  aus  den  Abschnitten  der  Höhen 
eines  Dreiecks  sind  gleich. 

Wegen  der  kurz  vorher  gemachten  Bemerkung  über  die  Gleich- 
heit  von  Aax  und  Hax  u.  s.  w.  gehen  die  aufgestellten  Beziehun- 
gen über  in: 

Hax . HD  =  Hbx.HF  =  Hcx  HG, 

welche  anzeigt,  dass  die  Punkte  ax,  bx,  cx,  D,  F,  G  einem 
einzigen  Kreise  angehören. 

Verbindet  man  A  mit  a,  so  schneidet  Aa  die  Gerade  bc  in 
J  so,  dass  Jb=:Jc,  und  errichtet  man  nun  auf  bc  in  /  ein  Loth 
bis  zum  Durchschnitt  mit  BC  in  K,  so  muss  DK=aK  sein. 

Wendet  man  dies  auf  das  Dreieck  AHB  an,  so  muss  ein 
Loth,  auf  axbx  in  der  Mitte  errichtet,  auch  auf  cG  in  der  Mitte 
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senkrecht  stehen.  Weil  nun  aber  der  Mittelpunkt  des  vorerwähn- 
ten Kreises  offenbar  der  Durchschnitt  der  auf  a|6t  in  der  Mitte 
und  auf  CiG  in  der  Mitte  errichteten  Lothe  ist,  so  müssen  sich 
m  diesem  Mittelpunkte  auch  die  auf  cG  und  c*G  in  den  Mitten 
errichteten  Lothe  treffen,  d.  h.  dieser  Mittelpunkt  muss  der 
Durchschnitt  M  der  Diagonalen  GGi  und  cc*  des  Rechtecks 
cGclGl  sein..  Auf  gleiche  Weise  geben  durch  denselben  dieDia- 
len  der  Rechtecke  aDatD.  und  bFb^Fx.  Der  gedachte  Kreis 

E mithin  noch  durch  die  Punkte  a,  b,  c    Weil  nun  M  die 
de  DDX  haibirt  und  DH  =  und  ||  UDk  ist,  so  muss  M  wei- 
ter die  Mitte  der  Verbindungsgeraden  ÜH  sein. 

Wird  ÜH  von  Aa  in  S  getroffen,  so  sind  die  Dreiecke  AUS 
und  aUS  winkelgleich  und  es  verhält  sich: 

AS:aS=HS:  US=AH:  üa, 

woraus  wegen  AU=Wa  folgt,  dass  AS=2aS  und  HS-2ÜS 
ist,  d.  h. 

Die  Geraden,  welche  die  Ecken  eines  Dreiecks 
mit  den  Mitten  der  Gegenseiten  verbinden,  schneiden 
sich  auf  der  Verbindungsgeradeu  des  Höhendurch- 
schnittes und  des  Mittelpunktes  vom  umschriebenen 
Kreise  so,  dass  die  Abschnitte  dieser  Geraden,  wie 
ihre  eigenen  sich  verhalten  zu  einander  wie  2:L 

Die  Grosse  des  Radius  för  den  Kreis  um  M  ergiebt  sich 

leicht  aus  der  Bemerkung,  dass  Aax  —  axH  und  UM=MU  ist; 
denn  es  muss  deshalb 

Mut  =^  VA  =|ä 

sein  (ß  bezeichne  den  Radius  des  Kreises  um  ABC). 

Schneidet  endlich  Aa  den  Kreis  aus  M  in  iV  und  den  Kreis 
aus  V  in  Q,  so  haben  die  Dreiecke  SNM  und  SQÜ  einen  glei- 
chen Winkel  und  zwei  ihrer  Seiten  solche  Beschaffenheit,  dass 
=  ÜQ  und  SMS  =  US  ist ;    weshalb  auch  2SN  =  JSQ 
sein  muss. 

Wir  glauben  in  dem  Vorstehenden  einen  sehr  einfachen  Nach- 
weis über  die  Lage  gewisser  bemerkenswert  her  Geraden  und 
Punkte  eines  Dreiecks  geliefert  zu  haben,  und  wenden  uns,  darauf 
fussend,  zu  anderen  Geraden  und  Punkten  der  Figur. 

Verbindet  man  nämlich  Dt  F  und  G  unter  einander,  so  Ist 
M  der  Mittelpunkt  des  Kreises  um  Dreieck  DFG  mit  dem  Ra- 
dius e»Ä,  wie  sogleich  erhellt;  aber  es  ist  ferner  H  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  DFG  eingeschriebenen  Kreises;  denn 
mun  hat: 
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^DGclss^lDalel  (Periphcriewiukcl)  =ZZMC 


^ FGcx  =  ^ cx  (Peripheriewinkel)  =^FBC, 
so  dass,  weil 

Z.DAC=^FBC, 

auch 


Daher  bilden  die  Huben  vom  Dreieck  ABC  die  Halbirungs. 
seraden  der  Winkel  vom  Dreieck  DFG,  deren  Durchschnitt  mit- 
hin den  Mittelpunkt  des  Kreises  darstellt»  welcher  sich  in  das 
Dreieck  DFG  beschreiben  lässt.  Daraus  fliegst  die  weitere  Fol- 
gerung, dass  A,  B,  C  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreieck  DFG 
angeschriebenen  Kreise  sind ,  da  ihre  Verbindnngsgeraden  auf 
den  Halbirungsgeradcn  der  Winket  von  DFG  senkrecht  stehen, 
und  somit  die  Aussenwinkel  von  DFG  halbiren. 

Fällt  man  in  DFG  von  //  die  Lothe  NX,  HY,  UZ,  so  ist 

GX=GY,   FX=FZ,  DY=DZ; 

verlängert  man  DG  und  DF  und  fällt  von  A  die  Lothe  AP,  AT, 
A  V,  so  ist 

GP=GT,  DT=DF,  FP=?FV, 

welches  Alles  durch  Congruenzen  sich  leicht  nachweisen  lässt 
Es  ist  also 

DT=DV  oder   DG+GT=DF  +  FV, 
hiervon  DY—DZ  weggenommen,  bleibt 

GY+GT=  FZ+FV, 

oder 

GX+  GP  =  FX+FP, 
woraus  durch  Subtraction  von  PX=PX  folgt: 

2GX=2FP  oder   GX  =  FP. 
Daher  hat  man  auch: 

GT=  GP=FX, 

DT=DG  +  FX=DV=DF+GX. 

Theil  XIX.  2 
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Ein  Kreis,  mit  HXaw  H  beschrieben,  geht  durch  X,  Y,  Z;  ein 
Kreis,  mit  AP  aus  A  beschrieben,  geht  durch  T,  F.  Verbin- 
det man  also  X,  Y,  Z,  sowie  P,  T,  V  unter  einander,  so  sind 
die  bezeichneten  Kreise  die  den  entsprechenden  Dreiecken  XYX 
und  PTV  umschriebenen. 

Wir  gehen  nach  dieser  Erläuterung  der  Figur  zur  Bestimmung 
der  Entfernungen  der  bemerkenswertnen  Punkte  von  Ecken  und 
Seiten  der  betreffenden  Dreiecke  und  zur  Aufstellung  von  Bezie- 
hungen zwischen  den  Flächen  dieser  Dreiecke  selbst  über. 


II. 

■ 

Der  Durchschnitt  der  Verbindungsgeraden  der  Ecken 
eines  Dreiecks  mit  den  Mitten  der  Gegenseiten  oder 

der  Schwerpunkt 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  durch  Ä  bezeichnet  Wir 
setzen : 

BC~at  AC=b,  AB=c; 
SA=et,    SB=e*>  SC=et 

und  nennen 

die  Entfernungen  des  Punktes  S  von  den  Seiten  des  Dreiecks 
ABC,  so  dass  z.  ß.  SG  =  f,. 

Man  hat: 

BD=  Ba  —  Da  =  la-Da, 


CD=  C«+  Da  =  :ia  +  Dai 

also  auch 

BlP  +  CW—at+ZUa*. 

Ferner: 

c*  =  ADr*+BD*, 
=  AI)2  +  C/>a; 

mithin 
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6*  +  c*=2AD*+<2Da*  +  \  a* 
=2,4a*+?a*, 


AS=ei  —  ^Aa  > 


ist,  so  folgt 


9e1*=2(6Hca-a*)+aa.  Ebenso 
0)  {  9*29=2(a*+ca— 6») +  6«, 

9e3a=2(a*+o*-c*)+c2; 
woraus 

(2)  3(ei«+'!1s+*,l)  =  «,+6t+c» 

sich  ergiebt.  ÄO  ist  =  ^AD;  bezeichnet  man  aber  den  Inhalt 
von  ABC  mit  Dt  so  ist  a.AD=2D,  und  man  findet  also: 


(3) 


fl  =  3o~#  Eben8° 
_2D 


2/> 

<>=3c~; 

woraus 

(4)  a.e1  +  6.ea+c-f3  =  2/) 

folgt. 

In  der  letzten  Formel  ist  ein  Satz  von  allgemeiner  Bedeutung 
angezeigt,  nämlich  dass,  wenn  man  von  einem  Punkt  auf  die  Sei - 

2* 
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ten  a,  h,  c  eines  Dreiecks  Lothe  Llt  L^,  Lz  lallt,  der  Inhalt  D 
des  Dreiecks  bestimmt  wird  durch: 

(5)   a.Lx  +  IL*  -f  c.Lz =r  2Z>, 

vorausgesetzt,  dass  dieselben  positiv  genommen  werden,  sobald 
sie  auf  der  inneren,  hingegen  negativ,  sobald  sie  auf  der  Süsse- 
ren Seite  der  Dreiecksseite,  auf  welche  sie  gefällt  sind,  liegen. 


HI. 

Der  Hohendurchschnitt. 

Die  Hohen  bezeichnen  wir  mit  hlt  A2,  80  dass  hv  auf 
die  Seite  a,  auf  6,  A3  auf  c  senkrecht  steht,  die  dadurch  be- 
stimmten Abschnitte  der  Seite  a  mit  at  und  a2,  wovon  ax  an  der 
Seite  6  und  oa  an  c  liegt,  der  Seite  6  mit  0,  und  b%  und  der 
Seite  c  mit  c4  und  c*.  Die  vorhandenen  rechtwinkligen  Dreiecke 
ergeben  dann  leicht  die  folgenden  Beziehungen: 

V*  =  &2 — 0l*=c2 — o** , 
(6)    ]  V = 0*  —  6i 2 = c*  —  A2* , 

woraus  sich,  vermöge,  • 

,«!  +  cr2=a, 
(7)  k+6a=a, 

sofort  ableiten  lässt: 

„«  +  0*  _  c»              a*+ c*— 6* 
fli=  2^  >      °*  =  2S- ' 

(8)    ^6,=  ^  ,      &2= — 26  » 

ci  =  53  >  C2=— l>c  ' 

aus  welchen  Gleichungen  man  wiederum  findet: 
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(9)    Ja.aa  =  c.<?i, 

Die  Inhaltsbestimmung  erfolgt  durch : 

(10)   2I>=«.A1=AJt,  =  c.43. 
Aus  (9)  und  (10)  folgt  dann  weiter: 

(11)    <Ä3.aa  =  /i1.c1, 


IV. 

Der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises. 

Der  Radius  desselben  sei  II,  die  Lothe  von  dem  Mittelpunkt 
auf  die  Seiten  <*,  6,  c  seien  ferner  lit  1%,  so  dass  lt  das  Loth 
auf  a  ist. 

Dann  hat  man: 

(12)   Ä»=  JaH/1a  =  |6«f^  =4^  +  /32 

und 

(13)  2D  =  a./1  +  67a  +  c./s,   vergl.  (5). 

Wenn  man  sich  nun  erinnert,  dass  früher  gezeigt  wurde: 

Aal=alH=ll,    3^=0^=1*,  Ccl=clH=lz; 

so  verwandelt  sich  die  oben  aufgestellte  Gleichheit  der  drei  Pro- 
duete,  in  welchen  diese  Grossen  vorkommen,  in  folgende  Glei- 
chungen: 

r/1(/il-2/1)=/:2(AÄ-2/ft), 
(14)    J/i(Äl-2/1)  =  /3(/i3-2^), 
(^(/i,-2y=/8(A3-2/3). 

Weil  aber  durch  B,  D,  II,  G  ein  Kreis  sich  legen  lässt,  so  wird 


(15) 


Eliminirt  man 
so  ergiebt  sich: 


2A .  hi  =ei .  c. 
der 


dieser  Formeln  A,  vermöge  (10), 


«-) .  Ebenso 


(10) 


^=JL(B*+6*^C*) 


Diese  Ausdrücke  lassen  sieb,  wenn  a+b+e 
auf  folgende  Form  bringen : 

A  =  g^.|o(«-2«)-26C|, 
^  =  ^.(0(0-26) -2ac|, 


=  ö  gesetzt  wird, 


(17) 


C 


Es  fällt  nicht  schwer,  aus  dem  Vorigen  die  Werthe  von  /a,  /, 
noch  in  anderer  Gestalt  darzustellen.   Aus  (12)  folgt  nämlich*: 


•l     *a  — 


(18)  lh*-lS= 


(«•-6»). 


Multiplicirt  man  ferner  die  erste  Gleichung  in  (15)  mit  «,  diezweite 
mit  6  und  berücksichtigt  (8)  und  (10),  so  ist: 


l 


2/1.0  =  <i<i(6*  +  ca— a*) 


und 


24./>=io(a*  +  c2-6*), 
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* 

mitbin 

20(4  -  /*)  =  { ( (a  +  6)*  -  c* } .  , 

wie  sich  nach  einigen  leichten  Transformationen  ergiebt.  Hier- 
nach bildet  man  ohne  Muhe  auch  die  Werthe  für  20(4—  4)  und 
20(^— /a) ,  und  erhält  so ;  ' 

4— 4  =  7ji2r.<*--2e), 


(19)    ^-4  =  ^.^-26), 

A-4=     •  «(ff— 2a). 

Diridirt  man  jetzt  die  Gleichungen  (18)  entsprechend  durch  die 
in  (19),  so  kommt: 

.      20  a-f  6_20  ff-c 
/»  +  4  =  ~ff~  '  ff^fc  -  T '  o=2c ' 

.      2Ü  a  +  c_20  ff  — 6 
(20)    ^+^  — —  -jz^  —  "7  '5=®» 

f     20  6  +  c     20  g-fl 

/»  +  4  =  -7-  •       =  7-  •  • 

Die  Addition  dieser  Ausdrücke  führt'zu: 

(2i)  i+t+^-y-Js-a  +  iza  +  i-zEl 

und  die  Subtraction  der  Werthe  io  (20)  von  dem  letzten  end- 
lich zu: 

0  lff-6     ff-c      a-a  i 
'1  —  7  *  )ö-2o  +  ff-2c "  ff-2aj  ' 

1       D  \a—a     ff  — c     ff— 6| 
™'     P —  ff  '  1  ff-2a  +  ff-2c  ~  0-261  ' 

f     0  \a~~ a     a~b     g~c  \ 
&  =  7'  iff-2a+  o^2o ~"  ff^2c!  * 

Aus  den  so  eben  abgeleiteten  Formeln  kann  man  viele  neue 
Beziehungen  folgern;  so  führen  die  Gleichungen  (17)  in  Verbindung 
mit  (13)  zu  dem  folgenden  Werthe  von  0: 
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(23)   WD*=  a*(6*-|-c*-a*)  +  W+c«-^)  -f  c^aH^-c1) . 
Nun  ist  aber 

und 

«*(6*  +  c9  -a*)  =  «V+^-c)2  +  2a*(c*-a*) , 
und  man  erhält  also: 

Il(}D*=^>a*(bHc*— fl*H(aH&a-c*)(a*+c*-&*).  Ebenso 
16ö«=r2o2(aHc2-^)+(aH^-c*)  (&*+c*-a*) , 
16/)*=2<.-*(aHZ>2— c^+(aH<*--6*) 

oder 

(analog  noch  zwei  andere  Ausdrucke), 

was  vermöge 

6a4  c*— a2= (o«  +  c4— 62)  +  2(o* — n*) 

und 

2a«(o«+c*— o*)=4<f2c2  +  2«2(62-a*-€*) 

sich  verwandelt  in: 

(26)    16Z>* =4n*c*  -  (a*+ c*  —  6*)*, 

(ähnlich  noch  zwei  andere  Formen). 

(Jod  hieraus  folgt  leicht  der  bekannte  AVerth: 

* 

16/)*  =  (a  r6  tc)  (n+o-c)  (o+ c-o)  (6+c-a) . 


V. 


Die  durch  die  Huben  bestimmten  Dreiecke,    die  Mit- 
telpunkte der  ein-  und  angeschriebenen  kreise. 


Die  Dreiecke,  welche  nur  von  den  Huben  und  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  eingeschlossen  werden .  bestimmt  man  ohne  Wei- 
teres aus  den  schon  gegebenen  Formeln,  namentlich  aus  (8),  (lU). 
(16)  und  (24).   So  findet  man  z.  H. 
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(  29)  \ABD=\D.a*  +  c*~h*-- 

r 

Wir  holen  jetzt  noch  eine  Bestimmung  nach  in  Betreff  des 
Radius  des  umschriebenen  Kreises;  aus  (12)  und  (16)  folgt: 

1  o      a*  „*.  ,     «x.     1   «  16D*+(6*+c»-a2)a 

Der  Zähler  des  Factors  von  ?  a*  ist  hier,  nach  einer  mit  (26) 
analogen  Formel,  nichts  Anderes  als  462c2,  und  man  erhält  also: 

(30) 

Dieser  Gleichung  stellen  wir  sofort  diejenigen  zur  Seite,  welche 
für  den  Radius  des  eingeschriebenen  und  die  der  angeschriebenen 
Kreise  gelten.  Dieselben  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  aus  (5), 
wenn  man  auf  die  hinzugefügte  Bemerkung  Rücksicht  uimmt.  Be- 
zeichnet man  den  ersten  Radius  mit  r,  die  fibrigen  mit  r j ,  r2>  r3, 
so  dass  rx  auf  der  äusseren  Seite  der  Dreiecksseite  a  liegt,  so 
hat 


(31) 


ZD=r{a  +  b  +  c), 
|2Z)  =  r1(6  +  C-«), 
)20=ra(a-f  c-Ä), 
<2D=:ra(a-f  6-e). 


Wir  benennen  nun  weiter  FG  mit  «,  Z)G  mit  jS,  DF  mit  y, 
den  Inhalt  des  Dreiecks  DFG  mit  D  und  den  der  Dreiecke  BHC, 
AMC,  AHB  mit  />,  ,  />2,  7>3;  ferner  &X=6'!'mit  a. ,  FX=FZ 
mit  02,  DV=DZ  mit  die  Radien  der  dem  Dreieck  DFG  ein- 
und  angeschriebenen  Kreise  mit  p,  P| ,  pa,  P3>  so  dass  q1  zum 
Mittelpunkt  i4  gebort,  die  Seiten  des  Dreiecks  XYZ  mit  st ,  s*t 
die  des  Dreiecks  PTF  mit  ux ,  tia,  w3,  die  des  dem  Dreieck 
P/'F  an  der  Ecke  Z? entsprechenden  Dreiecks  mit  vXi  v2l  »3,  und 
die  dem  Dreieck  an  der  Ecke  C  angehürigen  mit  wl ,  toa ,  to3,  end- 
lich den  Inhalt  der  vier  letzterwähnten  Dreiecke  mit  A»  Ai> 
A«>  As- 
Bestimmt  man  zuerst  die  Dreiecke  Dlt  D2i  D3,  so  ergiebt 
sich  aus  (10),  (16)  und  (24): 
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i  1  WD   oder  ^.A=A«i.«», 

I  fl      (a*+ o*-c2)  (o*+c2-«*) 

p  =  f6S   »     *D.Dt=b*  6|  .6* , 

L-(«Hc«~6«)(6Hca-«a)  inn  2 

^3  —  jg^   „     4ö.Z>,=c».c1  .c« . 

Jetzt  suche  man  o,  ß,  y  zu  finden.   Es  verhält  sich: 
ei  ist 


und 
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so  dass  man  bekommt: 

» 

*  ■ 

'«=  2»V  (»2+c*— a1)  =  ^  •  Ebenso 
(33)    V  =  2^(°a+c«-61)=^, 

ir=sj<*,+*"--e,>=55r- 

Die  Addition  dieser  Werthe  liefert  unter  Berücksichtigung  von 
(23)  die  einfache  Beziehung: 

Sf)^  2/J 
(34)   o+/?-r7  =  abc  =  -ji  ,  wegen  (30). 

Addirt  man  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (23)  und  sab- 
trahirt  die  erste  davon,  so  erhalt  man  als  Factor  von  <tt-  den 
Ausdruck: 

P(a*+d*—tfi) + c2(aHo*-c2)  _  a*{bH<?-<i*) 
==l60*-2a*(6»+e2--a*)  nach  (23) 
=  (fla+^-c2)(aa+c2-.A*)  nach  (24) 
=  160.D,  nach  (32). 

Daher  wird : 


Digitized  by  Googl 


(35) 


27 

;  +  y_tt=§^=^  wegen  (30). 
8fl.ß1_2/>t 

.     .   8Ö.D,  2«, 

'«+*-r=-ar=- 


(30) 


Nun  kann  man  den  Formeln  (31)  entsprechend  Beziehlinsen 
iwUchen  D,  o,  /?,  y,  p,  pi,  p«,  p3  anfstclfen,  welche  unter  Be- 
rücksichtigung Ton  (34)  und  (35)  übergehen  in: 

Die  mit  (30)  entsprechende  Gleichung  beisst  72=  oderD.ß 

=z^Lf    wei|  der  Radius  des  um  DFG  beschriebenen 

Kreises  ist;  die  Gleichsetzung  dieses  Werthes  mit  denen  in  (36) 
führt  zu  folgenden  Bestimmungen: 

n  __aßr 
9  ~~  W 


(37) 


aßy_ 
—«fr 


Aus  (33)  geht  ferner  hervor: 

(38)    afr  =  g^-c  (fl»+6»-c«)  (a«+ c«-6»)  (4»+^*)  • 
Wir  unterwerfen  diesen  Ausdruck  folgender  Transformation: 
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«ftr  =  ^{16/>»(^+C^-a«)-2a^+c«-fl^i  nach  (24) 


2D»  .  -  abc  nach  (26) , 


d.  h. 


(30)   «0y +  a6r=2ZM .  ^  =  D .  

Den  hierdurch  bestimmten  Werth  von  a/?y  benutzen  wirzur  Fest- 
stellung der  Werthe  der  Radien  q,  Qlt  p2,  vermöge  (37);  man 
findet: 

?=^(a2+^+ca>-2zr= — m  

oder  4ß.p=aa+6*+c2-8Ä«, 
(40)    ^i=aÄc"^2+c2-fla)     oder   4Ä.ol  =  6Hc1-«2, 
f fa=  A  («Hca-6a)     „      4Ä.o.2  =  , 

Die  vorstehenden  Formeln  eignen  sich  sehr  gut  zurEnttvickelung 
von  Beziehungen  zwischen  unseren  Radien.  Wir  führen  von  die- 
sen Relationen  folgende  an: 

(40)     h(>QiQ2  =D(a+/?-y), 

\2mQ3       =  D(jHy~cr). 

Bildet  man  das  Product  von  o  in  (33)  und  der  Werthe  von  o^,  & 
in  (40),  so  ergiebt  sich: 

=  ä^/^^+^-c2)  (nHca-6*) (&Hc*-a*) 

fl*  «/fy  /«Max 


I 
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d.  b. 


«£•203  £i 

D  -2/*' 


indem  |^=D  ist. 


Bildet  man  aber  ferner  die  Summe  der  Ausdrücke  in  (40), 
so  gelangt  man  zu: 

[(fc+^^Tr-  Ebenso 
(4i)     </Pi+Oj  =  — g—  t  . 

Die  Eutwickelung  von 

(«+0+7)  (jHy-«)  +  <«W-y) 

zeigt  ohne  Schwierigkeit,  dass  es  nichts  Anderes  ist,  als  4ßy; 
mit  Hülfe  hiervon  erhält  man  aus  (34)  und  (35): 


Aus  (36)  aber  ündet  man  vermöge  (41): 

(43)  D*.JP=Z>4JM>»- 
Auch  folgt  aus  (36) : 

woraus  man  durch  Addition  mit  Benutzung  von  (43)  ableitet: 

pOi  +  W3=  y 

d.  h.  wegen  des  obenstehenden  Werthes: 

(44)  jooa  +  p^ssefy, 


Die  Dreieck©  an  einerlei  Ecke»  in  welche  DFG  durch  die 
Lothe  IIÄf  UY,  HZ  zerlegt  wird,  sind  congruent;  deshalb 
hat  man: 

D  =  2.  A  GHX+%±DFH=  (a,  -f-y).o , 

d.  h. 

k  =  ^(«+/*-7),  weil  2D=(«+/H7).e.  Ebenso: 

(45)  ^%=|(«  +  y  — W. 

[&=?(P  +  y-«). 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  H  von  D,  F,  G  bezeichnen 
wir  mit  2t j  ,  2c*,  2c,  und  erhalten  für  sie: 

(46)  4ria=eHA1,  4c,*=oM«i*. 

2D 

Da  jedoch  q  =  ^j^jTy  *18* »  80  ^önrt  dies  mittelst  (45)  zu : 

16D*  +  («HHy)*ÜHy--cQ» 
4Pl  -  4<a+]3+y)* 

Die  beiden  Summanden  des  Zählers  in  diesem  Bruche  enthalten, 
för  ICD*  den  aus  (26)  folgenden  bekannten  Werth 


(o+0+y)  (a+j3-y)  (a+y-/5)  (/3+y-a) 

genommen,  (<*+/?+/)  (0+y—«O  als  gemeinschaftlichen  Factor,  und 
der  andere  Factor  reducirt  sich  bald  zu  4/Jy,  so  dass  man  bekommt: 

■ 

<47>  W-^SÖT®- 


4c*  = 


«.^.(a+^-y) 

«+fHy 


ßy  wird  nach  (33)  =0.114,  d.  h.  =4  wegen  (32),  und  für 

^ßjf  er?iebt  8ich  aus  ond  W  der  Wcrtfc  %  » wodurch 
die  letzten  Relationen  ubergehen  in : 
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fr 


ff 

(48)  = 

A  =  -7' 

die  auch  sofort  aus  der  Figur  «ich  ergeben. 

Verbindet  man  (Jen  Durchschnittepunkt  w  von  HD  und  f>tCi 
mit  Z,  so  entsteht  ein  gleichschenkliges  Dreieck  HZm  ähnlich  dem 
gleichschenkligen  Dreieck  YZD;  in  ist  nämlich  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises  durch  D,  Yy  II,  Z,  in  welchem  mfi  und  7nZ  =  r( 
Radien,  und  Z.mtlZ  und  ^DYZ  Peripheriewinkel  auf  demsel- 
ben Bogen  sind.    Deshalb  verhält  sich: 


AD 

(49)   *l=  ^-.o  nach  (4«),  (45)  und  (35). 


Diess  lässt  sich  schreiben: 


47*»  q 

Sl-a'^D> 


und  man  erhält  wegen  (36): 


Gehen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  von  tr,,  if2.  «3  über,  so  ist  klar, 
s  den  vorher  benutzten  Grossen  2ti ,  2^,  2c,  hier  A,,  f^, 
Ca  entsprechen,  und  den  Abschnitten  ß2.  ctj,  at  hier  />F=y+«lf 
<r,  ,  a*  analog  sind.   Danach  muss  man  haben: 


«i=2.  £-^--Pi»   w*=2 -^Pi»   «3  =  -  ~  Ci; 


d.  h. 
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ttl=_J\Pl,    %a^Ph  . 

Hiernach  lassen  sich  ohne  Mühe  auch  Hie  Formeln  entwerfen, 
welche  den  Seiten  der  Dreiecke,  die  durch  die  aus  B  und  C 
möglichen  au  das  Dreieck  DFG  beschriebenen  Kreise  bestimmt 
werden,  angehören.   Es  ist: 

«±ß±y                 «+P-y  ß+v—a 
"1=    ^     -Ca»     *2=  — —  .oa,  r8=J~^  

• 

Der  Werth  von  ut  lässt  sich  schreiben: 

Transformirt  man  dies  mit  Hülfe  von  (10),  (31)  und  (36),  so  kommt: 

D 

Vl  ==a  *  ~DX  '   Au*  ana'°ge  Weise  ergiebt  sich  : 
(51)    ^=6.B|  ^— , 


Ebenso: 


D  a*+69-c» 

tts=:cÄ  »— 


(52)    jr.~a.^  ^  , 

f  D  a*+t>*-c* 

r'=c  TT, — — ; 


D 

(53)    ^  =  «.£.:— : 
/       .  D  oHcM* 
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Die  Ausdocke  (50),  (51),  (52),  (53)  geben  ein  leichtes  Mit- 
tel  an  die  Hand,  \,  Ai  >  A2»  A3       berechnen.   Denn  es  ist 


oder 


Weil  aber 


*i£s£s  abc  D3 
A~  4p  ~  4p  Z)3 


D*   aoc    l>  1 


abc  Dp 

ri)-K>  d=r 


ist,  so  hat  man: 


I)2 

(54)   A=2>    oder  AZ>=i>*. 


Ferner 


Al~   4p,  -  M  A7  TSm 


oder 


D*  «6c    D    (a*-^*~c2)(«*+c*--6*)  1 

Al=  A  47)  A  16/>  * 

Dorch  (30),  (36)  und  (32)  verwandelt  sich  dies  in: 

Ai=2^  oder  bx.Di  —  D2.  Ebenso 
D2 

5i 

D* 
*>> 

In  den  letzten  Dreiecksbeziehungen  ist  folgender  Satz  enthalten: 


(Bö)    M*=i£     n  A»/>a=D«, 
D* 


Fällt  man  in  einem  Dreieck  die  drei  Höhen,  so  ist 
das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  drei  Verbindungsge- 
raden der  Höhen  fusspunk  te  sind,    die  mittlere  Pro- 

Sortionale  zwischen  dem  ursprünglichen  Dreieck  und 
erajenigen,    welches  entsteht,    wenn  man  die  Fuss 
packte  der  vom  Höhen  durchs  chn  itt  auf  die  Verbin- 

Tbcil  XIX.  3 
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dungsgeraden  der  Huben  fusspunkte  gefällten  Lothe 
mit  einander  verbindet. 


VI. 

Der  Hai birungs punkt  der  Verbindungsgeraden  zwi- 
schen dem  Huhendurchschnitt   und  dem  Mittelpunkt 

des  umschriebenen  Kreise». 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  der  Punkt  M  und  seine 
Entfernung  von  der  Seite  a  dureb  9IK  dargestellt.  Wir  bezeich- 
nen diese  durch  a>4 ,  so  wie  seine  Entfernungen  von  den  Seiten 
6  und  c  durch  a>«  und  io3;  seine  Entfernungen  von  den  E>cken 
sind  AM,  BM,  Cid,  welche  wir  o, ,  o4,  o,  nennen. 


Dann  ist 


1     „  1 


aber 

,     16Z*— a»  u2) 

Ai~/i=  &z>   nach  (10)  nnd  (16)* 

Hierdurch  findet  man ,  wenn  man  (23)  berücksichtigt : 

o>i  =   "  *  Ebenso 


(56) 


*  _  166ZJ 

."»  =  ■  iücö  


Weil  ferner 


DK  =  \aD  —  (aB-BD)^  j  « , 


also 


ist,  so  wird: 

m 

Uf=\  «s  +  «*»+ V+ /,H  ««,-2*.'.  • 
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Hieriii  ist 


Vermöge  dieser  Werthe  ergiebt  sich: 

!4o4*=Ä*  +  a*+ca— 6*.  Ebenso 
4ol«=Ä»+6»  +  c3— a9, 
4o3a  =  Ä»+a*+Aa-c*. 


VII. 

Entfernungen  des  Schwerpunktes,  des  Höhendurch- 
seboittes   und  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen 

Kreises  von  einander. 

Die  Entfernung  der  beiden  ersten  Punkte,  welche  sich  in 
unserer  Figur  als  SB  darstellt,  bezeichnen  wir  mit  £* ,  die  des 
Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  in 
der  Figur  SU,  mit  E2,  die  des  letzteren  vom  Hohendurcbschnitt, 
in  der  Figur  UH,  mit  £3.   Dann  ist: 

2  1 

(58)  Et=2£*  und  ^=3^8- 

Da  im  Dreieck  BHU  die  Seite  HU  halbirt  ist  in  M,  so  hat  man 
nach  einem  in  No.  II.  abgeleiteten  Satze: 

BW  +  B  ü»=  2J?ilf*  +  \  HU9 

oder 
worin 

FolgUch  wird: 

(59)  £J8*=9Ä*—  (o* -f  6»  +  c2) . 

3* 
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Aus  (40)  ergiebt  sieh: 

4/?.o=«2  +  Ä*  +  r*-8Ä*, 

wodurch  (59)  ubergeht  in: 

(60)   £3*=     - ili.g  =  R(R-4g) , 

d.  h.  die  Entfernung  des  Hohendurchschnittes  vom 
Mittelpunkt  des  umschriebeneu  Kreises  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  dem  Radius  dieses  Kreises 
und  dem  Unterschiede  des  eben  erwähnten  Radius  und 
des  vierfachen  Lothes,  welches  vom  Huhendurch- 
schnitt  auf  eine  Verbindungsgerade  zweier  Höhen- 
fusspunkte  gefällt  werden  kann. 


VIR. 

Entfernungen   der  Mittelpunkte   der  umschriebenen, 
des  ein-  und  der   angeschriebenen  Kreise  von 

eina  oder. 

Für  das  Dreieck  DFG  hat  H  die  Bedeutung  des  Mittelpunk- 
tes des  eingeschriebenen  und  M  die  des  Mittelpunktes  vom  um- 
schriebenen Kreise,  dessen  Radius  ^R  ist,  so  dass  BM=^^  ^» 

die  Entfernung  beider  Mittelpunkte  von  einander  darstellt.  Nach 
(60)  bat  man : 

4#jtf*=ff(Ä-4p). 

In  Bezug  auf  das  Dreieck  DFG  sind  ferner  AM,  BM,  CM  die 
Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  angeschriebenen  vom  Mittel- 
punkte des  umschriebenen  Kreises.  Ersetzt  man  nun  in  den 
Ausdrucken  (67) 

£«+c*_a*,  a*+&*-c« 

durch  ihre  aus  (40)  folgenden  Werthe,  indem  man  zugleich 
übe 

jj-=4Ä  nimmt,  so  ergiebt  sich: 

4ol*  =  R?  +  4R.gl  =  R(R  +  4Ql ) , 
AoS=  Ä*  +  4R.H  =  R(R  +  4^ , 
4o8*=  R1  +  4/?.p,  =  R(R+4g3)  . 

Bezeichnet  man  daher  die  eben  erwähnten  vier  Entfernungen  in 
Bezu?  auf  das  Dreieck  ABC,  bei  welchem  der  Durchmesser  des 
uinscnriebenen  Kreises  2R  und  die  Radien  des  ein-  und  der  an- 
geschriebenen Kreise  r,  r, ,  r2,  r3  sind,  der  Reihe  nach  mit  E, 
E| ,  Ej,  Es,  so  ist: 
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E*  =  U{R  -  2r) , 
Et»  =*(/*  +  &,). 

E3a  =  Ä(/£  H-2r3); 

d.  h.  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  einge- 
schriebenen vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Ra- 
dius des  umschriebenen  und  dem  Unterschied  diese* 
Radius  und  des  Durchmessers  des  eingeschriebenen 
K  reises. 

Für  die  angeschriebenen  Kreise  gilt  derselbe  Satz, 
nur  mu ss  man  deren  Durchmesser  negativ  nehmen. 

Um  die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  angeschriebenen 
Kreise  von  einander,  welche  in  unserer  Figur  durch  c,  6,  a  dargestellt 
sind  und  die  wir  mit  Ax ,  A<±%  A*  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC 
bezeichnen  wollen,  zu  finden,  kommt  es  nur  darauf  an,  a,  6,  c 
durch  Stücke  des  Dreiecks  DFG  auszudrücken. 

Nun  folgt  aus  (40)  durch  Addition: 

/c*=2/?(p,  +  oa), 
(02)  jA»=2Ä(ft+fc), 
(<t*=2l?(ft  +  fc). 

Setzen  wir  aber  diese  Ausdrücke  in  solche  fär  das  Dreieck  ABC 
um  ,  so  erhalten  wir : 

<tt3)    La*  =  4i?(r1  +ra), 
'AS=iR(r2+rz); 

d.  h.  die  Entfernung  zweier  Mittelpunkte  angeschrie- 
bener Kreise  von  einander  ist  die  mittlere  Proportio- 
nale zwischen  dem  doppelten  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises  und  der  Summe  der  Radien  der 
beiden  angeschriebenen  Kreise. 

Die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  drei  angeschriebenen 
Kreise  vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises,  welche  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  mit  Ai  ,  A9,  A3  bezeichnet  sein 
mögen,  sind  beim  Dreiec  k  DFG  durch  2llt  2/*,  2/3  repräsentirt 
Nun  hat  man  nach  (12): 
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4A*=4ff»— aP^ilP—ZRite  +  Qs)   wegen  (62), 

aber 

ea+P,=(>+2ß— wegen  (41), 

also 

4/l*=2Ä((?i-*). 
Hiernach  bekommt  man  für  das  Dreieck  ABC  die  Formeln : 

(64)  |As*=4ß(r1-r), 
(A3*  =  4Ä(rJ-r); 

d.  h.  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  eines  ange- 
schriebenen vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen 
Kreises  ist  die  in itt I ere  r rop ortionale  zwischen  dem 
doppelten  Durchmesser  des  umschriebenen  und  dem 
Unterschiede  der  Radien  des  an-  und  des  eingeschrie- 
benen Kreises. 


IX. 

Entfernungen  des  Höhendurchschnitts  von  den  Mittel- 
punkten des  ein-  und  der  angeschriebenen  Kreise. 

Wir  bezeichnen  diese  Entfernungen  in  Bezug  anf  das  Dreieck 
ABC  mit  F,  F^.Fj,  Fs. 

Fällen  wir  im  Dreieck  DFG  von  D  auf  FG  das  Loth  Dd 
und  nehmen  Dh  gleich  dem  doppelten  Loth  Max  von  M  auf  DG, 
so  ist  h  der  Höhendurchschnitt  in  DFG ,  also  Hh  seine  Entfer- 
nung vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises.   Man  hat: 

Hh*=(BX-dh)*  +  (GA'-GW)*. 

Hierin  Ist 

2D  '2a 

dh=Dd-Dh=—-w(P+f~a*) 
[vergl.  (10)  und  (16)]  oder 

8crD 

|vergl.  CM)];  ferner 


i 
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und  SZ)=«'+^~y>, 

[rergl.  (8)]. 

Entwickelt  man  nun  obigen  Ausdruck  fllr  /M*,  so  kann  man 
4r,*  für  HX*+GX*  und  Gk*  =  (a*  +  fP—f)%  [vergl.  (16)] 
für  dJP  +  Gd'1  setzen,  und  bekommt  dann: 

'itfa*  +  0*  -  y*)  (*»+ y*  -  0«)     2«,  (a*  +  0*—  y») 
~ "8«D  &  


16D*  =  4a*0*  -  (o*  +  0*  -  y2)* 

folgt: 

16D2       ~~  1D*      y  ~  ' 

und  nach  (47)  ist: 

Die  beiden   letzten  Glieder  unseres  Ausdrucks  fuhren 
g=g^^  m  ihrer  Vereinigung  zu: 

WCgCD  (45) 

_  .    .   y  ,  r(«+/g+r)(«+P~r)---2«fr 
~  r        p  «  +  +  r 

=  -<**— /F+ay  +  jJy-^Ä.o. 

Durch  die  Vereinigung  der  so  entwickelten  Glieder  gelangt 
man  jetzt  zu: 

Die  Cebertragung  auf  das  Dreieck  ABC  liefert  daher: 
(66)   F»=4ir»-8lifr  +  a6  +  ac  +  6c-(o»  +  6*  +  c2). 
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Um  diesen  Ausdruck  noch  weiter  umzuformen,  wollen  vrir 
Werthe  ffir  ah-\-ac-\-bc  und  a*-|-6a-f  c4  herzuleiten  suchen. 
Hierzu  dienen  uns  zunächst  die  Formeln  (44),  aus  welchen  wir 
erhalten : 

»  ab  +  ac  +  öc= Krj  +ra+rs)  +  r,r«  +      -f  rtr8  , 

aber 

1  1 

=  ;'(r  +  4ß)* -^(V+raHrs*)  nach  (41) 
= SR*  +  4* r  + 1  r*  -  ^  (r,  a+ra«+r,*, , 

und 

r    +ra + r, ) = r(r +4  Ä)  =  r  * + 4  Är 
Hierdurch  resultirt: 

(66)    aft+ac+6c  =  8Ä*+8Är  +  ^ra  —  ^(nH^+r,«). 

Bestimmt  man  weiter  aus  (31)  die  Werthe  von  rlt  r2,  r»  und 
addirt,  so  findet  man  nach  einigen  einfachen  Reduclionen  mit 
Hülfe  des  bekannten  Werthes  von  lti/>2  durch  die  Seiten  a,  b,  c: 

(67)    ^+^+^=2(06 +ac+6c)  -  (a* +6*+c«) . 

Dies  fuhrt  in  Verbindung  mit  (66),    indem  zugleich  r-f  4/2  (Ör 
rj+r^+rj  gesetzt  wird,  zu  folgender  Relation: 

(68)  aHftHc^lö^-d^+nHraHrs2), 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  der  Radien  der  ein-  und  der  angeschriebenen 
Kreise  ist  dem  Quadrat  des  doppe Ite n  Durchmessers 
vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Hierdurch  nimmt  (65)  folgende  Form  an : 

(AB)   *F*  =  rHriHii*+rs*— 4(2Ä*-r») 
Diesem  analog  sind  die  folgenden  Bestimmungen  gebildet: 
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(70)    j2F1»=:rHr1»+r1i+rJ»  -  4(2Ä»-r4») , 

d.  b.  das  doppelte  Quadrat  der  Entfernung  des  Höheu- 
darchschni  tts  von  dem  Mittelpunkte  des  ein-  oder  eines 
angeschriebenen  Kreises  ist  dem  Unterschiede  zwi» 
sehen  der  Summe  der  Quadrate  der  Radien  des  ein- 
nnd  der  drei  angeschriebenen  Kreise  und  zwischen, 
der  vierfachen  Differenz  des  doppelten  Quadrates  des 
Radius  vom  umschriebenen  und  des  Quadrates  des 
Radius  vom  jedesmaligen  ein-  oder  angeschriebenen 
Kreise. 

Der  Werth  ffir  2Ft*  hätte  auch  auf  ähnliche  Weise,  wie  der 
von  2F*,  durch  directe  Berechnung  gefunden  werden  können,  in- 
dem die  Entfernung  Fi  beim  Dreieck  DFG  durch  hA  gegeben 
ist.  Zieht  man  nämlich  durch  d  bis  zum  Durchschnitt  mit  PA 
die  Parallele  dA'  mit  hA,  so  ist: 

dA'*  =  A'P*  +  Pd*, 


dA'=zhA,    A'P=AA  +  AP=  kd  +  fr 

und 

Pd=  PG—Gd=  FX—Gd  =  a-GX-Gd, 

folglich 

hA*=  (Ql+dh)*+ (a-GX-Gd)*. 

Die  weitere  Berechnung  dieses  Ausdrucks,  welche  wir  hier 
übergeben ,  würde  geoau  den  obenstehenden  Werth  för  2Ft2  ge- 
liefert haben. 


X 


Entfernungen  des  Halbirungspunktes  der  Verbindungs- 
geraden  zwischen  dem  Hühendurchschnitt  und  dem 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  von  den  Mit- 
telpunkten des  ein-  und  der  angeschriebenen  Kreise. 

Bezeichnen  wir  die  angedeuteten  Entfernungen  durch  H,  Hj. 
H«,  H3,  so  siebt  man  leiefit  ein,  dass  jedes  H  in  einem  Dreieck, 


i 


Um  diesen  Ausdruck  noch  * 
Werthe  für  ab  +  ac  +  bc  und 
Hierzu  dienen  uns  zunächst  di 
erhalten : 

'  ab  +  ac  +  bc~r(riJ 


-Je 
ne' 


( 


»-i>'»  +  rIr,  +  rtrj  =  l(r1-»; 

1  .\ 

1.  i» 

=  :,(■  ■ 


und 


,  un««   CS«)  cntn» 

■s  in  die  Gl» 

j  stehenden  WertheS^ 


Hierdurch  rr 
(66)  o 


der  Ent.erni.nR  des  J^Kreut 
Bestimr  Kreise  «U,eh' 

»ddlr*.  *  /«ix      /AM  r7( 


addirt. 
Hülfe 


/2H  =ß-2r, 


r>  .urnnne  des  Ha\birungspunkteÄ 
des  umschriebenen  Krei- 


A  fc.  die  doppelte  B.U««« 

Je«»  Mittelpunkte  ' dem  Radius  des 
«"*   a-rDu'cht.irerdes  Ut.tere.  Kreise. 

* >       „41t   f«t  die  angescbriehenen  Kreis,  mit 

,  m" amn D"rck 

nehme»  muss. 


4? 


I). 


~"^\^  des  jedesmal. 

^Y*^ßC  Quetzen, 
ht^tVi\^  -  und  der  drei  au, 

jgeo.  Ebenen  Kreises  und  als'ht 

^*Tst  folgende  Dreiecke: 


Berück- 
et: 


4k 


MM2M3,   MM,M3,  MM,Ma, 


f  ^cif«rench«n-  ü^t^eck  DFG  der  Reihe  nach  D,  Dx ,  />-,  ü. 
eöWre  un  ergiebt  Slch  au8  (37).  *•  "» 


erhä\^ 


^  -  o,  -       2D  ' 

  '  —  ^D 


(75) 


**»an: 

M,M4M3.8Z)=  2a6c(a  +  6  +  , 
|MMaM3  .  8Z>=  2aoc(6  +  c — a) , 
|MM,  M3  . 8/)  =  2«6c(a  +  c  -  b) , 
MM,  M2  .  SD  =2abc(a  +  6  -  c) . 


Demnächst  »vollen  wir  bestimmen: 

MM,  17,  MMftC/,  MM317, 

.  ic|,cd  heim  Dreieck  DFG  offenbar  HAM,  HBM  und  HCM 
*C  in»  sind.   Wir  berechnen  also  diese  und  übertragen  die  erhal- 
f  '^Werthe  auf  das  Dreieck  ABC 

flennt  man  L  den  Durchschnitt  von  AH  mit  FG  und  W  den 


AM  mit  FG',  so  ist: 


■ 
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dessen  Seiten  JE3,  das  dem  jedesmaligen  H  entsprechende  E  und 
das  zugehörige  F  sind,  die  Verbindungsgerade  sein  muss  zwi- 
schen der  Ecke,  in  welcher  sich  E  und  F  schneiden,  und  dem 
Halbirungspunkt  der  Gegenseite  E+.  Deshalb  findet  folgende  Re- 
lation Statt: 

(71)  2H*=EM  ^~^sa  [vergl.  No.  II.] 

für  jede  drei  zusammengehörige  H,  E  und  F. 

Substituirt  man  hierin  die  in  (61),  (65)  und  (59)  enthaltenen 
Werthe,  so  wird: 

(72)   2H*  =  l  fl2  - 10 Rr+ab+nc+bc  -  \  (a*  +  6*+c*) . 

Die  Einsetzung  des  in  (68)  stehenden  Werthes  in  die  Glei- 
chung (59)  giebt: 

(73)  £3»=(ß«+rHriHrii,l+r3a)~8/?2, 

d.  h.  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Höhendurcb- 
Hchnitts  vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
ist  dem  Unterschieue  zwischen  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Radien  des  um-,  ein-  und  der  angeschriebe- 
benen Kreise  und  dem  doppelten  Quadrate  des  Durch- 
messers vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Die  Einfuhrung  der  Werthe  aus  (61),  (69),  (70)  und  (73)  io 
die  Gleichung  (71)  aber  führt  nach  einigen  sehr  einfachen  Re- 
duetionen  zu: 


(74) 


f2H  =  R-2r, 
|2Ht  =  R  +  2r, , 
>=ß+2r2, 
2H3=/?  +  2r3; 


d.  b.  die  doppelte  Entfernung  des  Halbirungspunktes 
der  Verbindungsgeraden  zwischen  dem  Hönendurcb- 
schnitt  und  dem  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses von  dem  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen  Krei- 
ses ist  dem  Unterschiede  zwischen  dem  Radius  des 
ersteren  und  dem  Durchmesser  des  letzteren  Kreises 
gleich. 

Dasselbe  gilt  für  die  angeschriebenen  Kreise  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  dass  man  deren  Durch- 
messer negativ  nehmen  muss. 


I  U  tl  U  U  IJ 
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XI. 


Die  durch  die  Mittelpunkte  des  um-,  ein-  und  der  an- 
geschriebenen   Kreise    und   den   Höh  e.n  durchschnitt 

bestimmten  Dreiecke. 


Um  durch  die  Bezeichnung  sofort  ausdrucken  zu  können, 
welche  Punkte  die  Ecken  des  jedesmaligen  Dreiecks  bilden,  «vol- 
len wir  ftir  das  Dreieck  ABC  festsetzen,  dass  M,  Mlf  JVL,  M3 
die  Mittelpunkte  des  ein-  und  der  drei  angeschriebenen  Kreise 
r<  präsentireo ,  während  U  und  H  die  bisherige  Bedeutung  als 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  und  als  Höhendurcbschnitt 
behalten  mögen. 

Wir  betrachten  zuerst  folgende  Dreiecke: 

MjM,M„   MM2M3,  MM,MS,  MM,Ma, 

welchen  beim  Dreieck  DFG  der  Reibe  nach  D,  Dit  D^y  l\ 
entsprechen.   Nun  ergiebt  sich  aus  (37): 

ebenso  erhält  man: 

9/)  -  ü*l  —  aßY(ß  +  y«)  „  H  r 

lMJi  —   Q   —  ^D 
Daher  hat  man: 


(75) 


\mM4M3  .  8Z>=  2a6c(6  +  c  -  a) , 
iMM,  M3  . 8/>  =  2a6c(a  +  c  -  b) , 
'mMjM,  .8D=2a6c(a  +  6-c). 


Demnächst  tvollen  wir  bestimmen: 

MMi  ü,  MM»C7,  MM317, 

welchen  beim  Dreieck  DFG  offenbar  tf^flf,  #£Af  und  HCVtf 
analog  sind.  Wir  berechnen  also  diese  und  übertragen  die  erhal- 
tenen Werthe  auf  das  Dreieck  ABC 

Nennt  man  L  den  Durchschnitt  von  AH  mit  FG  und  IV  den 
von  AM  mit  FG ,  so  ist: 
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HAM  =  LAP-  WAP  +  WJUat  +«lMHX-LHX 
=  LAP  -  LUX  -{WAP-  WMax)  +  a,  MHX. 

In  tlen  ähnlichen  Dreiecken  LAP  und  LUX  verhhlt  »ich: 

LP:LX=AP:HX, 

also  auch 

LP\LX.LP-LX=AP\  UX.AP-  HX, 

so  dass 

{AP+HX)  (LP-LX)  =  (AP-  JIX)(LP+  LX) 

ist. 

Die  Differenz  der  Dreiecke  LAP  und  LUX  lässt  sich  da- 
durch, dass  man  LX  auf  abträgt  und  durch  den  Abtragung«»- 
punkt  mit  AP  eine  Parallele  zieht,  in  ein  Trapez  verwandeln,  des- 
sen Inhalt  durch  -t(AP-\-IJX)(LP — LX)  dargestellt  wird;  wegen 
der  eben  abgeleiteten  Beziehung  ergiebt  sich  daher: 

* 

LAP—  LHX=  l  (AP-IiX)(LP+LX)  =  \  (AP-HX).PX . 
In  gleicher  Weise  ist: 

WAP—  WMa,  =  \{AP-Mal).Pal , 
und  fär  das  Trapez  hat  man: 

ffjjlf//A'=^  (if/a,  -\-IJX).  Xat . 
Vermöge  dieser  Werthe  wird: 

^HAMz=(AP^NX).PX--(AP-Mal).Pal^(Mal^HX).Xal . 

Setzt  man  bierin  für  PX  seinen  Werth  Pa^ Xalt  entwickelt  und 
zieht  wieder  zusammen,  so  verwandelt  sich  dies  in: 

1HAM-=z{Max  —HX) .  Pax  +  (A P+Mat ) .  Xat . 

Dabei  ist 
d.  h. 
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P«i~\(y—  ß)  «egen  (45) 


und 


Folglich : 

4UAM=(y  -  ß) .  { ^P- //*  +        } . 

Ueber trägt  man  dies  auf  das  Dreieck  ABC  unter  Berück- 
sichtigung der  Bedeutungen  von  AP,  HX  und  Max ,  so  ist : 

4MM,  U=  (c— b) .  { r4  — r  +  2/, } . 

Aber 

_  _    2Z)    _  JW  4aD  

r*     r-b+c—a     a+6+c""  (a+6+c)  (6+c— a) 

a.löZ)* 


d.  h. 


"~  4/).(a+o+c)  (6+c— a) 


ri— r=^-— 2/j  wegen  (16). 


Also  erhält  man: 

■ 

IMMj  U.8D=abc(c-b).  Ebenso: 
MM4t7.8/)=a6t(c-a),. 
MMsl7.8/>=a6c(a-6). 
Wir  gehen  nun  über  zu  den  Dreiecken: 
MM|//,   MM2//,  MM3/#, 

in  Bezug  auf  DFG  durch  ///M,  HBh,  HCh  repräsentirt.  Die 
Bestimmung  von  HAh  ist  der  vorigen  sehr  aholich;  denn  man  hat: 

HAh=  EAP- Ehd  -  (LA  P-LHX)  +  XHkd , 

wodurch  man  zu  folgendem  Wertbe  gelangt: 

2  HAh =(HX-ttd).PX  +  (AP+HX).dX. 

Hierbei  ist: 
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PX=  FÄ- FP  =  FX—  6A=  a.-^, 

d.  h. 

PX=y—ß    nach  (45)» 

und 

rfA=:  GX—  Cd=ai  -  G<Z  =  ^  -  [verg|.  (8)], 


d.  h. 


2« 


Substituirt  man  diese  Werthe  und  geht  zum  Dreieck  ABC 
über,  so  wird: 

4MM1/f.=(c-6).  {21—2(^-24)+  *±£=^(ri+r;| 


Aber 


und 


(c~6).(r+^.r+^.rl-r1-2Al+4/lj. 


.Hc  fl+Hc  20 

r-f-— -.r  —  r  - -  =:  — -  =äj 


Folglich  erhält  man: 

rMM1/^.8/>= a(c-Ä)  (&Hc*-aa) .   Ebenso : 
(77)    ]ül  M2tf.80=6(c— «)  (aHc2-o*) , 
lMzH.8D=zc(a-h)  (aHl>*-c*) . 

♦ 

Die  vierte  Gruppe  von  Dreiecken: 

MiMatf,   ft^Mjt/,  M*Matf 

bestimmt  sich  leicht  aus  (75)  und  (76)  durch  Addition  und  Sub- 
tractirvn;  denn  für  das  mit  AlgMgC/  correspondirende  Dreieck 
ABM  hat  man: 
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ABM=  HAB -{RAM  +  IIB M) . 
Dadurch  bekommt  man: 

(78)   M1M.1t7.8D  =  a6c.  (4(a+6-c)  -  (a+6) } 

oder: 

l&MlMtM-MlMiU).8D=abc.(a+b).  Ebenso 

(79)  J(2M,MaM— M,M3  C7).8/)=«6c.(«+r), 
'(2MaMsM-M4M3  U).8D=abc.(6+c). 

Aebnlich  verhalt  es  sich  mit  folgenden  Dreiecken: 

M|  Ma/f ,   Mt  M3  1/ ,  M^Mg  //. 

Denn  es  ist  ja: 

ABh  —  ABH  +  AHH  +  Bilk 

und  Aßh  hat  in  Bezug  auf  DFG  dieselbe  Bedeutung,  wie 
M,M2//  bei  Deshalb  ergiebt  sich  nach  (75)  und  (77): 

(80)  M,  M2H.HD  =  4aÄc.(a+Ä— c)  —  c(a+6)  (aH^-c2) 
oder: 

I(2MlMaM~M,Ma//).80=c.(a+&J  (aH68-c2) , 
(2M,BIaM— Mt  M3#).8Z)= o.(a+c)  (a*+c*-6*) , 
C>MaM3M--MaMsÄ).8/>=i/.(H^(Änc«-a«). 

Jetzt  bleiben  der  Betrachtung  noch  vier  Dreiecke  übrig,  von 
deren  Bildung  ausser  dem  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses und  dem  flöhendurchschnitt  je  einer  von  den  Mittelpunkten 
des  ein  -  und  der  angeschriebenen  Kreise  Tbeil  nimmt.  Dies  sind 
folgende: 

MHÜ,  Mi/117,   Ma//C7,  M3HU, 

welchen  beim  Dreieck  DFG  entsprechen: 

HhM,  AhM,  BhMt  ChM. 

Das  erste  von 'diesen  müssen  wir  direct  berechnen  und  zwar  in 
ähnlicher  Weise,  wie  oben  zur  Herleitung  von  (76)  und  (77)  an 
gewandt  wurde.   Es  ist: 

mm  =  HM«lX+  HhdX-Mhäcti , 

also 
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=  (HX-hd).ai  X  +  HX-lUaJ.dX, 
weil  da^ttiX+dX  ist.  Aber 

mithin : 

Hierbei  bat  man: 

a  a  ö  a 


Ferner: 


und 


Durch  di£  Vereinigung  der  beiden  so  eben  berechneten  Glie- 
der gelangt  man  zu  folgendem  Werthe: 


6  +  c — a  .       a+6+c  ,  abc 
AD      bc  =  ~~ÄD     6c  ~  2ZT  ' 


Endlich  ist: 


=  jjj  (6*  +  c*-a*)  =^(«+Hc)  (6  +  c-a) 

Will  man  hieraus  den  Werth  der  Parenthese  in  obigem  Aus- 
druck för  M/717  finden,  so  siebt  man  bald,  dass  sich  als  gemein- 
schaftlicher Factor  herausziehen  lässt: 

a-\-b  +  c 
W 
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und  der  andere  Factor  wird: 

a(b  +  c—a)—bc=z(a—b)  (c—a). 
demzufolge  erhält  man  die  merkwürdige  Relation: 

MHU.8D=  i  (a+6+c)  (*-6)  (c-o)  (c-6) . 

Jetzt  fällt  es  nicht  schwer,  auch  die  noch  übrigen  Dreiecke 
zu  bestimmen;  denn  man  hat: 

AHM  =  HA M  +  HAh  -  HhM 

und  ähnliche  Beziehungen  gelten  auch  für  BhM  und  ChM ,  so 
dass  man  dadurch  folgende  Zusammenstellung  bekommt: 

iMHÜSD  =^(a+6+c;(a— b)(c-a)(c-b), 

^IJU.SD  ~  (6+c-oj  (a+o)  (/;+c)  (c-A) , 

|M2J5r  rj.8£>  =2  («+<?-*)  (a+6)  (c—a)  (o+t) , 

M8#  t7.8Z>  =  l  (a+o-c)  (a-6)  (a+c)  (6+c) . 

Um  die  so  berechneten  Relationen  für  die  Dreiecke  auch  durch 
die  Radien  auszudrücken,  wollen  wir  noch  Werthe  für  a»  b\  ca 
ableiten.   Es  ist: 

_  _    2Z>    _    20    _  16/y2  a  

r*     r    6  +  c-a     a+6+c"~  AU  '  (a+  6  +  c)  (6  +  c— a) 

"  z    «  \      a    2Z)  2/> 

d.  h. 

4 

4 

(83)   r,-r  =  ^. 
Nun  hat  man  aber  nach  (42): 


(82) 


ri  +  ra  =~7)~ ' 


und  es  wird  folglich: 


Tneil  XIX. 
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/a^fa— r)(Fa-t-r8)  =rtr%i-ttr^- rri-rir,.   Ebenso : 
(84)    <6»=(i^~r)(r1+rJ)==:r,r2+r2r3--iT1---iTi . 
(c* = fr8  -rtfr,  -Ks) = rt  r3 +r2rs  -rr,  -rr, 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

(a»+6a—  c*=2(rlr%— rr3), 
(86)  Ja»+t*-o*=2(rlr,-rr2), 
U2 + — a* =2(r2rs— rr, ) . 

Die  Werthe  ron  «  +  a — b  o.  s»  w.  erhilt  man  leicht  auf 
<44)  durch  Addition  und  Subtractiun,  z.  B. 


Indem  wir  die  überaus  leichte  Transformation  speciell  auf 
führen  für  überflüssig  halten,  stellen  wir  die  Dreiecksbeziehungen 
in  der  Weise  sofort  zusammen ,  dass  wir  von  jeder  Gruppe  von 
Relationen  nur  eine  anführen,  da  es  ja  nicht  schwer  fallt,  die 
analogen  darnach  zu  bilden.   Dann  hat  man: 


^=rr,r,r„ 
M1MaMI./>=2Ärlr,r,, 
iMMt  (7.8/)  =(r1-r)(r,-ra)(VB+rrl), 
ImM,  H  AD  =(ri  -r)  fo-r*)  (r^-rri ) , 
86)^(2M1M2M-M1M4  U).SD  =  (r+r.)  (r,  +rt)  (rr, +r,r,), 
CJM^M-M^iSO^DsCr+f,)  fa4^fav-rra)> 

'  M  //  £7 . 32/)=  -jjy  (r,  -r*)  fr-r.)  (r2-rs)  (r,  -rXr.-rXr.-r), 


Mi  B  ü3Wz=  jjr^-  (r»  +rt)  (r!+r,)  (r,  -r*)    -r)  (r»+r)  (r,  +r) . 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 

i 

Der  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  schreibt  mir 
bei  L'ebersendung  desselben ,  dass  er  bei  dieser  Arbeit  zwar  io 
einigen  Punkten  mit  Herrn  Mallmann  in  dem  Aufsatze  Thell 
XVII.  Nr.  XVI.  zusammengetroffen  sei,  dass  er  aber  glaube  sei- 
ner Arbeit  hinreichende  Eigenthu'mlichkcit  beimessen  zu  dürfen, 
so  dass  dieselbe  sehr  wohl  neben  jenem  Aufsatze  bestehen  könne. 
Audi  ich  glaube,  dass  auch  diese  Abhandlung  des  Herrn  Lehrer 
Hedwig  wohl  geeignet  ist,  das  Interesse  der  Leser  in  Anspruch 
iu  nehmen,  und  habe  ihr  daher  einen  Platz  im  Archive  eingeräumt. 


IV. 

Kurzer  Beweis  des  Gesetzes,  nach 
welchem  die  Schwingungsebene  eines 
Pendels  sich  hei  dem  Foucault'schen 
Versuche  in  Folge  der  Erdrotation  um 
die  Vertikale   des  Aufhängepunkts 

dreht. 

Von 

Herrn  T.  J.  Eschweiler, 

Director  der  Realschule  zu  Co  In  a.  R. 


Zur  Ableitung  dieses  Gesetzes  bedarf  es  nur  der  Betrachtung 
demjenigen  sphärischen  Dreiecks,  welches  voo  drei  Bogen  gebiP 

4» 
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ilct  wird,  die  den  Himmelspol  P,  das  Zenith  Z  und  den  von  der 
Schwingungsebene  des  Pendels  getroffenen  Punkt  A  des  Horizonts 
mit  einander  verbinden.    Dieses  Dreieck  ist  während  der  Pendel- 


bewegung ein  veränderliches.  Denn  indem  der  Pol  P  stets  und, 
während  eines  Zeitelements  Bt,  auch  der  Punkt  A  in  Folge  des 
Strebens  der  Peudelmasse ,  in  ihrer  Richtung  zu  beharren,  ihre 
Lage  behalten,  beschreibt  das  Zenith  Z  vermöge  der  Rotation 
der  Erde  um  ihre  Achse  einen  kleinen  Kreis  um  P,  wodurch  die 
Winkel  bei  P  und  Z  «ich  beide  stetig  ändern.  Es  kommt  nur 
daraut  an,  die  Abhängigkeit  dieser  Winkel,  deren  erster  sich  der 
Zeit  proportional  ändert,  der  letzte  aber  das  Aziimith  der  Schwin- 
gtingstbene  zu  180°  ergänzt,  zu  ermitteln.  Zu  dem  Ende  nehme 
ich  an,  im  Aofang  der  Bewegung  sei  die  Schwinennusebene  im 
Meridian,  ihr  Azimuth  also  ~0,  nach  Verlauf  der  Zeit  *  sei  die- 
ses Azimuth  =  d  und  die  Erde  habe  sich  in  dieser  Zeit  um.  den 
Winkel  <p  gedreht;  in  dem  darauf  folgenden  Zeitelement  dt  be- 
trage diese  Drehung  dtp,  eben  so  viel  also  auch  die  Aenderung 
des  Winkels  P,  die  gleichzeitige  Aenderung  des  Azimuths  sei 
Bd.  Da  nun  (Taf.  II.  Fig.  3.)  zwischen  den  beiden  Winkeln  Z 
und  P  und  den  beiden  Seiten  AP  und  PZ  (deren  letzte  das  Com* 
pleraent  der  Polhöhe  oder  geographischen  Breite  /  ist)  die  bekannte 
Relation 

cosZP.cosP=sinZP.cotgP^— sinP.cotgZ 
besteht  und  Z=180*—  d,  ZP=9O0  —  /  ist,  so  hat  man: 

8in/co8P=cos/cotg  A4  +  sin/>cotg<£ . 

Aendert  sich  nun  durch  die  Rotation  des  Erzkörpers  während  der 
Zeit  BtPm  P — öqp,  d  gleichzeitig  in  d — Bdy  während  /  und  die 
Seite  PA  unverändert  bleiben,  und  differenzirt  man  demgemäss 
die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man  die  folgende: 

sin  Pcd 

8mls\nPd<p=:  s.n^g  — cosPcotgrfcV 

m 

Bd  =  sin/simF%>  +  eotgPsinrfcos<JcV. 
Es  ist  aber,  'da  AZ  ein  Quadrant  ist: 


daher 


d.  i. 


.  ö  sin/ 

C0*p=tS7*' 


dd = 8inte\nd2d<p + sin/cos</*oV , 


Bd  =  sin/cgp . 
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Integrirt  giebt  dies: 

■ 

ohne  Constante,  da  vorausgesetzt  wurde,  das«  im  Anfange  der 
Zeit  t  sowohl  d  als  oj=Ü  seien. 

Dies  Resultat  spricht  das  von  Foucault  entdeckte  Gesetz 
aus,  dass  nämlich  die  Geschwindigkeit,  (womit  die  Schuingungs- 
ehene  des  Pendels  sich  um  die  Vertikale  dreht,  sich  zu  derjeni- 
gen, womit  die  Erde  um  ihre  Achse  läuft,  eben  so  verhält  ,  wie 
der  Sinus  der  geographischen  Breite  des  Ortes,  wo  das  Pendel 
schwingt»  zu  1. 


Versuche  über  die  elektrische  In- 

duction. 

Von 

Herrn  Director  K.  W.  Knochenhauer 

zu  Meiningen. 


Erste  Abhandlung. 

AU  Einleitung  zu  den  Versuchen  über  die  elektrischen  In* 
duetionen,  welche  bei  Anwendung  der  Nebenbatterie  hervortreten, 
wurde  von  mir  im  Sommer  1850  eine  Reihe  von  Beobachtungen 
augestellt,  um  daraus  ein  allgemein  gültiges  Gesetz  über. die  Ab- 
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nähme  der  elektrischen  Induction  mit  der  Entfernung  herzuleiten. 
Die  Reihe  zerfiel  in  zwei  Abtheilungen.  In  der  ersten  waren  zwei 
ebene  zinnerne   Scheiben  Aß  und  CD  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  ron 
IVjo  Linie  Dicke  und  18  Zoll  8>/4  Linien  (par.  M.)  Durchmesser, 
an  den  Rändern  mit  4  Linien  breiten,  nacn  hinten  hervortreten- 
den abgerundeten  Holzringen  versehen,  auf  zwei  massive  gläserne 
Säulen  E  und  F  von  18  Zoll  Hobe  und  1  Zoll  Durchmesser  mit- 
telst starker  an  die  Scheiben  geintheter  Hülsen  gekittet.  Von 
diesen  Säulen  stand  die  eine  F  auf  dem  eisernen  Gestell  K  ,  die 
andere  auf  dem  Schlitten  J,   der  durch  die  Schraube  L  bewegt 
wurde:   die  bis  auf  5  Zoll  gehende  Entfernung  der  zu  einander 
parallelen  Scheiben  wurde  auf  einem  nach  par.  Linien  eingeteil- 
ten .Massstabe  abgelesen.   Ein  63  Zoll  langer,  1  Linie  starker 
Messinedraht,  der  in  seiner  Mitte  mit  der  als  Gelenk  dienenden 
durchschnittenen  und  an  einem  Seidenfaden  hängenden  Kusel  M 
versehen  war,  führte  von  der  Klemmschraube  G  zum  Conductor 
N  der  Elektrisirmaschine ;  ein  anderer  28  Zoll  langer  Kupferdraht 
(0,513  Linie  Durchmesser)  ging  ebenfalls  von  G  zur  ersten  Kugel 
O  des  Fuokenmessers  Q,  von  dem  die  zweite  Kugel  P  durch 
einen  Draht  mit  dem  Erdboden  V  In  leitender  Verbindung  stand. 
Mit  der  zweiten  Scheibe  CD  war  durch  die  Klemmschraube  ff 
der  4'  lange  Kupferdraht  HR  verbunden,   der  zur  ersten  Kugel 
R  eines  zweiten  Funkenmessers  reichte ;  die  andere  Kugel  5  batte 
eine  Ableitung  zum  Erdboden  V.   Nachdem  die  Kugeln  R  und  S 
in  eine  beliebige  Distanz  von  einander  fest  eingestellt  waren, 
wurden  die  Scheiben  AB  und  CD  dicht  an  einander  geschraubt, 
durch  einige  dazwischen  gelegte  Stanniolblätter  gut  metallisch  ver- 
bunden und  der  Funkenmcsser  Q  so  eingestellt,  dass  beim  Dre- 
hen der  Maschine  die  Funken  mit  gleicher  Leichtigkeit  sowohl 
über  R  und  5  als  über  O  und  P  sprangen.    Dies  gab  die  Inten 
sität  J  der  Elektricität,   welche  zum  Durebbrechen  der  Luft- 
schicht zwischen  R  und  5  erforderlich  war*).    Hierauf  wurden 
die  Scheiben  nach  und  nach  weiter  aus  einander  geschraubt  und 
bei  etwas  schnell  angehendem,  augenblicklichem  Drehen  der  Ma- 
schine diejenige  Distanz  zwischen  O  und  P  oder  diejenige  Inten- 
sität t  gesucht,  bei  welcher  eben  nur  ein  kleiner  Funke  zwischen 
R  und  5  erschien.  —  Die  richtige  Stellung  zwischen  O  und  P 
liess  sich  bis  auf  lJbn  Linie  genau  angeben;   denn  waren  O  und 
P  zu  nahe  an  einander,  so  zeigte  sich  zwischen  R  und  5  kein 
Funke,  wahrend  die  Elektricität  kräftig  über  O  und  P  ging;  stan- 
den umgekehrt  die  letztern  Kugeln  zu  weit  von  einander,  so  er- 
schienen mehrere  Funken  zwischen  R  und  St  die  Scheiben  luden 
sich  wie  eine  Flasche  und  entluden  sich  hinterher  durch  einen 
stärkeren  Funken  über  O  und  P.  —  Die  vorstehende  Weise  des 
Experimentirens  wurde  aus  dem  Grunde  gewählt,  weil  sie  allein 


*)  Die  Intensität  werde  ich  nach  meinen  frühern  bereit«  in  PojT£- 
Ann.  mitgetheilten  Versuchen  stets  ao  angehen,  dass  ich  auf  jede  halbe 
Linie  Üistnnz  zwischen  0  und  P  10  ansetze,  für  die  erate  halbe  Linie 
jedoch  13,25.  Man  leitet  alao  umgekehrt  aua  der  angegebenen  Intensi- 
tät die  wirklich  gemessene  Distanz  von  0  and  P  in  par.  Linien  her. 
wenn  mit  von  dar  Zahl  8,16  eubtrahirt  und  den  Rest  mit  90  diridirt. 
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die  Stärke  der  Induction  mit  einer  genügenden  Sicherheit  zu  mes- 
sen gestattet;  denu  theilt  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  der 
ersten  Scheibe  AB  ein  bestimmtes  Mass  von  Elektrizität  mit,  so 
weiss  man,  dass  diese  Elektricität  mit  der  ganzen  Umgebung  in 
Wechselwirkung  tritt;  die  zweite  Scheibe  CD  löst  sie  hr  eraus 
mehr  oder  weniger,  je  näher  oder  je  welter  sie  von  AB  entfernt 
ist;  der  auf  CD  wirkende  Theil  der  Elektricität  ist  somit  variabel, 
während  ihn  die  spatere  Berechnung  der  Beobachtungen  als  con- 
stant  voraussetzen  muss.  Steht  dagegen  Aß  mit  dem  Conductor 
in  Verbindung,  so  giebt  derselbe  zugleich  die  Elektricität  her, 
welche  durch  die  Wechselwirkung  mit  der  Umgebung  gehalten 
wird ,  und  theilt  der  Scheibe  AB  zu  ihrer  Einwirkung  auf  CD  j$e* 
nau  diejenige  Intensität  mit,  welche  der  Funkenmesser  Q  anzeigt. 

Ebenso  wenig  durfte  ich  aber  auch  auf  CD  Elektricität  sich  bin- 
den lassen,  einesteils  weil  die  Bestimmung  der  Quantität  der- 
selben auf  der  grosseren  Scheibe  nur  sehr  annähernd  hätte  ge- 
schehen können,   während  jetzt  mein  Apparat  durch  den  ersten 
schwachen  über  RS  springenden  Funken  die  immer  gleich  starke 
Induction  auf  CD  una  aus  der  Distanz  zwischen  O  und  P  die 
dazu  erforderliche  Intensität  der  Elektricität  auf  AB  mit  grosser 
Schärfe  angab,   anderntbeils  weil  bei  der  Rückwirkung  von  CD 
auf  A.B  die  Stärke  der  Induction  kaum  mit  völliger  Evidenz  aus 
den  Beobachtungen  herzuleiten  gewesen  sein  würde.   Waren  meine 
Voraussetzungen  richtig,  so  mussten  sich  bei  constanter  Entfer- 
nung zwischen  R  und  &  die  Angaben  des  Funkenmessers  Q  nicht 
andern,   wenn  die  verschiedenen  Verbindungsdrähte  NG,  GO, 
PVy  HR  und  SV  geändert  wurden.   Es  worden  also  bei  dem* 
selben  Stande  von  RS  fünf  Beohachtungsreihen  angestellt;  in  der 
ersten  enthielt  der  Apparat  die  oben  angegebenen  Drähte,  in  der 
zweiten  wurde  eine  Wasserröhre  hinter  P  vor  dem  zum  Erdboden 
leitenden  Drahte  eingeschaltet,  in  der  dritten  war  der  Draht  HR 
durch  8'  feinen  Neusilberdraht  ersetzt,  in  der  vierten  waren  diese 
8'  Neusilberdraht  zwischen  N  und  M  eingeschaltet,  in  der  letzten 
endlich  ersetzten  dieselben  8'  den  Draht  GO.   Die  Resultate, 
welche  die  fünf  Reiben  lieferten  9  wichen  so  wenig  von  einander 
ab,    dass  die  Angabe  der  aus  allen  gezogenen  Mittelwerthe 
genügt. 
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Distanz  zwi- 

t  auf  AB 

m 

scnen  Alf 

und  CD 

beob.  1 

ber. 

ber. 

0 

18,95 

18,95 

1,000 

2" 

20,23 

20,21 

0,938 

3 

■ 

20,74 

20,71 

0.915 

4 

21,35 

21,22 

0,893 

6 

22,43 

22,23 

0,852 

* 

9 

23,99 

23,75 

0,798 

12 

25,69 

a750 

18 

28,91 

28,30 

\  0,670 

24 

31,89 

31,33 

0,605 

36 

37,81 

37,39 

0,507 

48 

43,73 

43,45 

0,436 

00 

49,53 

49,53 

0,383 

Diese  Betrachtungen  zeigen  sogleich,  dass  die  Intensität  t 
anf  AB,  welche  eine  gleich  starke  tndncirende  Wirkung  auf  CD 
ausübt,  mit  der  Entfernung  beider  Scheiben  von  einander  regel- 
mässig steigt  und  dass  nur  die  Zunahme  von  0  Distanz  (der  Be- 
rührung der  Scheiben)  bis  2"'  etwas  starker  auafällt,  etwa  so  wie 
sie  2ya"'  Distanz  erfordern  würde.   Es  steht  somit  der  lnductions- 

coefficient  m  unter  der  Formel:  m=T-r—  ,  worin  a  =  6 — 0,5  ist 

o  -rx 

und  x  die  Distanz  der  Scheiben  in  par.  Linien  angiebt.  Berühren 
sich  beide  Scheiben,  so  ist  a  —  6  zu  setzen,  wodurch  der  Fad 
der  metallischen  Berührung  von  dem  fingirten  Falle,  dass  beide 
Scheiben  bei  der  Berührung  noch*  durch  eine  nicht  leitende  Schicht 
ohne  Dicke  getrennt  wären,  in  etwas  unterschieden  bleibt  Man 

b4-x 

berechnet  hiernach  i  aus  der  Formel:  i  =  — — worin  J  nach 

a 

dem  Obigen  die  bei  der  Berührung  vorhandene  oder  die  zur 
Schlagweite  über  RS  erforderliche  Intensität  bezeichnet.  Die  erste 
und  letzte  Beobachtung  gaben  6=38,0  also  «=37,5. 

Eine  zweite  Beobachtungsreihe ,  in  der  die  Kugeln  R  und  £ 
einander  etwas  näher  standen,  lieferte  als  Mittel  aus  zwei  Ver- 
suchen, in  denen  der  Draht  HR  einmal  aas  4' Kupfer,  dann  aus 
8'  Neusilber  bestand ,  folgende  Angaben : 


Digitized  by  Google 


57 


I/IMUIIZ  £,W  1  * 

sehen    A  Ii 
und  CD 

i  auf  AB 
beob.    j  ber. 

0 

14,25 

14,25 

2'" 

lo,2» 

15,20 

3 

15,58 

15,58 

4 

16,12 

15,96 

6 

17,00 

16,71 

9 

17,98 

17,85 

12 

19,16 

18,99 

18 

21,40 

21,25 

24 

23,67 

23,52 

36 

28,15 

28,06 

48 

32,75 

32,60 

GO 

37,12 

37.12 

Zur  Berechnung  wurde  aus  den  beiden  äussersten  Beobachtungen 
6  =  38.2  also  a=37,7  gesetzt.  Noch  wurden  bei  verschiedenem 
Stande  von  R  und  S  nur  die  erste  und  letzte  Beobachtung  bei 
0  und  48'"  Distanz  der  Scheiben  gemacht,  um  die  VVerthe  von  6 
zu  controliren. 


Distanz 

i  beob. 

0 

12,48 

48" 

28,12 

0 

16,06 

48" 

36,37 

0 

17,91 

48" 

40,87 

0 

21,69 

48" 

49,62 

0 

25,50 

48" 

58,37 

0 

28,94 

48" 

66,87 

38,7 
38,3 
37,8 
37,7 
37,6 
37,0 
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Obschon  6  nahe  constant  bleibt,  dass  man  die  kleinen  Diffe- 
renzen übersehen  könnte,  so  scheint  es  doch  beachtenswert!), 
dass  die  Werthe  mit  wachsendem  Abstände  zwischen  R  und  S, 
also  mit  zunehmender  Intensität  der  inducirenden  Elektricität,  regel- 
mässig kleiner  ausfielen;  viel  deutlicher  wird  ein  ähnliches  Ver- 
bältnis8  bei  den  Versuchen  mit  der  Nebenbatterie  vorkommen.  — 
Da  zu  sichern  Messungen  ein  etwas  schnell  beginnendes  Drehen 
der  Maschine  erforderlich  war,  so  wurde  versucht,  wie  weit  das 
plötzliche  Anströmen  der  Elektricität  aus  einer  sich  entladenden 
Flasche  zweckmässig  wäre;  es  wurde  demnach  eine  Flasche  ge- 
laden und  durch  den  vor  MG  eingeschalteten  Funkenmesser  nie 
Entladung  auf  AB  vermittelt;  der  Funkenmesser  erhielt  nach  und 


ken  über  RS  zur  Folge  hatte.  Die  Resultate  blieben  dieselben, 
wie  bei  der  frühern  Anordnung  des  Apparats,  nur  war  bei  Ein- 
stellung des  Funkenmessers  nicht  eine  gleiche  Schärfe  zu  erzie- 
len; der  Andrang  der  Elektricität  auf  Aß  war  schon  zu  gewalt- 
sam. —  Zur  Vergleicbung  mit  diesen  Versuchen  ziehe  ich  die 
von  mir  vor  längerer  Zeit  in  Po  gg.  Ann.  B.  58.  p.  214.  bekannt 

gemachten  herbei,   wo  die  auf   einer  kleinen  Kugel  gebundene 
lektricität  mit  der  Torsionswage  gemessen  worden  war.  Gestat- 
teten diese  Versuche  zwar  nicht  den  Werth  von  a  zu  bestimmen 
und  waren  sie  insoweit  fehlerhaft,    als  auf  die  Rückwirkung  der 
inducirfen  Kugel  auf  die  inducirende  keine  Rücksicht  genommen 
werden  konnte,  so  war  doch  eben  diese  Rückwirkung,   wie  di- 
rekte Versuche  schon  damals  zeigten,  so  gering,  dass  sie  höch- 
stens bei  der  kleinsten  Distanz  von  3"  etwas  störte.    Die  Ver- 
suche lehren  zum  wenigsten,    dass  bei  kleinen  Scheiben  (hier 
Kugeln)  der  Werth  von  6  geringer  wird.    Ich  stellte  meine  Ver- 
suche damals  unter  die  empirische  Formel:  m  =  AbV*  (über  die 
Bedeutung  der  Bezeichnungen  s.  citirt.  Abb.),  welche  dieselben 
bis  ar=löd  =  48'"  recht  gut  darstellte.    Nimmt  man  also  die  da- 
maligen Beobachtungen  als  durch  diese  Formel  gegeben  an,  in 
der  A  unbekannt  blieb,   so  berechnen  sie  sich  jetzt  nach  der 
neuen  Formel: 


m  — 


17,1 


auf  folgende  Weise: 
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t\l  .*« „_ 

m  beob. 

an  ber. 

3'" 

07(17  A 

6 

0  613 

0,613  „ 

9 

0510 

0,553  „ 

12 

0,504 

18 

0,428 

0,429 

24 

0,376  „ 

0,373  „ 

27 

0,354  „ 

0,350  ,. 

36 

0,301  „ 

0,  295  „ 

48 

0,250  „ 

0,245  „ 

Auch  hier  zeigt  sich  die  Gültigkeit  der  aus  den  neuen  Beobach- 
tungen klar  entspringenden  Formel,  da  die  Abweichung  bei  3'" 
Distanz  sich  aus  dem  schon  angegebenen  Grunde  hinreichend 
erklärt 


In  der  zweiten  Abtheilung  der  Versuche  kam  unter  Hinzu- 
ziehnng  der  Nebenbatterie  folgender  Apparat   in  Anwendung. 
Lieber  die  beiden  horizontalen  l  Zoll  starben  Glasstäbe  AB  und 
CD  (Taf.  IV.  Fig.  2.),   die  in  einer  gegenseitigen  Entfernung 
von  2^  durch  einen  hölzernen  Rahmen  getragen  wurden,  waren 
mittelst  Schrauben  und  seidener  Schnüre  die  beiden  8'  langen 
Kupferdrähte  JSACP  und  OBDQ  (0,513  Linien  Durchm.)  gegen 
die  Holzleisten  EF  und  GH  ausgespannt  und  trugen  an  ihren 
Enden  kleine  Quecksilbernäpfchen;   die  Stabe  AB  und  CD  und 
ausserdem  die  Glasrohren  Jk  und  LM  waren  eingetheÜt,  um  die 
Distanz  der  Drahte  von  einander  zu  messen;  beide  Drähte  konn- 
ten in  dem  Rahmen  nur  auf  6  Zoll  von  einander  entfernt  werden. 
Der  erste  Draht  iVP  schloss  die  Hauptbatterie  ü,  die  nicht  i*o- 
Hrt  aufgestellt  vom  Conductor  der  Maschine  aus  geladen  wurde, 
und  aus  den  beiden  Flaschen  1  und  2  bestand;  die  Schliessung*« 
drahte  waren  von  U  ab  \XU  K  (Kupferdraht  von  0.5 13L.  Durcbro.), 
der  Funkenmesser  5  und  tK  bis  iV;  auf  der  anderen  Seite  von 
P  bis  a  VK.t  von  a  bis  b  16,8  Zoll  Platindraht  (0,081  Linien 
Durchm.)  and  von  6  bis  V  4'  11"  K.  Der  gesammte  Schliessungs- 
draht der  Hauptbatterie  betrug  demnach,  wenn  man  ftir  den  Draht 
in  den  Flaschen,  fiir  den  Funkenmesser  und  für  den  Platindraht 
ihre  annähernd  richtigen  äquivalenten  Werthe  0,5 — 0,7  —  2  Fuss 
substituirt,  im  Ganzen  19' ,9  K.    Der  zweite  gespannte  Draht  OQ 
schloss  die  aus  den  Flaschen  3  und  4  gebildete  Nebenbatterie  X, 
die  auf  gläsernen  Stühlen  gut  isolirt  aufgestellt  war;  es  bestand 
OX  aus  VK.f   QZ  aus  Qc=r8y/A\,  cd  =  16*,8  Platindraht 
(0,081  Linien  Durchm.)  und  dZ=r  K. ;   die  Gesamratlänge  des 
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Sehliessungsdrahtes  betrug  also  in   äquivalenter  Länge  14' .2 A'. 
Nach  den  von  mir  früher  angestellten  Versuchen  (Jahresber. 
der  Wiener  Akademie.   184V),    in  deneo  die  Nebenbatterie 
mit  dem  Drahte  NP  der  Hauptbatterie  unmittelbar  verbunden  ge- 
nesen war,  konnte  ich  ähnlich,  wie  man  aus  der  Stromtheilung 
auf  dem  Schliessungsdraht  einer  Batterie  auf  die  beim  sogenann- 
ten Nebenstrom  vorkommenden  Erscheinungen  schliessen  kann, 
auch  hier,  wenn  die  Erwärmungen  //und  ÄMn  den  Schliessungs- 
drähten der  Haupt  -  und  der  Nebenbatterie  mittelst  eines  statt  ab  und 
cd  eingeschalteteiuLufttherroometers,  das  einen  gleich  langen  aus- 
gestreckten Piatindraht  enthielt,  gemessen  wurden,  die  zu  erwar- 
tenden Tbatsachen  vorher  annäherungsweise  angeben  und  wusste 
die  Berechnungsweise,   wie  man  aus  den  Erwärmungen  zu  den 
Stromstärken  gelangt.    Zunächst  durfte  ich  erwarten,  dass  wenig- 
stens für  geringe  Entfernungen  der  gespannten  Drähte  von  einan- 
der die  Erwärmung  in  dem  Drahte  der  Nebenbatterie  bei  zwei 
gleichen  Batterieen  ihr  Maximum  erreichen  würde,  wenn  die  bei- 
den Schliessungsdrähte  von  gleicher  Lange  wären,  dass  dagegen 
bei  ungleichen  Batterieen  das  Maximum  erfolgen  wurde,  wenn  sich 
die  Längen  der  Schliessungsdräbte  umgekehrt  wie  die  Zahl  der 
gleichen  Flaschen  in  beiden  Batterieen  verhielten.    Dann  konnte 
ich  vorher  wissen»  dass  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  eine 
Ii  fache  Flaschenzahl  in  der  Nebenbatterie  gegen  die  einfache  in 
der  Haupt  batterie  die  Erwärmung  N  um  das  »fache  steigern 
wurde,    und  dass  umgekehrt  AT  um  das  »fache  sinken  würde, 
wenn  die  Zahl  der  Flaschen  in  der  Hauptbatterie  wmal  grosser 
ist  als  die  Zahl  der  Flaschen  in  der  Nebenbatterie.  Ferner  wusste 
ich,  dass  man  bei  gleicher  Flaschenzahl  in  bei^en^Batterieen  auf 
das  Verhältuiss  der  Stromstärken  in  beiden  Schliessungsdrähten 

gelangt,  wenn  mau  aus  dem  Verhältntss  der  Erwärmungen  ß  die 

Quadratwurzel  zieht,  dagegen  bei  ungleicher  im  Yerhättniss  von 
l:n  stehender  Flaschenzahl  in  der  Haupt-  .und  der  Nebenbatte- 
rie  das  Verhältniss  des  nnial  gedrängtem  Nebenstroms  zum  Haupt- 


ström  aus  ^  erhält.  Endlich  konnte  ich  noch  vorher  er- 
warten, dass  wie  viele  Wärme  die  Hauptbatterie  bei  entfernter 
Nebenbatterie  auf  ihrem  Schliessungsdraht  entwickelt,  sie  genau 
ebenso  viele  bei  thätiger  Nebenbatterie  in  beiden  Schliessungs- 
drähten zusammen  erzeugen  würde,  natürlich  unter  der  Voraus- 
setzung einer  gleich  starken  Ladung  der  Hauptbatterie  in  beiden 
Fallen.  Es  kam  nun  zunächst  darauf  an,  durch  besondere  Ver- 
suche zu  ermitteln,  oh  unabhängig  von  der  Entfernung  der  beiden 
gespannten  Drähte  von  einander  das  Maximum  der  Erwärmung 
im  Schliessungsdraht  der  Neben  batterie  bei  derselben  Lauge  ein- 
tritt und  dann,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  in  welchem  Masse  der 
indocirte  Strom  der  Nebenbatterie  mit  der  Distanz  der  gespann- 
ten Driihte  abnimmt.  Zur  Ermittlung  des  ersten  Punktes  wurden 
drei  Reihen  ausgeführt;  zuerst  waren  die  Drähte  OX  und  QZ 
unmittelbar  mit  N  und  P  verbunden,  nachdem  der  Draht  OQ 
fortoenommen  war,  dann  wurden  die  beiden  gespannten  Drähte, 
indem  OX  und  QZ  wieder  mit  OQ  in  Verbindung  standen,  auf 
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12*  lind  48"'  von  einander  entfernt.  In  den  Schliessongsdraht 
der  Nebenbatterie  wurden  nach  und  nach  zur  ursprünglichen  Länge 
L=14',2  k.  noch  2,  4         bis  12' K  hinzugefügt*),    Die  Erwär- 

raungen  //  und  2V  wurden  beobachtet,  daraus  ^  und  das  Ver- 

hältniss   der  Stromstärken  rf^jj  gezogen,  überdies  die  gesammte 

frei  gewordene  Wärme  C  berechnet.  Die  Ladung  der  Hauptbat- 
terie J  war  entweder  45,25  —  53/25  oder  61,25,  nämlich  naen  der 
oben  angegebenen  Weise  aus  der  Distanz  der  Kugeln  am  Funken- 
messer bestimmt. 


1.  Reihe.   Der  gespannte  Draht  NP  beiden  Batterieen  ge 

meinsam. 


ScMiessuniTs- 
dr.d.Nebenb. 




0 

2' 
4' 
6- 


10 


— 





Y 


ZV 
// 


45,25' 11,0  8.20.Ti:jJftÄ||!25,3 
53,25  15,0  10,0  0,711  S  |0,844  :U  8 
45,25  11.2  8,7  0,778<l  ...  25.4 
53,25  14,6  11,1  0,758*  O'8'0  34,8 


45.25  11,1   9,1  0,819 j  L  _ 
53,25114,1  ll,(>u.8>r>s  0,903 
45.25  10.71  (.>.2O,SJi0J 
53,25, 13,0  1 1.8  0,850«  0,92» 
45.25  10.7,  0.2,0,800 


25,0 
34,7 
25,5 
34.0 
.  25,7 


53/25ll3;o|li!Öl()!850^  °>9-6i35J 
45,25  10,0  0,0  0,822,  nnA-.  25,9 
53.25  14,1  11, 0  0,822  >  0  35.4 
45,25  11,4  8,410.738,  20,2 
53,25  14,4|  10,7,0,744  S  ^  35,2 


« . 


•)  Ich  bemerke,  das«  e*  vollkommen  gleichgültig  ist, 
Stelle  die  neun,  Drähte  eingeschaltet  werden. 


an  welcher 


2te  Reihe.    Die  gespannten  Drähte  in  12'"  Distanz. 


Scbliessung- 
dr.  d.Nebenb. 


H 


N 


N 
H 


V-2 


0 

2' 
4' 
6' 
8' 

* 

12' 


53,25 
61,25 
53,25 
61,25 
53,25 
61 ,25 
53.25 
61,25 
53,25 
61,25 
53,25 
6 1.25, 
53,25  17,0 
^1,2521,0 


18,6'  5,2 

-*),  6,3 
17,6[  6,5 


0,279 
0,369 


0,528  36,3 


-*)  7,6  - 
16,2'  *  4üt> 


19,7 
15,6 
19,1 
15,4 


8,0'0,492* 
9,4  0,475 * 
8,9  0,572  { 
10,5  0,551* 
9,1  0,593  < 
18,7  11,00,586* 
15,7 
19,1 

6,9  0,404 
8,60,410 


8,7  0,558? 
10,4  0,544* 


0,607 


36,1 


0,750  gS 
0,768  4^;6 

°»74246,7 
0638^4 


3te  Reihe.   Die  gespannten  Drähte  in  48"'  Distan*. 


Schliessung- 
dr.  d.Nebenb. 

=  !<  + 

// 

N 

N 
II 

■ 

6' 
8' 
10* 
12' 

45,25 

53,25 
45,25 
53.25 
45,25 
53,25 
45,25 
53,25 
45,25 
53,25 
45,25 
53,25 

16,0 
20,0 
15,2 
19,0 
14,5 
18,2 
14,1 
17,7 
14,4 
18,0 
15,2 
19.2 

2,0 
2,6 
3.4 
4,2 
4.2 
5.2 
4,7 
6,0 
4,0 
5,1 

IS 

0,125, 
0,1  1< 

0,2-26  > 
0,22  IS 
0,293, 
0,289  i 
0,3:31, 
0,3:38  s 

,0,278, 

to,172, 
'0,179  5 

°^8,36,o 

'26  7 

0,540  36>1 
0.579  ^ 
0.530 

0.418  m;9 

*)  Die  starken  Ströme  mochte  ich  nicht  durch  du  Thermometer 
hindurch  Jaunen. 
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Nach  diesen  Beobachtungen  ist  das  Maximum  der  Inductioo 
von  der  gegenseitigen  Entfernung  der  gespannten  Drähte  unab- 
hängig, doch  wären  die  Versuche»  wie  das  Spätere  zeigen  wird, 
richtiger  angestellt  norden,  wenn  die  Ladung  der  Hauntbatterie 
unverändert  geblieben  wäre;  wegen  der  eingeliigten  I'latiudräbte 
wurden  die  Iiieinen  Differenzen  nicht  bemerkbar.  Das  Maximum 
der  Inductioo  findet  statt,  wenn  zu  dem  Schliessungsdraht  der 
Hauptbatterie  =  I9',9  K.  der  Schliessungsdraht  der  Nebenbat- 
terie nicht  ganz  22' ,2  k.  ist.  Das  Kraltverbaltni««  der  angewand- 
ten Hauptbatterie  zur  INebenbatterie  ist  nach  meinen  Ermittlungen 
wie  2,(1/3:1,927*),  demnach  sollte  der  Schlieaaungsdrabt  der 
Nebenbatterie 

_  19,7X2,073 

sein ;  die  geringe  Differenz  stammt  einestheils  von  den  wohl  nicht 
ganz  genauen  Werthen  der  äquivalenten  Läogen,  anderntheils  von 
der  Luftschicht  zwischen  den  Kugeln  des  in  der  Leitung  der 
Hauptbatterie  befindlichen  Funkenmessers,  die  ebenfalls  in  äqui- 
valenter Länge  hinzugefügt  werden  muss.  —  Zur  Berechnung  der 
frei  gewordenen  Wärme  war  der  Widerstand  des  Hauptdrahtes 
mit  KüYksicbt  auf  meine  Angaben  iu  Po  gg.  Ann.  B.  79.  p.  255. 
=  1,51  bei  y=45,25;l,06  bei  .7=53,25  und  1,83  bei  J=6I,25; 
der  Widerstand  des  constanten  Nebendrahts  betrug  0,94  oder  1,04. 
je  nachdem  der  gespannte  Draht  fortüel  oder  hinzukam;  der  zu- 


*)  Die  Kraft  einer  Flasche  bestimmt  man  entweder  aus  Therm n- 
meterbeobachtungen ,  wie  Tun  mir  P<»gg»  Ann.  B.  79.  p.  859.  geschehen 
ist,  dies  gab  Fl.  1=0,984,  Fl.  2=1,072,  Fl.  3=0,890,  Fl.  4=1,064; 
oder  man  zahlt  die  Ladung  der  Flaschen  bis  zu  einer  fe«ten  Schlagweite 
mittelst  einer  kleinen  Lane'schen  Flasche,  was  das  bequemste  Verfah- 
ren ist;  ich  erhielt  so  Fl.  1=0,988,  Fl.  2==  1,094,  Fl.  3  =0,878,  Fl.  4 
=  1,04U;  oder  man  bringt  die  Flaschen  am  besten  xa  je  zwei  zu  einer 
Fluftchenttäule  zusammen,  wobei  aber  stets  zwei  Beobachtungen  mit  ver- 
änderter Fulge  der  Flaschen  angestellt  werden  müssen,  weil  die  kleinen 
von  mir  angegebenen  Glieder  der  Formel  (Pogg.  Ann.  B.  79.  p.  364.) 
aichtbar  hervortreten  nnd  die  Spannung  der  vordersten  Flasche  gegen 
die  folgende  steigern.  Ich  mag  hier  nicht  noch  einmal  auf  die  Verhält- 
nisse bei  einer  Flascheneäule  eingehen,  vielleicht  findet  sich  an  einem 
andern  Orte  Gelegenheit,  die  nicht  unbedeutenden  Fehler  besonders  her- 
vorzuheben, welche  durch  die  Verbindung  einer  grössern  Lane'schen 
Flasche  mit  dem  letzten  i  salinen  Glieds  der  Saale  herbeigeführt  nnd 
unbeachtet  gel mmen  worden  sind;  ich  bemerke  nur,  da««  man  die  gleiche 
Ladung  der  Säule  allein  dadarch  erreichen  darf,  dass  man  die  innere 
Belegung  des  ersten  mit  der  äussern  nicht  isolirten  Belegung  des  letz- 
ten Gliedes  durch  einen  Draht  mit  eingeschobenem  Funkearaesser,  dessen 
Kugeln  in  conttanter  Entfernung  bleiben,  verbindet.  Selbst  In  diesem 
Falle  noch  zeigt  sich,  wie  fluetuirend  die  Ladung,  ist  indem  Umstände, 
da««  längere  Funken  etwas  zu  frühzeitig  überspringen;  in  Folge  diese« 
Imstandes  stellen  sich  auch  die  zwischen  den  Flaschen  statt  findenden 
Differenzen  etwas  zu  gross  heraus.  Meine  Beobachtangcn  geben  mir 
Fl.  1=0,958,  Fl.  2=1,124,  FL  3=0,862,  Fl.  4=1,056.  Die  Mittel- 
xahlen  aus  den  drei  verschiedenen  Bestimmungsarten  sind  FL  1=0,976, 
Fl.  2=1,097,  Fl.  3=0,877,  FL  4  =  1,050. 
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{refugte  Kupferdraht  machte  0,02  auf  je  2'.  Die  Con staute  a  des 
Thermometers  gaben  besondere  Beobachtungen  für  die  beiden 
ersten  Reihen  0.0062,  ftßr  die  letzte  an  einem  andern.  Ta<?e-  nnge* 
stellte  Reihe  0.000.15.  Bei  einer  einfachen  Entladung  der  Haupt- 
batterie war  also  das  frei  gewordene  Wtirmequanturn  C=25.(>0 
bei  J  —  45,25;  35,45  bei  «7=53,25  und  46,90  bei  7=61,25.  Das- 
selbe WSrmequantum  erscheint  nach  den  vorstehenden  Beobach- 
tungen ebenfalls,  wenn  beide  Batterieen  zu  gleicher  Zeit  thätig 
sind.  Die  kleinen  Differenzen  der  ersten  Reihe  erklären  sich  da- 
raus, dass  die  Wärme  in  dem  gespannten  Drahte  =H  gesetzt 
werden  musste,  was  nicht  vollkommen  genau  ist;  das  eine  abwei- 
chende Resultat  bei  12"'  Distanz  der  Drähte  weist  auf  einen 
Beobachtungsfehler  hin*). 

i 

Nach  Erledigung  des  ersten  Punktes  kam  die  Abnahme  der 
Induction  mit  der  Entfernung  in  Betracht  Der  Schliessungsdraht 
der  Haupthatterie  blieb  unverändert  wie  vorhin,  der  Schliessung*- 
drali  t  der  Nebenbatterie  wurde  dagegen  um  7%',  also  bis  zu  21\9a 
verlängert,  worauf  in  einer  zweiten  Reihe  2'£.  in  ihm  durch  16",8  Pla- 
tindraht ersetzt  wurden.  In  beiden  Reiheu  stieg  die  Distanz  der 
gespannten  Drähte  nach  und  nach  bis  auf  48"'  auch  findet  man 
den  Fall,  wo  die  Nebenbatterie  mit  dem  Draht  OP  verbunden 
war,  unter  0  Distanz  notirt.  DasVerhältniss  der  inducirteu Strom- 

stärke  zum  Hauptstrom  V  ß  wurde  in  der  ersten  Reibe  nach 
der  rormei 


V2 


81 

93,5+*  ' 
in  der  zweiten  nach 

43,7 


VN  43,7 
//— 55,7  + 


bereehnet,  worin  x  die  Distanz  der  gespannten  Drähte  in  Linien 
bezeichnet. 


•)  Seitdem  ich  den  nicht  unbedeutenden  Widerstand ,  welchen  die 
durchbrochene  Luftschicht  darbietet,  in  Anschlag  bringe,  fällt  die  An- 
nahme eine«  besondern  Widerstand«  in  der  Batterie  fort,  den  ich  bei  der 
Berechnung  meiner  in  den  Jahresber.  d.  Wien.  Acsd« 
Beobachtungen  ohne  weitem  Beleg  herbeiwehen  musste. 
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lste  Reihe. 


Distanz 


N 

N 

H 

y  ^Mittel 
beob.  ber. 


3/// 


6'" 


12- 


24'" 


36"' 


48 


41. 


45,25!  11,2;  9,5  0,844\ 
53,25  14,2, 12,0  0,842(  0  000 
45,25,  IÜ.7.  9,2!0,800(  ' 
53,25  13,9iH,9l0,856J 
45,25  11,7]  8,310,707) 
53,25  14,9  10,6  0,708(  n840 
45,25  11,4  8,00,7031  ' 
53,25  14,210,1  0,710 
45,25  II, 7;  7,710,060) 

53,25  14,0  9,7  0.063  n  812 
45,25  11,6:  7,7  0.662  ' 
53,25  14,5'  9,40,651' 
45,25,12,0  7,10,593) 
53,25  15,4  9,()!0.586(  n  Tftf»' 
7,10.585r>WJ 
8,9  0,586 ; 
13,2,  6,4  0,481) 

,w  lfm om 

7,6  0,469 

5.3  0,398 ) 
6.6  0,395  0)62S 

5.4  0,394  ' 
53,25  17,2  6,7  0,390 
45,25  14,1  4,7j0,336x 
53,25  17,5  5,6  0,321/  n  571 
45,25;  14,3,  4,6  0,323("' 
53,25 17,6  5,7  0,326) 


45,25  12,1 
53,25  15,1 
45,25 
53,25 


45,25 
53,25 


13,1 

16,2 


45,25  13,5 
53,25  16  7 
45,25  13,6 


0,839 


0,814 


0,767 


0,689 


0,626 


0,572 


Theil  XIX. 
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2te  Reihe. 


Distanz 


N 


N  jVzfMiUe! 

— -  ' 

H    Ibeoh.j  ber. 


i  J 


3'" 


0'" 


12" 


24'" 


30"' 


48"' 


45,25  9,4l7,liO,7W) 

53,25  12,0HU  0,700f  0  873 
45,25  9,5:7,20,703  * 

53,25  11,9  9,1033' 

45.25  10.7  0,0  0,558  j 

53,25 : 1 3,5  7,4  0,55 1  q,747 

45,25  10,4  5,9  0,501  ' 

53,25  13,5  7,0,0,564 

45,25!  11,2  5,0  0,5O2\ 

53,25  I4,t  7,0  0,498/ n  700 
45,25  10,9  5,4  0,50(K  ' 
53.25  13,9  0,9  0,490/ 
45,25  11,0  4,8  0,410, 

53,25  14,70,00,407  0  640 
45.25111.74,8  0,412  ' 

53.25  14,7  5.9  0,4051 

45,25  13,0  3,9  0.292. 

53,25J0,2  5,0  0,309  0,540 

45,25  12,9  3,9  0.301}  ' 

53,25  10.0  4,0  0,2S9' 

;45,25  13,0  3,1  0,2:50) 

;53,25jl0,9  3,7  0,222  ( 0  475 

|45.25  14.0  3,2  0.228 ' 

53.25  17,2  3,9  0.224' 

45,25:14,3  2,00.183) 

53,251 18,0  3,2  0, 1 70  n  J9f, 

45.25114,5  2,7lO,  180  ' 

53,25  18,0  3,2,0,181 


0,743 


0,707 


0,045 


0,548 


0,470 


0,421 


Beide  Beobachtungsreihen  führen,  wie  man  sieht,  auf  die- 
selbe Formel,  welche  oben  aus  der  lnduction  bei  Scheiben  her- 
geleitet wurde,  nur  ist  a  merklich  kleiner  als  6,  ein  Umstand, 
Aber  den  erst  nach  vollständiger  Untersuchung  des  ganzen  Ge- 
bietes eine  feste  Ansicht  ausgesprochen  werden  kann.  —  Eine 
neue  Reihe  lieferte  der  Fall,  wo  die  Nebenbatterie  doppelt  so- 
viele  Flaschen  enthält,  als  die  Hauptbatterie.  Leider  staoden  mir 
nur  4  Flaschen  zu  Gebote,  so  dass  die  Hauptbatterie  nur  eine 
Nr.  1,  die  Nebenbatterie  zwei  Flaschen  Nr.  3  und  4  erhielt;  der 
vorhandene  Strom  war  zu  schwach  und  ich  konnte,  obschon  ich 
die  Reihe  ebenfalls  wiederholte,  nicht  die  gewünschte  Sicherheit 
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in  den  Angaben  erzielen;  ich  werde  daher  nur  die  gefundenen 
Verhältnisszahlen  ^  roittheilen.     Das  Maximum  der  Induction 

fand  statt,  als  der  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie  34,3  Fuss 
lang  war,  der  Nebendraht  dagegen  zwischen  17  und  19  Fuss;  die 
letztere  Länge  wurde  beibehalten. 


Distanz 
0 

3"' 

6 
12 
24 
3ö 
48 


7/ 


N 
H 


Mittel 


V  s»beob-lV  ^ 


1,530 
1,235 
1,057 
0.8S0 
O.IKU 
|0,50ü 
0,420 


1,538 
1,223 
1,133 
0,912 
(M»3 
0,534 
0,430 


1,534 
1,229 
1,095 
0,896 
0,659 
0,517 
0,425 


ber. 


0,870 
0,784 
0,740 
0,609 
0,574 
0,508 
0,461 


0.774 
0,739 
0.678 
0,582 
0,510 
0,454 


Die  Abnahme  der  Induction  wurde  nach  der  Formel 


N_  49,5 
2H—  61.0 -f« 


berechnet,  die,  so  weit  es  erwartet  werden  konnte,  die  Beobach- 
tungen annähernd  darstellt.  Der  Werth  der  Reihe  besteht  nur 
darin  zu  zeigen,  dass  bei  der  getroffenen  Anordnung  der  Batte- 
rien der  inducirte  Strom  starker  als  der  Hauptstrom  ist,  wie  dies 
vorausgesetzt  werden  konnte. 

Das  Merkwürdigste,  was  ftir  mich  als  neue  Thatsache  aus 
diesen  Versuchen  hervorging,  war  dies,  dass die  Induction  selbst 
hier,  wo  die  Platindrähte  sie  sehr  herabdrticken ,  so  sehr  lang- 
sam mit  der  gegenseitigen  Entfernung  der  gespannten  Drähte  an- 
nahm, und  somit  eröffnete  sich  die  Aussicht,  bei  Anwendung  des 
Funkenmessers  in  der  Nebenbatterie,  wo  man  dann  die  ganzen 
Schliessungsdrähte  aus  Kupferdraht  bilden  konnte,  eine  noch  bei 
weitem  langsamere  Abnahme  der  Induction  zu  erzielen.  Um  dies 
bestätigt  zu  finden,  wurden  die  Batterien  zu  je  zwei  Flaschen 
wieder  hergestellt  und  die  Platindrähte  ba  und  cd  (Ta f.  IV. Fig. 2.) 
durch  je  2'  K  ersetzt,  wobei  der  Schliessungsdraht  der  Nebenbat- 
terie die  Länge  behielt,  welche  vorher  das  Maximum  der  In- 
duction geliefert  hatte*).  Der  Funkenmesser  S  der  Hauptleitung 
bekam  eine  feste  Stellung,  die  7=31,25  machte;  ein  anderer 
Funlcenmesser  Y  verband  nach  Taf.  IV.  Fig.  3.  so  zwei  Stel- 
len  des  Schliessungsdrahts  der  Nebenbatterie,    dass  FJK=2/, 


*)  Ob  durch  diese  Substitution  das  Maximum  itreng  getroffen  wor- 
den ist,  durfte  nicht  gani  sicher  sein. 

5* 
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FZ=1'  war,  er  verband  also  zwei  Punkte,  die  um  3%' K  von 
der  innern  und  äussern  Belegung  abstanden.  Entlud  sich  jetzt 
die  Hauptbatterie  Ober  S,  so  konnte  den  Kugeln  von  V  leicht  die- 
jenise  Entfernung  von  einander  gegeben  werden,  bei  der  noch 
ein  Funken  übersprang;  die  Messung  war  ungemein  scharf,  sicher 
bis  auf  V+i  Linie  genau.  Die  beobachteten  Spannungsdifferenzen 
(FM.  in  der  Tabelle)  mussten  hierauf  auf  die  totale  Spannungs- 
differenz *  der  Nebeubatterie,  nämlich  auf  die  Spannung  zwischen 
ihrer  innern  und  äussern  lielegung  zurückgeführt  werden.  Dies 
konnte  geschehen,  weil  sich  die  Nebenbatterie  wahrend  der  Ent- 
ladung der  Hauptbatterie  grade  wie  eine  sich  entladende  Batterie 
verhält,  die  Spannung  also  von  innen  nach  aussen  auf  dem  Schlies- 
sungsdraht zur  Länge  desselben  proportional  abnimmt*);  es  musste 
demnach  einestheils  die  Grösse  bestimmt  werden,  um  welche  die 
von  )*  angegebenen  Spannungsdifferenzen  zu  klein  sind  (vergl. 
Pogg.  Ann.  Bd.  78.  p.  56.  und  die  dort  citirte  frühere  Abhandl.), 
anderntheils  eine  Ergänzung  der  so  corrigirten  Spannungsdifferenz 
für  3V2'A'.  bis  zu  den  Belegungen  vorgenommen  werden.  Hierzu 
wurde  bei  3"'  Distanz  der  gespannten  Drähte  der  Funkenmesser 
)  noch  um  5,  dann  um  10  Fuss  weiter  zurückgestellt;  in  der 
ursprünglichen  Stellung  gab  er  22,13,  5'  zurück  19,56  und  10' 
zurück  12,62,  also  auf  V  K  eine  Abnahme  der  Spannung  von  1,28 
und  1,36  oder  im  Mittel  von  1,32.  Da  nun  zwischen  den  beiden 
Punkten,  welche  Y  zuerst  verband,  noch  18,4 Ä  als  Schliessungs- 
draht lagen,  so  sollte  die  beobachtete  Spannungsdifferenz  24,39 
statt  22,13  gewesen  sein;  es  fehlten  somit  2,26,  welche  Zahl  nur 
um  etwas  grösser  ist  als  die  auf  dem  Schliessungsdraht  einer  ge- 
wöhnlichen Batterie  gefundene.  Nach  diesem  Resultate  musste 
zu  den  beobachteten  Zahlen  zunächst  2,26  addirt  und  dazu  dann 
die  Spannungsdifferenz  für  31/,'  K.  bis  auf  beide  Belegungen  hin- 
zugefügt werden,  um  die  totale  Ladung  t  der  Nebenbatterie  zu 
erhalten.  Dies  ist  in  der  nachstehenden  Tabelle  geschehen,  worin 
unter  FM.  die  ursprünglich  beobachteten  Zahlen ,  unter  i  beob. 
dagegen  die  daraus  abgeleiteten  totalen  Ladungen  der  Nebenbat- 
terie eingetragen  sind. 


Distanz 

|FM. 

i  beob. 

( her. 

■ 

3*" 

22,10 

29,1 

20.0 

6 

21.00 

28,5 

28,5 

12 

20,75 

27,4 

27,5 

24 

10,22 

25,6 

25J 

36 

17,94 

24,1 

24,1 

8 

10.7-2 

22,6 

22,6 

60 

15,61) 

21,4 

21,4 
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14,75 

20,3 

20,3 

*)  Es  fragt  steh,  wie  weit  die  gespannten  Drähte  auf  sich  selbst 
die  regelmässige  Abnahme  stüren ;  doch  wird  eine  sichere  Auskunft 
schwer  zu  erlangen  sein. 


» 
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Zur  Berechnung  des  inducirten  Stroms  in  seinem  Verhältnis 

Hauptstrom  wäre  es  jetzt  noch  iiiithig  gewesen,  die  Ladung 

E  der  Nebenbatterie  zu  kennen,  die  sie  erreichen  müsstc,  wenn 

Haupt-  und  Nebenstrom  einander  gleich  sein  sollten.    Man  wurde 

mit  dieser  Zahl  die  beobachteten  Werthe  von  i  dividiren  und  die 

ts  uE 
Quotienten  m  unter  die  Formel  m—j^-^  setzen,  also  i=^~^. 

Den  einzigen  Anschluss'dürften  hierzu  die  von  mir  in  Po  gg.  Ann. 
B.  71.  p.  343.  mitgetheilten  Beobachtungen  gewähren*),  danach 
wäre 

„    31.25x2xFI.l-f  2  _ 
=  ~R  If2f3f4  = 

somit  <x=145,5  ,  6  =  158,2  und  die  Differenz  zwischen  n  und  6 
würde  den  obigen  Thermometerbeobachtungen  entsprechen;  ich 
trage  indess  Bedenken ,  den  Werth  von  E  schon  jetzt  so  bestimmt 
festzusetzen,  und  ich  will  deshalb  lieber  das  Produkt  nE  unge- 

4673,5 

trennt  lassen.    Die  Formel  zur  Berechnung  ist  dann  l* =  JjftT^V 

Das  Beachtenswertheste,  was  diese  Reihe  lehrte,  war  die  wirk- 
lich sehr  langsame  Abnahme  der  Induction  mit  der  Entfernung  der 
gespannten  Drähte  von  einander  und  dazu  die  Sicherheit ,  welche 
die  Messungen  mit  dem  Funkenmesser  gewährten.  Es  entstand 
somit  die  Aufgabe,  die  Beobachtungen  üher  den  inducirten  Strom 
der  Nebenbatterie  zunächst  nach  dieser  Seite  hin  zu  erweitern ; 
die  gewonnenen  Resultate  werde  ich  in  der  folgenden  Abhandlung 
darlegen. 


*)  Ich  bemerke  hier,  da»»  in  der  cit.  Abhandlung  die  Snnnnnng, 
welche  die  Nebrnbntterie  erhält,  irrthümlirherweMe  anrh  auf  die  llnupt- 
batterie  während  ihrer  Entladung  übertragen  worden  ist,  wofür  keine 
Beobachtungen  iprachen.  Ein  änderet  Vergehen  werde  ich  in  der  fol- 
genden Abhandlung  verbessern. 
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VI. 

Heber  Mantelfläche  und  Volumen  cy- 
llndriseh  -  hufartiger  Körper. 

Von 

Herrn  Doctor  Wilh.  Schell, 

Privatdoccnten  nn  der  Universität  iu  Marburg. 


Der  Durchschnittsraum  eine»  Flächenwinkels  mit  einem  krum- 
men Körper  hat  im  Allgemeinen  eine  Gestalt,  welche  der  eines 
Hufes  nicht  unähnlich  ist.  Die  Mantelfläche  und  das  Volumen 
eines  solchen  Hufes  können  mit  Hülfe  der  Integralrechnung,  bei 
gewissen  Formen  des  durchsetzten  Raumes  auch  durch  Betrach- 
tungen gefunden  werden,  welche  sich  auf  die  Lehre  vom  Schwer- 
punkte ebener  Curven  und  Flfichenrfiume  gründen.  Für  einige 
Fälle ,  in  welchen  der  durchsetzte  Raum  ein  gerader  Kreiscylinder 
ist,  können  jedoch  diese  Hulfsmittel  durch  rein  geometrische  er- 
setzt werden,  wie  sich  dies  im  Folgenden  zeigen  wird. 


I. 

Ein  gerader  Cylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt  (Taf.  II. 
Fig.  4.)  werde  von  zwei  Ebenen  BuB'D'  und  BAB'A'  ge- 
troffen. Die  erstere  stehe  senkrecht  auf  seiner  Axe,  sei  also  ein 
Kreisschnitt,  die  zweite  sei  ein  schiefer  elliptischer  Schnitt.  Die 
Durchschnittslinie  Bß'  beider  Ebenen  treffe  die  Cylinderaxe  in 
einem  Punkte  C;  sie  steht  demzufolge  auf  der  Cylinderaxe  senk- 
recht uiid  ist  gleichzeitig  Durchmesser  des  Kreisschnitts  und  kleine 
Axe  des  elliptischen  Schnitts.  Eine  Ebene,  welche  durch  die 
Cylinderaxe  geht  und  senkrecht  auf  BB  steht,  liefert  die  grosse 
Axe  AA'  des  letztern. 
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Die  beiden  Ebenen  BD  B  D*  und  BAB'A'  schneiden  nun  aus 
dem  C\ linder  zwei  congruente ,  hufartige  Korper  ABB' D  und 
A*  B'BD  heraus,  deren  jeder  von  den  Ebenen  eines  Halbkreises 
mit  einer  halben  Ellipse ,  sowie  von  der  krummen  Flache  eines 
Cylinderzweiecks  umschlossen  wird  und  eine  geradlinige,  aber 
zwei  krummlinige  Kanten  besitzt,  nämlich  die  Linie  BB'  und  die 
Umfange  der  ebenen  Grenzflächen.  Wir  wollen  einen  solchen 
Körper  einen  „geraden  Cylinderhuf  mit  einer  die  Cylin- 
deraxe recht w i nkl ich  schneidenden  Kante"  nennen. 

Die  Ebene  CAD.  welche  die  Cylinderaxe  und  die  grosse  Axe 
der  elliptischen  («renzfläche  enthalt;  theilt  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  des  Hufes  in  zwei  gleiche  Theile;  ihre  Durchschnitts-: 
figur  mit  der  Gesammtoherfläche  des  Hufes  ist  ein  rechtwinkliches 
Dreieck  CAD,  welches  «ir  den  Hauptschnitt  des  Hufes  nennen 
wollen.  Eine  dreiseitige  Pyramide  endlich  ,  deren  Ecken  in  den 
Punkten  A,  D,  B,  B'  liegen,  möge  die  dem  Hulc  eingeschrie- 
bene Pyramide  heissen. 

Fflr  die  Mantelfläche  und  das  Volumen  des  Hufes  gelten  als- 
dann die  beiden  Satze: 

1.  Die  Mantelfläche  ein  es  gerad  en  €y  Ii  nd  erhufes 
mit  einer  die  Cylinderaxe  r echtwink I ich  schneiden» 
den  Kante  ist  das  Vierfache  des  Hauptschnitts. 

2.  Das  Volumen  desselben  ist  das  Doppelte  der 
eingeschriebenen  Pyramide. 

Beweis  1.  Bezeichnet  man  den  Radius  DC  (Taf.  II.  Fig.  5.) 
der  kreisformfaen  Grenzfläche  mit//,  die  Halbrrungslmie  AD  der  Man- 
telfläche mit  //,  so  ist  der  vierfache  Inhalt  des  Hauptschnitts  2A'//« 
Zieht  man  nun  durch  die  Endpunkte  eines  Boeenelementes  mm' 
des  Halbkreises  BDB'  die  beiden  Erzeugungsiinien  der  Mantel- 
fläche, nämlich  mn,  mV,   so  ist  das  kleine  Trapez  inm'n'n  ein 


linien  auf  dem  Bogenelemente  senkrecht  stehen,  =znw.min'.  Durch 
mn  legen  wir  nun  zwei  Ebenen,  eiue  senkrecht  zum  Hauptschnitt, 
die  andere  durch  die  Cylinderaxe.  Die  erstere  schneidet  den 
Hauptschnitt  in  einer  Geraden  m"n"  —  mn,  die  zweite  bildet  mit 
dem  Hauptschnitt  einen  Winkel,  den  wir  mit  i//  bezeichnen  wollen. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  in  der  Ebene  des  Hauptschnitts  liegen- 
den Dreiecke  ADC  und  n"m"C  folgt  nun 


m"n"im"C=ADiDC 


und  da 


mY=«n,  m"C=:tfcosif',  .</>=//,  DC=li 


ist,  so  ergiebt  sich  hieraus 
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Daher  ist  der  Inhalt  des  Flächenelements  mroVm' 

Ä.rorö'.cos^ 

ond  der  Inhalt  der  Mantelfläche  des  Hufes  also  die  Summe  aller 

fljmn'.cosip  oder,  da  H  für  alle  Elementec  onstant  ist,  so  ist  dieser 

Inhalt  gleich  dem  Produkt  aus  H  in  die  Summe  aller  mm'.cost^. 

Es  bedeutet  aber  mm'xosty  die  Projection.  des  Bogenelementes 

nunf  auf  die  Kaute  BB  des  Hufes  und  es  ist  folglich  die  Summe 

aller  mm'.costy  gleich  der  Länge  dieser  Kante,  d  i.  =2lt.  Der 
Inhalt  der  Mantelfläche  des  Hufes  ist  also  2RH,  w.  z.  b.  w. 

2.  Der  Hauptschnitt  theilt  die  eingeschriebene  Pyramide  in 
zwei  gleiche  Pyramiden,  deren  gemeinschaftliche  Grundfläche  er 

ist  und  deren  Höhen  BC  und  B'C  sind.  Daher  ist  ^/»'V/das  Vo- 
lumen der  eingeschriebenen  Pyramide.  Legen  wir  nun  durch  jede 
der  beiden  Erzeugungslinien  mn,  m'n'  und  die  Cvlinderaxe  eine 
Ebene,  so  schneiden  diese  aus  dem  Hufe  eine  Elemcntarpyra- 
mide  mm'Cnn'  heraus,  deren  Basis  das  Flhchenclement  mtnn'm' 
und  deren  Höhe  Cm  =  /2  ist.   Der  Inhalt  einer  solchen  ist  also 


^  Ä .  mnn'm' 

und  die  Summe  aller  solcher  Pyramiden  des  Volumen  des  Hufes. 
Diese  Summe  ist  aber  gleich  dem  Produkte  aus  3  R  in  die  Ober- 
fläche des  Hufes,  d.  b.  gleich 

\r$RH^\r*H,  etc. 

Co  roll.  I.  Bezeichnen  &  und  V  die  Mantelfläche  und  das 
Volumen  des  Hufes,  so  bestehen  also  die  Gleichungen 

Sl=2RH,  V=*R?ff, 

aus  welchen  durch  Elimination  von  2HR  folgt: 

Eliminirt  man  R,  so  ergibt  sich 

Coro  II.  2.  Bezeichnet  man  den  Neigungswinkel  der  beiden 
ebenen  Grenzflächen  des  Hufes  mit  v,  so  wird  H=zRtgv,  mithin 


* 
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Sl = 2Ä*.tgr ,    F=  jj  R* .  tgr  .*) 

Coro  II.  3.  Es  seien  M  und  C  die  Mantelfläche  und  das 
Volumen  eines  geraden  Cylinders  Ton  der  Hube  //,  aus  welchem 
unser  Huf  geschnitten  werden  kann ,  so  ist 

M=:2tcRH,  C=nR*H. 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  mit  den  beiden  eben  gefundenen 

Sl  =  2RII,  F= 

so  folgt: 

2R  AR 

it  ort 

2R 

Da  nun  —  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  halbkreis- 
n 

AR 

förmigen  Kante  BDB'  und       der  Abstand  der  Flüche  dieses 

Halbkreises  von  der  Kante  BH'  ist,  so  enthalten  diese  Gleichun- 
gen die  beiden  Sätze: 

„Das  Verhältniss  der  Mantelflächen  des  Hufes  und  des  Cylin- 
ders von  gleicher  Hohe,  aus  welchem  er  geschnitten  ist,  ist  gleich 
dem  Verhältniss  der  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  halbkreis- 
förmigen  Kante  von  der  geradlinigen  Kante  zur  Länge  der  letz- 
ten, und: 

„Das  Verhältniss  der  Volumina  des  Hufes  und  dieses  Cylin- 
ders ist  gleich  dein  Verhältniss  des  Abstaudes  des  Schwerpunk- 
tes der  halbkreisförmigen  Grenzfläche  am  Hufe  von  dessen  Kante 
zur  Länge  dieser  Kante/' 

CorolJ.  4.  Der  Körper  ABBA'  (Taf.  II.  Fig.  6.)  ist  die 
Differenz  zwischen  einem  geraden  Cy linder  und  zwei  congmenten 
Hufen  von  der  erwähnten  Beschaffenheit.  Hedeuten  wieder  R 
und  H  den  Radius  des  Querschnitts  und  die  Höhe  des  Cylinders, 
so  ist  die  Mantelfläche  dieses  Körpers 

27tRH-iRH=2(n-2)RUf 

und  sein  Volumen 

nR?U-  \  R*H  =  {it  - \)  R*H. 


♦)  S.  Meier  Hirtch,  Sammlung  geometrischer  Aufgaben.  Tbl. II., 
S.  261. 
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Dir  CtrtMxjff.-ir  ht  die«*«  k^rj"  ra  Ut  rin  Krri«  AUA'}.',  «#nkrr<f-kl 
i«  dir«rr  könnrn  durrh  dir  i'\ lir»drr«la  **et  Schnitte  grfiibrt 
wrrdrn.  »an  drnrti  drr  .  int*  rin' clrirh»t  hrnklirhr«  l>r<>irck  Af'.i 
i»t  und  dir  bridrn  |rui«fi  IMhakrn  drr  ellii»liM  hrn  liivii/iarhe-« 
enthalt ,  wahrend  drr  andere  rin  Ke.htrrk  HH  I.  I*  i«t  und  dwc* 
dir  Kemeinaaj»«  klcirc  Al«  drr  elliptiacbea  Creaiflai  bc»  geht- 


II 

Schnridet  man  (Taf  II.  Vit.  7.  «,  n)  rinrn  erradrn  Kreta- 
ofindrr  mit  v«rt  »rhi«  I  ar^ru  d«'«»rn  Air  |»ri»eij;tr»i  Klrfte*« 
ji.iH'  und  HA  Ii' .  drrrn  llurr  h»r  hriit!«liiiir  /f/f'  dtr  Air  ia> 
«4nrm  |»«r.k!r  f  Infi  und  auf  ihr  »rnkrri  hl  alrbt .  •«  nh»ll  man 
einen  hwUrtii;rfi  kür|M*r,  nrblirr  i»«ri  rix-»«  rUi|»t4*<  hr  (»rniffla 
ehr«  besitzt  Dir  k  .ulr  ////  1*1  ihr  Krii"'"»'  lul Iii*  hr  klrmc 
Air  drr»rlljra.  ihre  ur«»»«rti  A  i'*n  lir^n»  in  nnrr  dun  Ii  dir  i  \~ 
Undefaie  sehrnden  auf  Uli'  »ritlr« « him  I  l»rne.  *el«hr  dir  Mau- 
lelftarhe  und  da«  \  »lumrii  dr.  liulr.  h  .».irt  l>ir  Dur.  h.<  haitl- 
faur  dienet  Umr  ri.it  dem  Murr,  imii.Ii.  K  da«  Dreieck  A(  A\  »all 
medrt  drr  Haupt«  huill  «iid  r«ur  l'vr iriiidr  ,  w  rlt  he  dir  «  »r>r  .St  br» 
Irl  .4'.  /#.  /f'  fM  |<krn  h«l,    d.e  ilna   liulr  rtnsrn  hrtrben« 

P\ ram.de  hn»»rn.    Dann  «:rllrii  juih  hur  dir  beiden  Natse: 

I.  Mir  \\  an  I  f»  I  f  1 .1  f  h  r  rinr»  1\  |  i  i.  d  r  r  h  n  fr  •  m  i  I  F«ri 
r||ij.li«<  Im  H  I.  i  r  i»  9  1 1  ^  <  Ii  .  n  »  ..  n  t  ■■  im  • ■  ■  *  «  h  .1  I  t 1 i c  h  r  r 
kleiuri  Air  i.l  da«  \  icrfa«  hr  d<  ■  II  a  u  ■  >  t  •  i  h  n  1 1 1 ». 

'i  Ha«  \  '«lurnrn  c!  r  .  «  .  I  h  rn  i*f  da«  I  >  t,  p  |»  v  1 1  c  d  e  f 
ring*  »rar  ir  br  ne  ti  hflmtdf. 

Hawaii  Ita  ftft  »rfikmht  rur  I  \l-f  <lrni»  l»t .  »o  kann 
»an  dm«  h  d»»  l.i»  »r  rturn  kr  •  <  •»«  ht'il  t  IlhH  lrr**n  Hirdurrfc 
rrtiAlt  mm  #»•♦!  II" -r  L  H  J.  r  nnfrr  I  Im- •*  UfrUrt  r n  Afl  .  Ma- 
ll.h   AhU  b  und     I  /f7//#.  .!•»••.  >.im    r      |.  r  »r,  i   drr  Hu/ 

Aftit    I'  jr  ni   l.«lrtu  <|r(*<  'i   rtlt|>li*fhr  l.fri  rlt  n  In  n  «u(  rti|< 

irrjfi^i  »rtilr  •  !  r  -.wf  i!,.»»11p^  >i  ,1*  <jr«  k'«-"**«  hi  <M*  L*\\ru. 
I  '»ri  »m    l>f  ||.  I.l   t|     i  ■    I    »'i»"    r,  i  ,  r  •»  lit  i,  lir  lf  |kNr4'kii.l# 

d«*«  ||t»lr>  //  |/|*   |  S«t»>riir  •.<'»  r  l>  ff»f.r.i  .'rf   ri  U|.n  t  tii  rx«)«  ■ 

H,>  //!/*'/>  «r  l  IIA  HO  Habrr  >M  <n.Ul 
dir  urfU'hr  >.m..  *■  !i  f  |l,1,  im,«  »U  i  II  » "j.  !  . .  1. 1  1 1  r  i  . .»  //  f /f /J 
und  Ii  i  Ii  h  pi«  i.  h  .ler  \1*t.f»,     >lir  « »u   /»  I  /i   I  .  ut..|  dir  |»- 

1»^ Ii*    .Niiiantr    •«•Irr    |l<fl*-rrf<f   drr   •(•»••.  u    ||<  f»  u   n>      •«  hiK  U  r«« 
'wjMflra    j        h  «frtii    \       m»-«  <  .  •   Ii  t  H    f       Hb     d»»  %l^nfri 
|,.hr  dr«  /f  I  /f    |     ff   ur-  ,«|  ...  t'«>*»  *U  dr.^rw   |Uu|  I 

*<baitf,  aad  «riu  \  ..Juu.cn  il  -j  |^!t  ...  aU  nru  r  vir>cr«tbi»r 

Lrna  iSrami.lr 

I  '»fall    |      Kt   al*«   ♦«  fcr«l»r  «Ii   «ml    I    d.r  \|4antrlrt  i«  kr  u*d 
Ja«  \^umrn  dr«  liulr»  mit  r  iKji.*.  bm  t.n  i  ria,  b<  « ,  rV 
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der  Radius  des  Kreisschnitte«  und  H  die  Verbindungslinie  der 
Scheitelt  und  A*  der  grossen  Axen  der  Grenzflächen,  so  bat  man 

Bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  ebenen  Grenzflächen  ge- 
gen den  Kreisschnitt,  nämlich  jtLACD  und  jLA'CÜ,  mit  ©  und 
e',  so  wird 

If=Ä(tgt>  +  tgr'), 

Diithin 

Ä=2««(tgpd:  tgr').    F=|  Ä*(tgrdbtgrO.*) 

Cor  oll.  2.  Da  der  Flächenraum  des  Hauptschnittes  und  das 
Volumen  der  eingeschriebenen  Pyramide  sich  nicht  ändert,  wenn 
die  Punkte  A  und  A'  fest  sind ,  während  C  sich  auf  der  Cylinder- 
axe  bewegt,  so  folgt,  das«  die  Mantelfläche  und  das  Noiumen 
eines  Hufes  mit  zwei  elliptischen  Grenzflachen  von  gemeinsamer 
kleinen  Axe  sich  nicht  ändert,  wenn  der  Mittelpunkt  dieser  Flä* ' 
eben  eine  zur  Verbindungslinie  der  Scheitel  der  grossen  Axen 
parallele  Grade  beschreibt. 

Co  roll.  3.  Schneidet  man  einen  geraden  Kreiscylinder  mit 
einem  Ebenenbuschel,  dessen  Axe  die  Cylinderaxe  rechtwink  lieh 
trifft,  so  liegen  die  Scheitel  der  grossen  Axen  aller  elliptischen 
Schnitte  in  zwei  Erzeugungslinien  des  Cyliuders,  wie  AA'.  Es 
verhalten  sich  die  Mantelflächen  und  die  Volumina  der  entstehen- 
den Hufe  wie  ihre  Scheitellinie  AA'.  Sind  insbesondere  vier 
Ebenen  des  Büschels  harmonisch ,  so  stehen  auch  die  Mantel- 
flächen und  Volumina  von  vier  entsprechenden  Hufen  in  harmoni- 
scher Proportion. 


HI. 

4 

Es  w  erde  (Taf.  II.  Fig.  8.)  ein  gerader  Kreiscylinder  von  zwei  Ebenen 
Ii  AB'  und /?/!'/?' geschnitten.  Beide  Schnitte  seien  schief  gegen  die 
Cylinderaxe  geführt,  ihre  Durchschnittslinie  BB'  treffe  diese  Axe 
in  einem  Punkte  C,  habe  im  Uebrigen  aber  eine  beliebige  Neigung 
gegen  sie.  Diese  beiden  Ebenen  schneiden  aus  dem  Cylinder 
einen  Huf  ABB' A'  heraus,  welcher  von  zwei  elliptischen  Flächen 
begrenzt  wird,  deren  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  17  ist.  Dm  die 
Axen  dieser  Ellipsen  zu  linden,  legen  wir  durch  C  einen  Kreis- 
schnitt des  Cylinders,  derselbe  trifft  die  Ebenen  der  Ellipsen  in 


•)   S.  Meier  Hirsch  a.  a.  O. 
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ihren  «lernen  Aiw»  tW  und  77*.    Se*kr*rkt  ia  diesen  Ci#»m*U« 
fukre»  »,r  dur.k  die  4 \hodera»*  dir  Ncknilfe  (  Iii  und  I  I//  ; 
nie  liefern  die   ffr«»»eu  lldh.iiru  f'.l  uml  4'A'  der  I  tl*u»eii  itn«J 
Inlden  t  inen  Wiiikel  IH  i}'zz.p  mit  einander,    wrlifcrr  «fem  \\  1» 
kel  {Sf  jr  glrii  b  i«f ,  den  die  klrineu  Alen  riu»rhlie«»en.     Ilie  bei- 
den  |rl«t|*enannteii  .N«  hnilte  tr<  ff<  n  «lir  I  %  liudrrll.i«  he  in  *wei  Kr 
in.CDl.iJ.nirn  />  I  und  />  J\  urlrK^  dtirrh  dir  .V  kr* tri  derer«« 
•en  Airn  der   rl»cm  n  lifen/fW  hen  C'keri ;   dr«  Mücke  an 4 

/!'//'  der»«»ll»en,  um  die*rn  V  hntrln  hi«  mr  IVriphrrie  de«  krn»* 
M  heult»  gere«  hnet,  tn^rn  mit  //  und  //'  he/eirhnet  werden,  dir  |lrei 
e«kr  f  7i  I  l'l)  .i\  wrti  he  dir  ffr->«»e»  ll.dh.ilen  und  die»e  l.iurrn  // 
und  //   nilh.illen.  Mdlrn  dir  (»eitlen  II  m|»U«  hnitte  de»  II ul*  •  hr ■ 
•en.    Ii«  *n«  hnet  nun  endlich  den  Kadtu«  d«'»  km**«  hmtt«  mit 
«V,  tu  grllrn  folgende  .Nut/r: 

I  Mir  Man  tri  f!  a<- he  dm  Hufes  tn  1 1  mrl  elli|Mi- 
»ehr»  lirr  HifLi  hm  tun  tnur  ii.m  lulllu  lirlH  Mittel- 
p  M 11  Ii  I  iat 

r  //'  |  I  ■'////..., a. 

•i.    Da»  Volumen  doelhen  i»t 

II  r  *•  r  i  •  |.  I*  *ei  im  im  n  n  rin  I  (•*'  brneh'iuent ,  «ein  lukall 
l»l  mit  1/,  wenn  4Z'  dt*  «u-t  h<"ig«  llogeueiriueul  de«  krr««- 
nckiiillra  M     Nuo  i«t  ther 

M»M  »/,    I    toi  , 

je   nirhdem   dir   rll.|ifi«<  he»  l»rrti/fl.i>  h«  n   auf  enht**f*er*+tjt# 

wirr  auf  dtr«rlhr  .*%«■  itr  dr«   krr hfntt*   Ca  Ilm       |»<»fh  mA   U" -r») 

«.ir  nun  e.nr  |.l.r„.-  .«-«.Ue«  ht  mm  ll^u,.t.i  hnilt  iH  I  und  e«n* 
Mtdtre.  wrl<ke  dtt"hdir  Air  dr«  I  %  lirid«»r»  grhl  Hie  rr*er* 
««kliri.Jrt  dr»  l(*u|»t><  hintt  Iii  ru.ef  l»rr.»drn.  «1«  ten  |..in~r  im 
Ut  drr  Wiukel.  de«  die  rwntr  feil  den  IUu|»U<  hmlt  kddel. 
•et  %  . 

<;.n>  •«(  dieselbe    AM      «>•    uitrf  I.  U«t  nUdftM  fif  »4 
der  \Wrtk 

ni  -  //■  »»*  v 

l^f e«   «*»r    rW«M  dwr.  h   mX   rn»e  I  J*enr  «rttlreckl  twni 
•ckmtl   />  l#'  »«hI  eine  iwntr  ilurrk  dir  <  %hndrf«ti  ,  «/*  1*1 .  »rd 
leUleee  mit  die«eai  H^«|*l»«kni<le  einen  ttinkri      (  *  kildei 

ml      Ü  f      ^  |  *  1 
l>«k*f  Ml  ««^r  ll^rkeneie««»!  «4f»k 
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{ Hcos  \t  ±  H'cos{n+H>)  j .  Tk 

und  die  Summe  aller  dieser  Elemente  innerhalb  der  gehörigen 
Grenzen  genommen  ist  die  gesuchte  Mantelfläche  des  Hufes.  Nun 
stellet»  wieder 

M'.cost/;   und  Ä/:\cos(fi  -f  t//) 

die  Projectionen  des  Bogenelementes  kk'  auf  die  kleinen  Axen 
der  elliptisc  hen  Grenzflächen,  nämlich  auf  ßß*  und  yy'  vor.  Ihre 
Summen  sind  also  (s.  I.) 

i?sint//   und    ffsin(p  +  ty) 

und  daher  ist  die  Summe  der  Flächenelemente  allgemein 

lIRsxny  ±  //'rtsini>  +  y) . 

Die  Grenzen,  innerhalb  weicher  diese  Summe  zu  nehmen  ist, 
ergehen  sich  auf  folgende  Art.  Legen  wir  durch  die  Punkte  B' 
und  ß  Erzeugungslinien  des  (\ Hilders,    welche  die  Peripherie 

des  Kreisschnitts  in  den  Punkten  p\_p  treffen,    so  ist    —  TJCp 

=z  —  (.-r  —  DVp')  die  untere,  -f  DCp4  die  obere  Grenze  für  den 
Winkel 

Um  nun  den  Winkel  DCp'  zu  finden,  bedenken  wir,  dass  6r 
derjenige  Werth  von  ist,  für  welchen  mk  und  nk  gleiche 
absolute  W  erths  annehmen.  Daher  ergibt  sich  dieser  Werth  aus 
der  Gleichung 

//rnstf>0  —  i1  7/'cos(i//0  -f  fi) 

als 

//i/y  cosit 

und  hieraus  folgen  weiter  ftir  den  Sinus  und  Cosinus  dieses  Win- 
kels  die  Formeln: 

 ft±  //'cosu_ 

4;  //'sini* 

Setzen  wir  nun  in  unsere  Summe 

//Äsint/;  ±  /7'/?sin(>  +*) 
die  Grenzen  i/>0  und  —  ;t  f  t/>0  eiu,  und  subtrahiren  das  der  un- 
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fem  €£r*«ic  entsprechende  Kr.ulUt  %on  dem  der  ober«  ettUpr«- 
thro«j4fH,  ao  kommt 

3J#Jt«la<v,  I  *H  K»\n(p  *  <»„) . 

onJ  d*.  tenftT.*«  der  obige«  Werthc  fttr  a.n*0.  c©M'o. 

!/##/  in*  *,/"("  1  "  ^ 

*     \  //'  »  //'"  #  MM*».* 

«ad 

%  //'  f  //  '  I  .'/V/7  t^a 

l  111 na  lh«.»  •  //  > 
\  II*  \  II  1  k  '.'////'•  ...pi 

wird.  »<i  erbt  die  Ram«*  Numiu«<.  wir  Wirbt  #u  arben.  Aber  ta 

IUS  //»«//'  I  um*»*» 


!>••  H  .j  j.rlie  Zetcbea  Lau»  «üb  »part-a  and 
b*h»l<c«,  Nfiii  man  //  vad        «I«  l*nt«*ea  lon  gteirfeer«  Zekhr« 
a*lt.arhtH.  4t«  elliptische«  .Nfhrull*  aaf  dieaela« ,  ale  üraa 

aea  t»n  »til<r-«-nf rmritiru  /,*i«hrn.  Mens  »*a  aiil  Mtgegea«;«- 
mUI«  .Seite«  d*m  krei*»«  haitu  Ultra. 

I  U*t\\  m*n  »><h  dm  Huf  e*nr  mi**  untrr  I.  (r»ekak  tat 
drei^nd;;»  r.J*>m*iit.*f  p\  ramt<lrn  irflryi.  ■<»  ergibt  »ich,  da« 
\  4t|#ai#a  dr**r|l*rn  gln«  h  dem  |'ffkdukf#<  Au*  »riarf  OUeiAitrb« 
ta  de«  dritlrn  Thnl  d*-«  lUditi«  H  d**  krn»«<  LuifU  ,  d  h  flctt » 


Li 


la  die«Pa  beide«  Ftwla  air>d  die  «ater  I    »ad  II.  (V«««» 

erb, Ii         w,^rr  ,  «r«a  aua  n-  0.  #f  *  0 


<«r*lt  KeteirhaH  an  die  >ri(«»f  •«takrt  der  rüipllarbe* 
ullr  fegea  dea  krn*»«h«.tl  »»I  t  «ad  r  .   •«  «wd 
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ß = 2Ä»  V(tg«r  +  tgV + 2tgp .  tgt>' .  cosp), 
und  da«  Volumen  F: 

F  =  3  Äa  V(tg*r  +  tg  V  +  2tgc .  tgo'.  cos,*) . 


m 

Heber  die  Bntfernungsörter  eines  Sy- 
stems gerader  Linien  und  Ebenen- 

Von 

Herrn  Doctor  Wilh.  Schell,  ' 

PriTatdocenten  an  der  Lniversiiät  xn  Marbnrg. 


1.  Wenn 

die  Gleichung  einer  Geraden  ist,  so  ist  die  Länge  eines  von 
einem  Punkte  ($,  17)  auf  sie  gefällten  Perpendikels: 

P    V  A*  +  W 
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und  Jir»r  |,Snjte  Ul  positiv  od*r  D+gatit ,  j« 


Hat  man  nun  m  <irr»d*,  #7,.  f7g  ,  r7.....f7a,  deren  (ileirboa 
jfrii  tfKtrf  ••t»i^r*f  }  »fni  %  i»r.iti»jje»rlf  t  werden  polJen ,  Mi  dttJM  gbc« 
die  Mcicbtihg  d»f  lierAiIrn  fV« 

Xs  *  Ht,  \<\  0 

Ut,  »n  crbAlt  man  die  («leirbung  de»  ifroroetrUrbrn  Orlr*  all«-r 
1'unLtr.  lnr  w  riebe  dir  Nummr  ilcr  Hin  rinein  beliebigen  dersel- 
ben «uf  dir  »  Crr.de*  KcUllteo  l'rrn«i»dikel  eine  ( «».UM*  4 

I:  ♦       ♦  C 


Her  s^nM>lri»rb»  Oft  Ul  «Uo  rior  <.<r»dr;  »Je  beU«l 

I  nlf.  r»mn-.<rrf  d*r  ■  <»er»den  #7,  .  |>«  d»e 

A       Hl  m  «Im  <  i»  nlrn  um  ;  timl  t>  eraibetnt,         lulsl  oq- 

«M|teil*4f.   d-*»«  alle  de«  ter»ebie«lr«rn  \\  et  Iben  «oi  k 

i b«  i.<lrn  I  i.lfrfttuiiy »  tU  r  iml  einander  |»ir.»Ur|  Uufen 

i      Dir  r..*imj»»r  drt  Wtr.krt    •«  ,    4,,    »  rl<  be   dja  «»m  lr- 
►htvjNcr  der  I  .h^I.iuUb  Auf  eine  di-f  »       *dCti  f.,  *r(  dlle  Perne« 
dikel  »'(  den  bildet,  und 

■I.  //- 


«inj  dir  J«i'i?r  j#t  de«  |Vi  j>ef*dikrla  i»| 

%  I 

Iijber  k*»*  di*  l»lrn  b«»g   dr«  }.ntler«««t«#rte« 
I  uih  d*r«r*trllt  »rtdet* 

II»« »im  f»»l;t     tl»k»         I  «««n«»«*  der  Winket  «.  4.   «eli  be 
Ml    drn   |  Mlffft.ier.od    %>■«■   I  "pr««*  *ei*)IU»  |'e«pr«d«krj  atil 
.)r.»   Air«  b„«Jel.    d~   \Wrtbe  k*W. 
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Z(C0*ß) 

C030   — r" — :  , 

V  (,Ecosa)* +  (2*080)* 
und  dass  die  Länge  P  der  Perpendikels  ist: 

p  £<p}rA   "  ' 

V (Zcosa)*  +  (2eosß)* 

3.  Bilden  die  Perpendikel  auf  zwei  Gerade  mit  den  Axen  die 
Winkel  a, ,  ßt ;  o*,  & ,  so  ist  der  Cosinus  eine»  der  Winkel,  die 
die  Geraden  unter  sich  bilden: 

COStti  COSO-2  +  cosßt  cos/52 . 
Setzt  man  hierin  färcosa,,  cos/3,  die  Cosinusse  der  Winkel,  welche 
der  Entfernungsort  mit  der  Axe  bildet,   ftir  coscr2,  cos/J,  die  Co- 
sinusse einer  der  Geraden,  &  z.  B.,  so  erhalt  man  für  den  Cosinus 
des  Winkels  <ö,   den   der  Enlfernungsort  mit  der  Geraden  6* 


bildet: 


coso/  2coaa  +  cos/S/  2?cos/5 

COSQ3ZZ    ---   "  — 

V(Zcosa)2  +  (Zcos]3)« 


Da  coso*  +  cos/S4  immer  =1  ist,  so  kann  man,  wenn  man  will, 
den  Zähler  dieses  Bruches  auch  so  schreiben: 

1  +  (coso,  +  cosaj  + ....  +  cosa/_,  -f  coso/-!-,  +....  coso») 

+  (cos/5,  -f  cosjS9  +  cos/3/-,  +  cos/5/+,  + ....  cos/5w) , 

und  der  Nenner  ist  gleichbedeutend  mit  der  Quadratwurzel  aus 

n  +  2(£cosffMiCoscfii  \  Zco8/5mcos/5,t) , 

worin  die  Indices  m  und  n  alle  möglichen  Combinationen  der  ver- 
schiedenen coso,  sowie  der  cos/5,  anzeigen  sollen. 

4  CJm  die  Stücke ,  welche  der  Entfernungsort  von  den  Coor- 
dinatenaxen  abschneidet,  zu  Gnden,  stellen  wir  die  Gleichung  des- 
selben  unter  der  Form  dar: 


A-Z(p)  +  k-E{p) 
£co*a  £vo»ß 


=  1. 


Bezeichnen  wir  diese  Stucke  mit  «  und  e,  so  ist  also 

k-2(p)         „  _  k-Z(p) 

Bieraus  folgt,  dass,  wenn  die  Constante  k  um  &k  zunimmt,  die 
Grossen  u  und  t>  um 

Rand  XIX.  6 
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^icbneidr^n  ni'b  alle  n  fteraden  ini  f 

0   IKc  l^a««  (In  t.ntOrnangaort*»  wird  aMann 


■5  v         .  r 

2.  (  UM 


/ 

Krradet»  ait  »lDU>der  parallel .  «»  wird 

wir  4aa  a/Ukcrti^br  M  ild  ail«r  Pcrpa^l^, 
lieb  £i£\  mit  m  Uieicbae«.  wird 


5.  >\  ir  babco  oben  dm  W  inbel  beatiMott ,  de*  der  l-( 
rurtfftorl  mit  einer  drr  n  («et  .»den  aul  ff*«,  ruldrl ;  Mir  Müllen  nun 
*  »rb  d»e  (  oordinalrn  de»  Pure  b»i  hii»tl»|mfikl***  dra  Orfea  mit  die< 
(•er  «den  »»rben  Ntnd  i,  ,  ij#  d»r  I  t»«if  d  malen  diraea  t*M»k- 
d*iür  jUo  dir  <.lc  bui.Kco : 


AI.  ♦  f  'V^O.    1<om  i,  f  2>oa^ni  ,  U»-X)»0 


8  _  «V.  f  X  —  ^  f*)  '  9  f,  2rn«^ 
y4#<aV  —  f  f", 


I»  An*««-*  dm  S\»lraj  drf  m  <;«*aden  fV,  cVgfV,  m-I 
#1*    Mr.lri  trgrbe«  «  l.rr».<rn    J^,^,^,       CB»      \\  rt dr« 

all*  e nt»j»*ef  kmctfi  r«>aal.*ijlen  ltti»»»^n  d  •  ^%»tria)a  in  i(  ii#>a) 
druf»«brn    |.«-H»rn  b<-/n«  bnef ,    m  t»t  di*  ttln«  btt.ia;  dra  |*tfer 

«Irl  »rk»r»d«4  «Va  rr.te« 

ile— r  |  iXraaJrri  -  2>, 
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in  einem  Punkte,  dessen  Coordioateo  £0,  1/0  sind 

_  (k—£(p)  )Zcosb  -  (f-  2(p)  )2cosß 
*°  ~~      -Ecosa.  JEcosb — <£cos/3.  -Ecosa  * 

—  (*—2(p))2c<**  ~(g— ^(p))2:co8a 
^°         ZcosßZcosa —  2?cosa.£co8b 

Förden  Fall,  dass  f=£-  sein  soll,  könnte  man  den  Punkt  |0,  i;0 
den  .Mittelpunkt  gleicher  Entfernungen  beider  Systeme  nennen. 

Es  sei  das  zweite  System  z.  B.  das  System  der  vom  Ur- 
sprung auf  die  Geraden  G  gefällten  Perpendikel.  Die  Gleichung 
eines  solchen,  welches  der  Geraden  Gi 

entspricht,  ist 

mithin  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  dieses  Systems: 
<L  b. 

—  iZcosß  +  rjZco8a=k . 

Um  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  gleicher  Entfernungen  zu 
finden,  haben  wir  nur 

Zco8d=  —  Zcosß,    Zcosb  =  Zcosa,    Z(p)  =  Q,  t~k 

in  obigen  Formeln  für  £0>  *lo  zu  setzen.  Diese  Hefern  uns  dadurch: 

—  Z(p)Zco8a  -f  Jc(Zco8<x—£co*ß) 
*>  -  (Zcosa)»  +  {Zcosß)* 

—Z(p)  Zcosß  +  *(2kosa-f  Zcosß) 
—  (£cosa)*-f  (JEcos/S)* 

Für  k=0  insbesondere  wird: 
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(-.  J 


(2coa«,»  |  (2coa^      *  {Xc~m>*H 


Dir  Ralfmtang  dicar»  Punktra  tora  Cr»prunft  i»l 

-2<,,> 
\  (  2<  f»«ij |  (  2  t  f»»tJ 

7   La»»!  man  da«  Kaiiar  N\*lrtn  d.  r  (irradrit  tix,(itJi%t.,fim 
nttd   ihr*»   t  nt(ernoti£*r>r(ra   um  rmr*  hrlirbij:*  in  der  l.bmr 
>S\»frm«  lirKmdr  At«*   flirrn,  br»«  hn-tbl  jrdr  (•rradr  rttic 

Krgrlll»<  br.  I**«*  k cj{r Iflarbi» ,  «»rlihr  <l**r  I  n(lr rinHit;»"'f  br »c  Kfr il»t. 
bat  d»r  Hlirrn«*  ball  ,  cU>«  w  rnn  tn.io  <  inrni  brlirbi{[f*|j  |*u|tlt« 

drf»rlb«-n  auf  alle  aodrfi»  kryrl  V.rmalr»  fallt.    U»r  >u*t»r 


H.  l)ir  AiuaM  m  drr  <#«-ta<!rt»  Arm  S\  »trm*  i#.  ff^  .  ,  f*M  darf 
nickt   «MrttdlM-h   Mrrdra.   a»ru»|  «rr»rliM mdrl  drr  r.  r>  Umtun  aaorL. 


Fftr  da*  S^>^^m  drr  TatcrMm  r.nrr  €  »r%#.  wibt  ra  »Uo  L 
•olrbrit  rifrnarbaft  nur«  |*oK  r  i.tfrrnun«r»..Mrr  m 

mit  dem  l  rbfri»r  ;r  HrurlhrD  in  c»nr  I  ort» 


I     F.  — 

dt«  C»lrtr««ftf  *4nrr  Fbri»r-,    dir  Kauf*  *i  dr»  von  rtnmi  Fut  kir 

I.  n.  ;  m(  »»r  gefalllm  Prr^tHbWU  t*t  aUda»a> 

|  //r  tri/* 
Hmd  n*a  n  Kbmm  £t  .  /  g  ,  /. } 

dir  (»Ir*  b**(  n»rf  jrd»«  »♦»*    ibrrn  u«i'<  r   «»h*;er  |  u 
«  B   dtr  <«lrn  na  et«  drr  Kam«  4a* 
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den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  |,  ij,  C  dar,  für  welche  die 
Summe  der  von  ihnen  auf  die  Ebenen  E  gefällten  Perpendikel  eine 
Constante  k  ist,  d.  h.  den  Entfernungsort  dieses  Ebenensystcm». 
Diese  Gleichung  kann  wieder  unter  der  Form 

t  2   A  -+t?  2 —      ß         -  +  t  2   C   

+  2  -jr—JL^    .  -  k r = 0 

i 

geschrieben  werden.  Der  geometrische  Ort  ist,  wie  man  sieht,  eine 
Ebene,  und  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  k  entsprechen- 
den Lagen  derselben  laufen  mit  einander  parallel 

"2.  Bezeichnen  wir  mit  «/,  ßt ,  yi  die  Winkel,  welche  das 
vom  Ursprung  der  Coordinaten  auf  die  Ebene  Ei  gelallte  Perpen- 
dikel mit  den  Axen  bildet,  und  mit  pi  die  Länge  desselben,  so 
hat  man: 

 At  Bi 


 Ci_  D_  

co*Yi ~~  V'3F+Ää+"Gä '     pt~V  ÄP+Bp+c? ' 

Daher  kann  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  auch  unter  der 
Form  dargestellt  werden: 

|.  Zcosc  -f  r\.  2cosß  + 1. 2co»y=k—  2(p) . 

Hieraus  folgen  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  b,  c,  welche  ein  auf 
den  Entfernungsort  vom  Ursprünge  gefälltes  Perpendikel  mit  den 
Axen  bildet,  nämlich: 

2co*a 

cosa= 


C086  = 


V  (2;cosd)*+(^cos/j)*f(2:cösy)»  ' 
2co»ß 

V {2cÖ8Öj^(2co»ß)H(2vosyf  * 


2cosy 

cohc  = 


V  (2:cos«)»T(^cos^)»+(2:co«y)tt 
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3    Bilden  die  Perj»«ndilel,   wHfbe  auf  i«rl  Kbene*  reffctlf 
werden  konnrn,  mit  den  Airn  die  Winkel  »,£.7..  e<i^tfr  •  *° 
l»rL»npf|ir|»  der  ('o»inua  de«  >ngung*w  »nkela       beider  r.be»e« 

CocV  =  ra»a,  ruft«,  f  CM^cot^  f  ro*jr,roeft. 

tHher  rrbllt  mm  den  «W.mie  dee  Wirbel«,  «ebben  der  r  «tfnw 
»it  einer  der  «  KW«»««,  mit  h,,  bildet.  *U 


Der  Zitier  die««»  Auedrocke« 

e- V  f  ee*»*  f  roeV.  > 
die  Winfcel  p  »er 


4  MlrHl  »m  die  i;ieirbtieR  de«  r.elfera«»K.eete  nnter  de* 
Ferrn  i\xt 


1    2  ,„*i-2»*  '* 

2»  '••«  2lO«J  if  «t/ 


ee  er*Wb<  mmn.  di»«  die  Al»nhiran»efer  « .  e.  ».  d.  b.  d>* 
Stfcke.   »el,b«  drr  Ofl  i»n  den  Aien  »Ucaneidei .  die  W 


1-2»  l-2>i       ^     A  2» 


5     Wt    »««»er   de«  N%*trm  drr  m   I  b««en    /  .  .  #... 

nn  gwrtlr»      «Irm  tun  mt  «ädern  I  b*nen  «e 


e.»b*Ti .  i«t.  «rrn  di»  rt%tmt*t*-*  hrmlra  (trn«*fn  il ■«••«•«  t»lj|rre<* 
fu  1  (  d*n  ^to**^fk  d^vt*fben  llu«b»t*l^n  bdri«bect  ntfden,  d*e 
CltKbur^   dee  r  ntJ<-rauft£»«rU  des  im  nie« 


i2r«eS  4  *2V«eJ&  |  ;2.«e€  =  &     2  F>. 
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Dieser  Ort  schneidet  den  erstem 

E2?cos« + r)2co»ß  -f  C-Ecosy =A—  2(p) 

in  einer  Geraden,  welche  für  den  Fall,  dass  Ä=A-  sein  soll,  die 
Gerade  der  gleichen  Entfernungen  beider  Systeme  genannt  wer- 
den kann. 

Ist  für  ein  drittes  System  von  q  Ebenen,  der  Entfernungsort 

SZcosa  +  ijZcosb  +  £Zcosc  =  f  -  2T(p) , 

so  schneidet  derselbe  jeden  der  beiden  vorhergehenden  in  einer 
Geraden.  Diese  drei  Geraden  laufen  in  einen  Punkt  zusammen.  Für 
den  Fall,  das»  &=£=f  ist,  kann  dieser  Punkt  der  Mittelpunkt 
der  gleichen  Entfernungen  der  drei  Ebenensysteme  heissen. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  gleicher  Entfernungen  und  die 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  gleicher  Entfernungen  ergeben  sich 
leicht  aus  diesen  drei  Gleichungen. 


88 


Till. 

Flnlffe  Mise  zur  Theorie  der  Ii*  per- 
b<»ll«chcn  t^aoellonen. 

Herrn  Durior  Murin  Canior 


pc»«ri>ti4lKf »••rti  mit  inu^nur«  ru  I  ij»»tirMrti  .  »<»■•  |  i|M»rir»1i<4J 
kr »u' Iii  dir  tturh*Ub*<i  dr»  druU<  hrti  \l|»h«l»f- U  »ud  •>  ImcMi l 


|l|    itf;»,  »-   >i.<  «  1 
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'tfe*(:r+y)  +  tfc*(:r— y)  =  2.*c*r.tfo*y. 
)tfc*(x+iy)  -  <foe(j:— y)  =2.Sht*\Siity , 
l!$in(x  +  y)  +  5in(ar-y)  =Sta2.;r.<£oty , 
^Siif(j:  +  y)  —  5i»(ar— y)  =2.tfo*.r.5hty . 


die  wir  zur  folgenden  Entwicklung  voraussetzen  müssen. 

Stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Summen  der  beiden  Reihen : 

1.  00a  +  £  c0(a+6)  +  o*(«i  +26)  >  +  c*(«+n6)=  Ä, 

2.  5ina  +  5lnfaf  6)  |- 5iit(a-f-26)  +  +  5iii(a+w6)  =  * 

zu  finden,  so  ergeben  sich  dieselben  sehr  leicht  durch  gleichzei- 
tige Behandlung  beider  Reiben.  Addiren  wir  nämlich  f.  und  2., 
so  ist 

S+r=(tfc*a+5ino)+(tfc«(a+6)+5in(a+6))+(tfc0(a+26)+5iu(a+26)) 

+  +  «£e*(a  hnb)  +  ($ina+nb))t 

welches  wegen  [4]  in  folgende  Gleichung  übergeht: 
S  +  s  =  e'  h  e«+*  +  *<,+2*  +  +  ««+"*. 

Aber 

e«         +        +  + 

ist  eine  geometrische  Reihe,  deren  Summe  leicht  darzustellen 
ist,  also 

Wird  ferner  2.  von  1.  abgezogen ,  so  ist : 

5— « = (<£©*a— Stna)  +  (<£  0ft(o+6) — Stn(a+6) ) 

+($c»(a+26)  — 5in(a+2o))  +  ....  +  (tfo*(a+»6)  -  5in(o+n6) ) , 

oder  gleichfalls  wegen  [4] 

S — $  =      +  «-<•+»)  +  «-(•+**>  f  +  «?-(«  *-■•) . 
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Aach  Met  Ut  die  reckte  Äeit#  eioe  geomtlrUrhe  Itriha  \on  U*> 
Laudier  Summe.  *W«* 


i  _  t  -  •  •  »• 
4.  =       ^  ^  

Werde»  ttuo  die  üleirhuugeu  3.,  4.  romblnlrt.  »o  erlilll  man 

'—   ! 

■r»d  damit  eijjentlicH  arhnn  dir  l..»*utif  der  Auf»  «Irr  l'u  koinm t 
nur  h«*<ll  darauf  an.  Arn  Wrrthrn  »i»n  .S,  i  gefallicrr*  r «irtn«-n 
tu  c«*l»#ff»,  uii«|  d  m  i r <|   rtiru  hl  .  Mrrtft  m  if  tun  drii  K 1  |»<H> 

ti*Jgr. wieder    «41   bvperbvltat  bvu  l  uocli«aea  turuck*ebr» 
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'Amt  U+4wcii*»n  «Irr  ZAblcr  <ti#»rn  dl«  form«- In  1 3|  vod  •»  »  ird 
*?•<•  4  («4  1)6)  4  *c«(a  f»A>  ^  ***#<a  4         4)  *e#  *  . 


4;«i  f  (,  |  I  )6)  -  *  c#<«  |  «A)  =  25ta(«  4  -"^  '  6)  5«  *  . 

'**  I  I  A 

•  A  A 

«;#.A    «i  —  »Sm- .  5t«(.t  -«). 

StufA-*)  4  ..»St«.,  #  - 

A  A 

SimA-«)  ,  .5»r  ,  -«i. 

a*d  Harth  *»fc«titufi»fj  Im  dt«  Wnihr 

*Si«*4*t#*    5ir<,4  iVlA)  f  5.-  *  „> 

A  A  A 
-        •  « 

4  I  A 
|  "       A)  4  Stm  t  -m) 

'        *  A 

^    A  _     A  ■>«  f  |  A 

•  •  - 

A  A 


.11  _  A 
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Endlich  ist  noch: 
5hi(a  +  - +-  b)  +  Sin  2  Sin(  -+1  <£  cf  6).(a+  ^ ) , 

tf  c»(«+  ^  6 )  -  C0(   -«) = 25i«(  "p  b).Sin(a  -f     ) . 

Wir  erhalten  daher  die  Summen: 

I.    <£o*a  +  tfc*(a+&H  <£ce(a+26)  +  +  tfc*(a+M6) 

.    .      nb  v       ,  »+1  #v 
tf  C$(a  +  ö~  ).  Sm(  -s-*  ^) 


6 

51«  2 


It.   Sina  +  Sin(a  +  6)  +  Sht(a  +  2b)  + ....  +5in(o  +  nb) 
5iti(a  +  ^).5in(^-1Ä) 


Sin  2- 

Wird  II.  durch  I.  dividirt,  so  erhält  man  die  merkwürdige 
Relation : 

Sina  +  Sht(«  fro)  +  Stn(«-f  26) -f  -|-5tw(o-fn6) 

,IL   $e*a  +  iie*(a  +  b)+i£Q*\a+'2b)  +  ....  +  tfc»(a+n6) 

=  £$(<i  +  -£  ). 

Es  mochte  nicht  ohne  Interesse  sein,  zu  bemerken,  dass  die 
Formeln  I.,  II.,  III.  auch  noch  richtig  bleiben,  wenn  statt  der 
Functionalzeichen  Sin,  <£eö,  (Tg  die  sin,  cos,  tg  gesetzt  werden. 
Die  Ableitung  jener  Formeln  geschieht  bekanntlich  auf  die  Weise, 
dass  man,  ähnlich  wie  wir  es  oben  thaten, 


2  sin(a  +  hb)  =  * ,      Jr "  cos(o  +  hb) = S 


setzt,  die  erstere  Gleichung  mit  —  l  vervielfacht,  zu  der  zwei- 
ten addirt  und  dann  die  Trennung  des  Reellen  von  dem  Imagi- 
nären vornimmt. 
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Nrt««o  wir  1d  I.  aod  II.  der  Kcib«  n*cb: 
o     «.    6  =  26.    »-  a;       <j     1146,    A=2A.  «t-ii; 


m  ethJten  wir  f<>Uct>.U  ■rrh»  Surnrnfttlonrn ,  brl  denea  wir 
der  kar«e  »rgrn  de»  Sunimrfurit  hin*  brdieorn  «olle«: 


fr-  1  >l»6 

«.    ^W-KSlf  I)*)  -.*^-.«'- ♦''•'*•-''•»•*». 

•    »  ..  51»» 
•     *»"  .    W.Ii       *?«•♦»*»  51»»* 

10   V  ,*.,.«u'MM> 


|l,ld«i         um  di«  D.f™..«,         f..  S  -7.,  11-».,     —  lf» 

♦ 

•     '***«'.         •«■""*'.*!       »""*  • 

.  5N  «  |  iM*|M  •  |  <«  +  l*>  . 
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14.  (-l)*.5in(a  +  /#6) 

Und  fahren  wir  die  Differenzen  der  £00.  und  Sin.  wieder  auf  Pro- 
dukte zurück,  so  ist  nach  leichter  Reduction: 

IV.   *o*a  -  <£c0(a +6)  +  <£c0(a  +26)  — ....  —  tfo0(a  +  (2n+l)6) 

SI«((fi-|l)6)^te(«+?^6) 

=  7^ — '  

V.    tf  00a  -  <£o0(a  +  6)  +  <£e0(tf+26)  —  o*(a+2»6) 

2n+l 


*O0.} 

VI.   5tna— Sin(a+6)  +5iu(a+26)  — ....  -Siit(a+(2n+l)6) 

Stn((»+l)6).*O0(a+^6) 


tfC04j 

VII.  Sina-$in(a+b)  +  Sin(a+26)  —  +  5in(a+2n6) 

-6).5iff(a+n6) 

Daraus  folgt  ferner: 

.       5ina— 5iw(a-f  6)+5in(fl-r26)— Stn(q+  2n6) 

VIU-  tfc0a-tfo0(a+6)f(£o0(a+^6)-....+tfc0(a+2n6)  —  5^a+n6)» 

<£c0ct— tfo0(a+6)+<£o0(a+26)  —  ....-<£e0(a+(2n+l)6) 


IX. 


Sinn— Sto(a+6)+Sin(a+26)— 5in(a+(2n+l)6) 
=:C0(«+^6). 


I'imI  tcrgteirM  man  dir»c  lte»»IUt<*  mit  III.,  »o  Ut: 
5t»«    5tit<<ttol  f  5*nf«   t5in/«r»«A) 

Stau  |  Sfn(«  4     |  Sin«  4  *»A)  4  ....  4  >*»"  «  4 
"  tf er*  4         4  6;  4  tf  er « f  -26)  I ....  |  fem  4  i*M * 

f:M-*e#«  4 4.^)-    -*c#<«  4  r.V  4 1 
Jim«    Jim.«  4  ''J  4        4  .,/»;  -  4  -«  4 1  >''/ 

5M«|5iii'«4»>|5i«r*t  JA)  4      4  5i«U  »  2- 4  I 
l;MU;M|6,Mf»  «4-'M4    4  *er«  4  2«  4 1  ' 

Aurh  *u«  iUn  Hi»bcricrn  wnlrrrn  Sil/»«  kann  man  unailf»! 
*m(  \ti*\fvtrm    in  *\*'t  Th<>'*rir  tirr  r\Ui«<hrn  t'tmrti'Mtrn  • 
f.    Zm  die»  er  rebrftr«*ur>~  ilii-m-n  tl.r  brlunntrn  S*Ue: 

i i.»MiJ" ,     4i*Ji     romj  ; 

|  *^  \  -   |      I*ni4  •<*  fin<l<~ti  wir,  iti  I«.  ZrirHm  H#n 

Niiami»n«««4lrtirkr*  iU«  riitgrKrine»rtil«*  » ml ,  M*hr»fMj  \'  .  \  I 
III.  «atmnd^rt  blfiU 
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IX. 

Versuche  Ober  die  elektrische 

Induction. 

Von 


Herrn  Director  W.  Knochenhauer 

sii  Meiningrn. 


Zweite  Abhandlung. 


Zu  den  Versuchen  über  die  Inductionserscheinuneen  bei  An- 


in  soweit  verändert,  das«  die  (ilasstäbe  AB  und  CD  in  einem 
neuen  Rahmen  auf  4'  Entfernung  von  einander  gebracht  wurden, 
damit  die  senkrecht  herablaufenden  Enden  der  gespannten  Drahte 
keinen  störenden  Einfluss  auf  einander  übten;  die  Drähte  in  ihrer 

Sanzen  Länge  gradlinig  zu  spannen,  gestattete  das  Local  nicht, 
ausserdem  war  der  Rahmen  erweitert  worden ,  so  dass  die  Drähte 
bis  auf  18"  aus  einander  gerückt  werden  konnten.  Um  die  Seiten- 
drähte OX  und  QZ  auch  mehr  aus  einander  zu  bringen,  wurde 
der  Funkenmesaer  Y  nach  Taf.  IV.  Fig.  4.  mit  den  Belegungen 
der  Nebenbatterie  selbst  in  Verbindung  gesetzt,  indem  ein  starker 
Draht  von  der  einen  Kogel  aus  gegen  die  innere,  ein  anderer 
von  der  zweiten  Kugel  aus  gegen  die  äussere  Belegung  fest  ge« 
klemmt  ward.  Meine  aufangliche  Absicht,  die  Kugelu  des  Fun- 
kenmessers Y  in  einer  constanten  Entfernung  von  einander  zu 
lassen  und  dagegen  wie  früher  bei  den  Scheiben  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
die  Batterieladung  je  nach  der  geringem  oder  grossem  Distanz 
der  gespannten  Drähte  zu  vermindern  oder  zu  steigern,  erwies 
sich  sogleich  als  unstatthaft,  da  die  Induction  bei  stärkerer  Bat- 
terieladung schneller  als  bei  schwächerer  abnimmt,  auch  das  Ma- 
ximum der  Induction  im  erstem  Falle  einen  etwas  längern  Schlies 


Tbeil  XIX. 
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eingrabt   .Irr  \rbrn1»4llrr»e  Ur.lrrt  ..I.  im  leUtern.     Hie  Art. 
dir  \  rrsurbr  ah/u*tr|lm  .   u.u  jUn  .Inf .  bgehend»  lullende:  Nwk- 
drra  ilrf  ><  liltf-«*iit<c«<lrari(  tlt-r  H.ui|>tl>.itterie  an»  einer  beatmita 
len  Lirige  kuiderdrabl  lulnrall   %ou  0..il»«  war.   Linien  l>ur»Km. 
frbildrl    und  dr«  kugeln  dm  |-'unkrni»ein»rr«  X  einr  fe»le 


ng  grgrben  war,    wrlrbe  die  Ladung  7  der  Ilai>|itb4tt*ric  tx 
iiNinlr,  nurdrn  dir  gr  »pannlrri  llraMe  bi«  auf  di*j«<iii**  Knlfcf- 
tinntt  »i»n  einander  gmi«  kl ,  wo  der  r  unk<  «mrMr(   }'  n«i>  h  eine» 
Tunken    Ton   «i  rfiig*trn«   0,1    bi»  Linien    Lang*    gab;  drin 

.S<-blir»»*jn<:»dr.ihl  der  ,Nr  brnbalterie  Mar  berrrt*  anriabrrnd  Hir)«»- 
nige  Linge  grgrb«n.  «rl.be  dt«  Maiiniuni  der  Indu«  I  ioo  liefet!«: 
da/auf  Miirde  dir»er  St  hli»  ^..Irahl  %rrktir/t  odrr  «rrlan^ert, 
bi«  da«  Mamnum  grnao  errmlil  M<r.  I.r»t  jeUt  ward***  die  rtt- 
krn  über  I  bei  drn  %er»i  biederten  l)n»tausen  drr  gf*panatcfi 
|lr  iblr  gmimaert  In  andern  \  •  1 1 «  n  mmi«I«*  di  r  N<  bli«'a»un£*dra»Wl 
ilrc  NrU«i»b*lSertr  w*  »fi»rr  Laue«  im  Maximum  der  lurJuetion 
au«  um        I*..     «erVürfl  <-«!er  trri.njgrrt     Hir  Hei  er  hnung  de» 

beiden  (  ort» Lauten  in  der  l«*rme|  i     .  .     .  %»rl«be  die  indurirtc 

.Spannung  i  d«-r  >rbet*batterie  aw»drü<kl,  gr«vrbab  immer  au*  den 
|lt*i>lt«4  bluiiL'^n  b«-i  dff  k)'*in*lrn  und  der  jjr»»«*»lrn  KnUetnung  de* 
|lr.«hfr;  r  I •«•/»■«  hnrle  ftbeT  abMrirbefd  gegen  früher  die  |>i»U*j 
in  j.ar  /.>ll<«.  da  biemarb  ruigi»ntrlU  »ur.le;  dir  Uertb«  ««hi 
a/,  <i  -1  tt  «imI  iUi  v'»"-'* -riH-ii  Ii;  l.'iual  Uriner  aU  die  in  de* 
ef*trri  Abhandlung  ^rlntid«*i»t  n  *i  |»ir  lin.b  ii  bieten  Wrilhe  % 
I  |  in  lifo  (m'^»-|u|i  »i  Tjbrjlrn.  »» »ie  ar.jj-  r'»rn  «irid.  It.ll  r  M- 
befi'bnrlf  kannten  imte«*  ni«  bl  in  rnil'rltur  in  |{e<  hnung  gem>ru 


«erden,  da  ».e .  Mir  trh»n  dir  in  der  n»h-n  Abhandln'*; 
mttg'th» -illr  lieibe  ,r,-\  halle,  t  ,rbrr  um  eu>*-  b<-»l  trnmte  /«bl 
%er  :!>•■■•  rt  werd**it  iiiii-»li*fi ,  um  i««-l«be  d«  f  |  milr  ii.ur«»rf  die 
.S|i4finuo'r  i»  »■•Um  dru  |lrl«'yuni'^n  drr  N.-U<  i.'»  .Itrrie  SM  klriaj 
ani  #b.    l»»r  (  «*rrrs  !■<•»  wurdr  d  •  lur«  b  m  uH«  Ii.  d*»r  r  trfrkra- 

me»«rr  )  Mrilun^r»  «*  »#  in  1.1  IV.  Ii-  .1  l«-k.iai ,  ««ntuirb  «« 
mm  num  U.iimmt"  /^U\  r  hm  dm  U..U  H  le^umen  eM- 
frral  M«r«J**)  —  Orr  »aui'uiji  be*  \<r*«rb#  «*4r^n  im  i«p|  %ee> 
•ebied«-nen  >C«Ml«*n  «ftiigi'«rff-»*|  ni»rd*n.  r»n  I  bed  n«  \\  inlrr  I*v4), 
4#f  «i»>irf <•  im  ^««MiK*er  l*v»l;  br.il^  \blbnlun jfii  imum  »•  b  aa»> 
#ina»«irf  killrn.  d«  dir  «»»tri»  mit  «Urin  klrmm  I  rbirr  ltrb«Ae( 
mtmd.  *lr««m  l.ntnd  i«b  bi«  |rUl  nt«  bl  anmirben  »pf«H*;  1<  b 
die  \  ef «uebv  drr  rt«l«  ü    tbtbnlvng  mil  nrv4i#brdH  br«,  *l»r 


•)     Vtffmm  4rr  ft«»»»W«M?  Vti  •*r|*  »<b      Ja*m  i>k  4\*  Wrflk« 


•#p    l*a  l«ur*«»«  r*4  W>l»e** 

|Wr           !,«»•»   tt»  k'm     I*  »«i»r  f«^«>4«   I  -*f»            •f^  ••■-.Cft»  0'ftk|  %»4 

i*  tu»         «•«-o*i>  f«  .i  .      I    i-    .  •  r«->i  f  ■•         w « «f  4<4> 

tfi«    I  ♦*L*H«...r  k*U«    tl<«    1  .ff»*'.    <«     t*tmm    <l**+4    I«  4*9 

4r|.     «i#             S.I           •  .4  «k|    b«i    i-t    V  .l..             ll*.tfc^  W4I  ««« 

•  ( 
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der  andern  mit  römischen  Zahlen  numeriren.  Im  Vertauf  der 
Beobachtungen  kam  ich  zur  Ueberzeugung ,  das«  sie  noch  unge* 
nßgend  blieben,  um  auf  alle  Fragen,  die  hier  aufgeworfen  werden 
müssen ,  eine  sichere  Antwort  zu  gehen ;  es  werden  hierzu  jeden- 
falls längere  gespannte  Drähte  erfordert ,  als  ich  anwenden  konnte. 
Ich  bitte  demnach  die  mitzutheitenden  Versuche  nur  als  einen 
Anfang  anzusehen,  dies  neue  Gebiet  von,  wie  ich  glaube,  nicht 
unwichtigen  Thatsachen  zu  durchmustern  und  zunächst  wenigstens 
diejenigen  Punkte  hervorzusuchen .  die  mit  andern  Mitteln  noch 
strenger  zu  erforschen  sind.  Dabei  wolle  man  noch  berücksich- 
tigen, das«  der  Zustand  der  Luft  oder  andere  Umstände  kleine 
Aenderungen  in  den  Zahlen  herbeiführten,  wenigstens  habe  ich 
bei  ganz  unverändertem  Apparate  an  einem  spätem  Tage  oft  etwas 
grössere  oder  kleinere  Angaben  am  Funkenmesser  erhalten  als 
an  ^  einem  frühem ,  ja  an  verschiedenen  Tagen  nicht  einmal  die 
gleiche  Scharfe  in  den  Messungen  gefunden.  Man  erwarte  also 
von  diesen  meinen  Beobachtungen  nicht  mehr  als  sie  gewähren 
können;  sie  geben  eben  nur  eine  erste  Annähernng.  die  als  solche 
selbst  die  sonst  nothwendiire  Rucksicht  auf  die  Ungleichheit  der 
angewandten  Flaschen  entbehrlich  macht.  —  Ich  gehe  zur  Mit- 
theilung der  Versuche  fiher,  in  denen  die  Länge  der  gespannten 
Drahte  8'  betrug. 


Nr.  1.   HB.  2  Flaschen  (1+2),   NB.  2  Flaschen  (3+4).  .7  =  37,5. 

Hdr.  =19',7;   Ndr.  =  22',0. 

Dist.  FM(Fig.3)iabgel.lFM(Fig.4)lCorr.|ibeob.  tber. 


1  Z. 

3 

o 

9 
12 
15 


6  s  15.0;  a£=577. 


25,7 

34,1 

29,6 

4,5 

| 

34,1 

22  9 

30,6 

26,1 

4,4 

30,6 

26,6 

22  1 

4,6 

26,6 

16.9 

23,6 

1<U 

4,5 

23,6 

14,6 

20,8 

16,4 

4,5 

20,8 

12,8 

18,7 

14.1 

4,6 

18,6 

Mittel  4,5. 


34,1 

30,5 
26.3 
23,1 
20.6 
18,6 


Die  Ueberschrift  giebt  die  Zusammensetzung  der  Haupt-  und 
der  Nebenbatterie  an;  beide  waren  hier  aus  zwei  Flaschen  gebil- 
det, nämlich  jene  aus  Fl.  1.  und  2.,  diese  aus  Fl.  3  und  4.  Das 
beigefügte  J  giebt  die  Ladung  der  Haupthattcrie  an ,  wie  sie  aus 
der  Entfernung  der  Kugeln  am  Funkenmesser  S  nach  der  frühem 
Weise  hergeleitet  war.  Unter  Hdr.  und  Ndr.  steht  die  Lange 
beider  Schliessungsdrnhte  notirt,  welche  das  Maximum  der  In- 
duetinn  erforderte;  die  Drähte  in  den  Flaschen  wurden  bei  zweien 
zu  0,5,  bei  einer  allein  zu  1,0  Fuss  berechnet;  der  Funkenmesser 
5  ward  in  äquivalenter  Länge  zu  0,7  Fuss  hinzugezählt  In  der 
Tabelle  selbst  enthält  die  erete  Columme  die  Distanz  der  gespann- 
ten Drähte  in  par.  Zollen  (im  Lichten  geroessen),  die  zweite  Co- 
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tumne  giebt  dl*  mm  Fo»kfnmf»Mr  I  b«oi 
an.  ala  er  a*,h  TV  IV  rig.  .1    an    .1','  tnu  den 
der  N  eben  bat  t  er  i*.  entfernt  *laiid;    au»  «liraen  Z.ible«  wurde  dl« 
Spannung  i  der    Nebenlutteri*  (i  abg  el  j  adeeleitet .    in«.»!»  im 
n*rb»t  J.V  addirt  und  dann  die  Spannung  »differen*  für  3'fl'  hin»« 
geJägt  wurde.    Narb   * nri.tMUgen  ile^barbtunvn   Kalte  »irb  nA r» 
lieb  r.rU«,  da»a  drr        T,l  l\    »luv  I  in  die  l^ilu.f  *,•» 
cr*rb«*lM  tir  funkeniue^-r  )   b»i  ,/.-J»i.7>  dir  Spanauo«  u* 
bei  «/    iJ.'iA  um  -I/O  fti  L(«*m  angab;   daru  kam  aua  der  rf»ira 
Abhandlung    i.'Jf»   l»rt  7 —  und  au»  einer  apjtt«*re  lt«-i.f»*rk- 

luug  \  er».  Nr  I  )  i .  V*  bei  J  .17.30;  der  in  die  Lei  tun*  tie-r 
tNebenbatteri*  eingeschoben*  r  unkenmeaeer  «ab  ala»  abalirb  «  m 
im  emUibeu  S«  hlienaungadraht  einer  ge«. Anheben  Hattert*  da* 


&y*nnmt%n  um  eine  tu  J  proportionale  4ir*«*a«  tu  gering 
Mittel  um  «l.ü  für  •/  4»'.U  Wurden  mit  den  an  berech  r>rt»a 
Wrrtben  «un  i  die  Angaben  dea  nach  Tel".  IV  Ki»  4.  unmittel- 
bar mit  dca  ItclettVhgPu  der  NcJirnhatterie  in  \  i 
dan  t'uukrnmeaaera  «rrglnben.  die  in  der  %i«-rten  ('« 
bitten  »ind,  an  machte  Mb  dir  ibn  in  dieaer  Stellung  e.ne  Vmt* 
rreti'«n  tun  4..1  bei  «/  l-ti.7.i  erforderlich;  dl«  Hei  he  Mr.  4.  gab 
dieaellie  I  ..rre«  ti»n  -t  11.4  bei  J  /7.3,  die  Ueibe  ,\r.  6.  i_t».lH>**t 
J=  VI  2.  cndl.rh  die  Keine  Nr.  I  -a  4.4  bei  ./  .17  >  Aua 
Aagah^n  »u*ammen  folgt»  eine  wirdrrum  mit  J  proportional 
»einlr  t'ftrref  tma ,  die  für  J  -  4l).tl  im  Mittel  4.5  Mar.  la  der  »rate» 
Aht  hnlting,  habe  tcb  die  unmittelbar  gefundene  («rrection  hr>t^ 
Halten,  in  der  ■  weiten  Abthcilnng  dagegen  bei  J  «17.5  die  beob- 
achtefrn  Wrrfbe  ton  t  um  4..I.  bei  J  A3.0  um  tl.O  und  b«-i 
J  M.7  um  7.Ü  «ergr.>»nert.  Ulli  man  dpmnarb  aua  den  tun  entf 
der  Klirre  wegen  in  den  (»Igeodrn  1  abr Neu  ala  l  beob  nntirten 
\Nrrthen  die  wirkfnb  frmr*>«eae  [h»t*ni  der  Kugeln  am  Funken- 
m«-a*ef  )  )*>arb  f-it  IV.  Ii«  4  )  in  par.  Linien  ableiten,  •>«* 
rnaarbal  dm  eb«  n  >i>mr.»4*ef»«>  t'iKreetinn  und 
3/34  aubtrabiren  und  d-a  Nr.t  m.l  d.%id.ren.  I>ie  .a  «irr 
(  U.UN  entbaltenen  um  44  «ergr,».ertru  Wertbe  f 

«/; 

wurden   narb   der  formal  i  -i.  ,         bererbnet,  und  dta  aua  drn 

beiden  luaaeratrn  Heobarbtuftgen  abgeleitetm  Wertbu  %an  6  «nj 
•  unter  di**  Itnba  gnaefrt.  Ihe  Odgenden  Tabellen  «erden  i»Kf 
«l»r  rr«t# ,  aeebafe  i»fii|  ai#bente  t 
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Nr.  2.      Wie  bei  Nr.  1.        N<lr.  =22  ,0  -f 


Dist. 

4  2' 

1  +4' 

+  6'  ! 

l<  beob.|i  berji  heob.  /  ber. 

t  beob.i  ber.  | 

1  L 

32,1 

32,1 

29,3 

29,3 

26,3 

1 
■ 

26,3  1 

3 

27,6 

28,0 

24,2 

24,5 

21,U 

21, «J  1 

6 

23,2 

23,5 

In  K 

jy,o 

I9.0 

lf>,f) 

10,0  i 

9 

20,3 

20,3 

lt),o 

1Ü,Ö 

12 

17,9 

17,9 

6  — 

12,7 

6  = 

9,4 

6  = 

7,5 

aE= 

441. 

aE- 

306. 

aE— 

227. 

Dist  1 

+  8' 

|i  heob. 

t  ber. 

1  Z 

23,5 

23,5 

2 

20,2 

20,7 

3 

18,0 

18,4 

5 

15,2 

15,2 

b  = 

6,2 

aE  = 

170. 

Dist. 

+  10* 

+  12' 

+ 

14' 

i  beob.ji  ber. 

i  beob. 

i  ber. 

i  bcob. 

i  ber. 

21,9 

21,9 

20,4 

20,4 

21,4 

21,4 

193 

20,0 

18,4 

18,4  ! 

2 

18,1 

18,4 

17,0 

17,0 

15,4 

15,4  j 

3 

16,2 

1  16,2 

6=53        6=4,6  6=4,1 


aJE:=134.      a£=112.  o£=94. 


Im  vorstehenden  Versuche  wurde  der  Schliessungsdraht  der 
Nebenbatterie  von  seiner  Länge  22  ,0  für  das  Maximum  der  In* 

duction  nach  und  nach  um  2',  4'        verlängert;   dadurch  sanken 

die  Werthe  von  6  und  aE,  die  letztern  jedoch  in  der  ' Weise, 
das«  von  -f  6*  (oder  -f  8')  an  das  Product  aus  aE  und  der  hinzu- 
gefügten Länge  (/)  constant  blieb;  es  ist  nämlich 

227x6=1362,    170x8=1360,    134x10=1340,  112x12=1344, 

94x14=1316, 

im  Mittel  also  a£x/=1350. 
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Nr  .1    tUttert«  niv  V.  I  J=ztf.S 


lh*t  Max 


r     |     —  4- 

Kr#iU  i  l»#-r.y  brob  i  br»r, 


4  l>«wtl»  i  brr. 


I 

17,       II,'»  M\ 

y  -ümi  i*»  s 
I*      IM  •  IM 

4>» 


31.1  il/t 

::o  ji,h 

IM  IM 


il.l 

l'I.U  (  |'».o 


f.  ,  10..'        A  ^S.» 

,  ui   «/;  j»u 


um» 


/,  :.i 
•*;~;ih 


H  |f> 


1         *4.4  24,4 

J  ,  IM  1h  «» 
5         15,4  IV.4 


6  VI* 


Inn 


IM 
IM    Iii,  4 


6  :*.o 
^lao 


■^4P|3      '  *^.<| 

ir.Ü  I7JD 


10* 


Der  .IrkbmMagttJraM  4f9  ll*«|»tb*lt»rii>  war  vi«  H"  trrlli»f»»tw 
«•darrt)  risr    gl*»*  kr  \  f  rUneerwnf  Mr  d»r  N«4»*-nbattm«>  n«tb 
«nidif   w«rdr,    drt   Irt/frfr   .S«  Mit- *»unf«dr*b<   «urd*    »arb  wmA 
m~k  mm  1  .  4'       %r.Ur,l     \  ,k  her  M»d  d.r  HrudiKf«  •«*  -/ 
«•d  «Wr  {«itr+nrnm—rm  U>.|«  «. *•!«»!.  »imlrrb 

•at.il  .i«  M.lirl 

/.  -  /  MIM 
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Nr.  4.   Batterie  nie  Nr.  1.  7=27,5. 
Hdr.  19',7;  Ndr.  21'.5. 


Dist.  !FM(Fig.3)-|  abgel 


1  Z 

'2 
3 
6 
1» 


18,9 
17,7 
10,8 
14,6 
12,8 


25,0 
23,7 
22,6 
19,9 
17,8 


H\M(Kis.4)l(orr.|ibeQl).|r  her. 


21,6 
20,2 
19,1 
10,5 
14,4 


3,4 

25,0 

■ 

25,0 

3,4 

23,7 

23.8 

3,5 

22,8 

22,7 

3,4 

19£ 

20,0 

3,4 

17,8 

17,8 

Witt.  |  3,4 


6=18,7;   «£  =  493. 


Nr.  5.   Batterie  wie  Nro.  1.  7=53,2. 
Hdr.  19',7;  Ndr.  22',5. 

Dist.  |FM(Fift.3)|i  abgel.|FM(Fig.4)|Corr.fi  beob.f/ber. 


6=13,7;  o£=630 


Wie 
Dist. 

Nro.  5.            Ndr.  22,5  +  

2'      I      +4'      1      +6'      1  +8' 
i  beob.lDist.  !/  beob.lDist.  |i  beoh.|Dist.  libeob. 

1Z 
12 

40,2  1 
21,0  Il2 

36,7 
17.7 

Ii' 

33,2 
1  20,6  1 

s 

29,5 
18,2 

6=11,0  6  =  9,3  6=7,2  6=6,9 
o£=483      «£=377     «£=272  a£,'=227 


Dist.  U'beob. 

+  12' 
Dist.  |i  beob. 

1  26,9 
4     1  18,6 

* 

1 

3 

24,9 
18,8 

6=5,8 

6= 

=5,2 

aE  —  1 82 

«£=155. 

104 


Wird  die 
Nr.  5.  der  \V»rtt»  «»«  6. 


1 1    .II-Ja     _  .   _|     t    .  _  _|  .1.1  | 

.Nach  Mr.  fl  blribl  ton  /:=&'  an 
=  IMÖ     ISJO^IWÜ)  in  Mittel  I 


Nr  I.   HD.  S  Flaaefcc«  NB.  I  H«.cbc  (I).  J*r.T£. 

Hdr   IV,7 ;    Ndr  3M- 

|)Ut  K1|(Fif  3M  «HfH  FM(Fif  4)  Torr  i  bo»h  ,  k>r 


1  z 

XI  .0 

40.1 

M.O 

1 

.  4.4 

3 

tfÜ 

04.fi 

30.1 

,  4.1  ;w.4 
4/2  '2V.0 

;u.5 

6 

•24.0 

*2*.v 

24.7 

IV.I 

*4,fl 

J0.3 
ITH 

4J  J4.H 

24.4 

W.I 

4/J  *  au 

'21.3 

M.tt.  |  '44 


*    IU;  «/; 


Nr.  II.   Wie-  Nr.  I. 


Vir.  38J 


M/u 

IZ 

3 

33.H  tili 

6 

9 

II 

1  IV.7 

6  =  W,W 

-4' 


j  |»ft»L  f  bei  f  brob  i  l»  r. 


31  ;i  jj.3 

'24J  21. '2 
IV.«  |ltf.V 


'2M  l  .^.rt 

/i.l  i.'2.l 


0>.t 


h    7.7  6 

oji 


T.i 


3?.4  |  12.4 

r>.o  *vi 

IV*  IM 


i  brob  i  ber 

1  %     Dil  H 

'2**  *2M 

3         ii.Ö    23.  s 

i 

A-4.4 

•  I,  210 

mt  IM 

>H)*\0=tm      IS4xl2  IM* 
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im  Mittel  «£x/=l974.  Der  Funkenmesser  Y  schlug 
an  schon  ziemlich  u reicher,  daher 


ron  —8' 


Nr.  III.   Repetition  vou  Nr.  L  und  II*) 

Max.  —  W  -12' 

l  Z|40vl|  6  =  12,51  1  Z|3I,6|  6=5,2  I  1  ZI29,1|  6=4,5 
12  Z|22,ll<i£=54ll  3  zl'23,8!a£=194  I  3  Zl2l,3laE=161. 

Hieraus 

194x10  =  1940   und  161x12=1932, 
im  Mittel  ö£x/=1936. 


Nr.  IV.   Repetition  von  Nr.  I. 


1  Z  I  39,8  I  6  ss  12,0 
12  Z  I  21,7  I  o£=524. 


Nr.  V.   Batterie  wie  Nr.  I.  J=37,5. 
Hdr.  27',7;  Ndr.  54',0. 


Dist. 

i  beoh. 

i  her. 

1  z 

36,9 

36,9 

3 

31.3 

31.6 

6 

25,7 

25,9 

9 

22,0 

22,0 

6=10,8 


Nr.  VI.   Repet.  von  Nr.  V. 


1  Z  I  36,6  I  6=10,6 
9  Z  I  21,7  «E=425. 


*)  Der  Kurse  wegen  werde  ieh  da,  wo  nur  die  beiden  äussertten 
Beobachtungen  angestellt  wordeo  sind,  die  Ueberschriften  Dist,  und 
/  beob.  fortlassen. 
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Nr  VII.  HB.  3  »Wh,»  <U'2+3>.  NB-  I  m~W«  (4).  J=J7j> 
lUr         :    N4r.  54  .0 


IZ     45  h  4S.Ä 

3       3h.:  Kl       A  10.* 

*     3-ii         «/;  wi 

ri    1  -m.: 


>r  VIII   ••<]  IX     ltr,.H  tu« 


I  Z4.VH  4-10.4  I   I  7,4.1.3  4=10.7 

u  zxuL#.  =  5-r.  I  ü  z  A3.«/;  .5/1 


Nt  X    Wm  Nt.  VII.    !\4r  M'JO  1* 

I  35  3I.M   4     I  ii 

4  Z  iU.Hal.    INI»  «'X' 


U  6+m  \  rfvrhm  |  In-  IX   «timmtr  tllr  l.&tiC»  «Im  .Vfcbe» 
>(«  4er   Vfc#»Wlen#  b*tm  M*lUwr»  4»f  lnd«rt»o« 
ti^urt  »•!  4rm  4«e*rtfe  Ohrrvin  .    #!»••  rr  «ir4i  ufRcekebrt  «•« 
lt«Midrftfct    mt0  die  I  Lax'keiitjM    in  Indrf»  Haften?*  teffcWf*. 
*U  wie  dir«  b#i  4»«  Vf»#»««bra  I—  3  d«r  KaII  t*mcari*  w»r,  dr« 
Wik  «.rdm  die  letol«»  \«*.«rb«  Ur«  »Udmh.dl.    ^i«  M  b 
«trkWb  -~  Urm*  l>,frc^,  fr**,  rtg.U. 


>,  XI  u,.a  XII    IUI.  MWbrn  (lf?),  Mi  1  KUicWt  (3|4 

114«   l'A?;  Ndr 

I  7.31  h   ftsUM  I   I  Z3M    *  l*i 

Ii  /  I 'MW.  -^41.  I  Ii  /  K4«i.  14.' 

«w.  xia     xi\   iwit.  »»  v  \i.  j—isß 

lldr.  W  T.    \dr    il  ^ 

I  IUI.«    4     14  I  |    1  7  ll>  4^IV 
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Nr.  XV.   Batt.  wie  Nr.  XI.  ^=53,0. 

Hdr.  3t',7;   Ndr.  33',5. 

I  Z  I  36,1  I  6  =  8,8 
9  Z  I  19,9  I  «£=353. 


Nr.  XVI.   HB.  1  Flasche  (2),    NB.  2  Flaschen  (3+4).  /=53.0. 
Hdr.  32'*;   Ndr.  W,!*) 

Max.  ■  -f  2' 

1  Z]30,0|  6  =  11,4  I  1  Zl28,2i  A  =  10,4 
6  Zl21,4!fl£=372.  I  6  Z  lilM 

•.    |l\    -»i^.T    .  -Ii ./Hl   il  :»   Uni  .liiiil/"    I  ii'  0 

+  (V 

f.  Hl  .Mt«:.i 


+  4' 


1  Z[25,2|  6=7,6  I  1  ZI22.7I  6=6,1 
4  Zll8,8l«£=217. 1  3  z\\7,?\aE=zm. 


Nr.  XVII.   Batt  wie  Nr.  XL  J=53,0. 

Hdr.  47',7;   Ndr.  49',5. 

1  Z  I  31,0  I  6  =  8,1 
6  Z  I  20,0  I  ci£=  28Z 


Nr.  XVIII.   Batt.  wie  XI.  J=63,7. 
Hdr.  47,7;   Ndr.  49',5. 


1  Z 

6  Z 


36,0  6=7,2  I  1  Z|35,5|  6  = 
22,4  aE= 296.  I  6  Z\nA\aE- 


7,5 
303. 


Nr.  XIX.   HB.  1  Flasche  (2),  NB.  2  Flaschen  (3+4).    J  =  63,7. 

Hdr.  48',  2;   Ndr.  29*,5  **) 

1  Z  I  29,5  I  6=8,5 
5  Z  I  20,7  I  a£=280. 


*)  Diese  Länge  des  Sehend rahU  entspricht  dem  Gesetse  Tollkom- 
men,  da  da«  Verhältnis«  Ton  Fl.  2  sti  Fl.  3+4  wie  1,097:1,927  oder  wie 
1:1,76  ist. 

**)  Die  Länge  de«  Nebendrahts  ist  in  beiden  Fällen  ku  gross;  dies 
Verhältnis«  tritt  ein,  wenn  der  inducirte  Strom  an  Lebhaftigkeit  verliert, 
wobei  die  Angaben  des  Funkentucsscrs  unsicher  werden.  S.  das  Folgende. 
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Nr  XX    IUI.  I  IWb*  vi).  NB  3  FUacbea  (1|JV4) 

Hdr.  4*.*;    Ndr.  I»\d~) 

Mm.  +  4 

tZ*l.7  ftaltJIIZ^  4=:^      .  .  „ 


Da  Irb   di«  Prodar!««    «£x/  K»uaui»r   b«atima»t  aa 
•cbU,    di*-  ia  I(0<1m«M   a«f  »riaa  frubcra  t'aler.ui 
(Jabrc»b.  d.  VNmni.  Ar  ad  >   er»!  roaataat  wrrdrn  kftaaea,   »m  / 
bei  gleirben  Battariea  a»be  <l«e  Maga        fr.  Hei  II  It.  J  H  NB 
III  %oa  I T,  bei  Uli.  31*1.  .Nil,  1  H  «aa  Mi'  «ad  bei  ttm»rkrb' 
Irr  Ha«cb*aaaaJ  loa  S1.'  uimI  »«m  4'  rrlatk'l  hat,   a«  Mirhta  trW 
dta  Uaaaltat*  toa  klr.net,  IVhlrra  ia  der  LaaKe  de.  Nebeadral*« 


Matiaiaai  dadareb  aaibbaaflg  sa  marbea,  da««  kb.  «ow 
e«  m'*i;1icb  war,  elae  gieirbe  Lang«  Drabt  furtaabm  um)  h<nt«>. 
fdgie,   anil  daa  Mittel  ma  beulan  Aaxabca  al«  daa  a»»f» tKrr ti.J 


Nr  XXI    HB  3  Flaarbra  fHip).  MI  I  KWbc  (4>  <f  37.3 
Hdr  IV.7;   Ndr  54  .0. 

|Ä  I  7.  TU   4s4.H  I         |  ZW.4    6  =  5.5 
~,0i4  Z  »1,3  «#,  =  1*1  I  *,04  ZAU«r\^IW 

af;  x/~3<m 


Nr  XXII     IUI  2  »Wbaa  (M  i).    MC  I  tWba  (4).  ./  37.5 
Hdr  IV.  7;    Ndr  3K  \ 


t     I  Z10.9 
•  4  Z.JD 


Miai*  I  1  w  •  4  zwo*«/;  üi 
•#;x/=iiuo 


Wr  XXIII   HB  3tWb*a<l|  .'  .  MI  *  r  ta*cbea  (3 1 4)  iJ?A 
Hdr  IV.T ;    Ndr  Jü.M 

♦  ,V  4  ZI4>*#,     Ii«»  a/,X/:=l4M> 
*•>  av  .wi«rWii* 
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Nr.  XXIV.    HB  2  Flaschen  (1+2),     NB  2  Flaschen  (3  +  4) 

•7=37,5. 

Hdr.  25',7;  Ndr.  27',5  (angenommen). 

Ä,|I  Z|24,5|  o=6,l    I  .  ö,|l  ZI22.6I  6  =  6,8 
-öl4  zll7,2«£;=173.  I  +  8  14  zli6,3!«f;=177. 

fl£x/=1400. 

Nr.  XXV.   HB  2  Flaschen  (1+2),  KB  1  Flasche  (4).  J=37,5. 
Hdr.  25',7;  Ndr.  Ö0',5  (angenommen). 

invJl  Z|31,9|  6=6,6  I      101/  ,11  ZI28.li  6=6,6 
-J%l4  Zi22,9la£  =  244.  |  +  W'*U  Z!20Jla£=211. 

«£x/=2304. 

Nr.  XXVI.   HB  1  Flasche  (2),    NB  2  Flaschen  (3+4).  J=37,5. 
Hdr.  26',2;   Ndr.  15',5  (angenommen). 


C,|1Z|17,1|  6=6,5 
+  °  13  Z|  13,51«  £=129. 


aExl=lli, 


Nr.  XXVII.    HB  2  Flaschen  (1  +  2),     NB  2  Flaschen  (3+4). 
7=53,0. 

Hdr.  25',7;   Ndr.  27',5  (angenommen). 

•ft,ll  Z|32,3|  6  =  5,8  I  Lo,llZ|30,6|  6=7,3 
-  8l5  Zl20,4lo£  =  2^0.  I  +ö  15  zl2fMNo£=2S4. 

«EX/ =1896. 

■ 

Nr.  XXVIII.  HB  1  Flasche  (2),  NB  2  Flaschen  (3+4).  J=53,0. 
Hdr.  26',2;   Ndr.  15',5  (angenommen). 

,«,|1Z|23,7|  6  =  7,4  |  ,  R,  |1  Z|2I,6I  6=7,0 
+  6  |4  Zll7,5|a*;  =200.  !  +  ö  |4  zllö,7lo£=174. 

n£x/=1296. 
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HO 

.Nr.  XXIX.     HB  2  (WU  (I  |  2>,    .NH  3  Mwekm  (3  |  4k 

J  fU.T 

H«ir.  Nilf.  *27;J  (a»crrt<»M)m). 

z;2i.:«#^     I  ♦ *  «  z[^«/;=3(M. 
«/,;</  jni 

Nr  XXX.    IUI  I  »Wh«  (!\  Ml  J  1  Wkm  MM).  J 

fUf    iÖ'/i;    M,     1*4  CacMMMr«'. 

I  Z*Mi  Ar^TH  I        'I  Z»üi.n  A=M 
»  "14  Z  JUi<ft.._„*.VJ  I  f^   IZIjO«/,  ,-jli 

V  XXXI    III!  I  H*~kr  (  J, .  MI  i  Ha^km  (3f  4>.  ^  ikO 

H«lr.  .li'.'J;     >.lr  |v.J. 

M     i  Zfio  i  a  in.:  a      \  7.  .vi  » 

«i.X/  IOJV 

Nr  XXXII.    Uli  I  Ha»*H#  r»j.  MI  i  I  Um  km  (-l|lj.  J=*'3~ 
IWr  i:.-f;    Vir   |  <  .1,. 
M      I  7.  14  7        in.»  ,  |  /  ;.i  •  4 

•  /,.-:/  IH» 

V  XXXIII.    IUI  I  Ii...«  kr  ..'  .  Ml  I  ll..ck.  (4  '»    7  >Xü 

ü  Z  JU.U/  **\  I  4  /.  I  -  I«j||  /i.v. Ii W.  JIO 

•  #..</  I!pU> 


ft«f  4*«   H«Mi|«t«  ;«4h| 
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Nr.  XXXIV.   Batt.  wie  Nr.  XXXIII  7=63,7. 
Hdr.  32',2 ;   Ndr.  33',5  (angenommen). 

Max.  —8'  +8' 

1  Z!43,0|  6=8,0  Ii  Z|33,2I  6  =  5,1  I  1  Z|33,5| 
9  Zm,7\aE  =38644  Z<22,2la£=202.  I  4  Z|  24,01 

» 

a£xl=]m. 


6 
aE 


:6,6 
254 


Nr.  XXXV.   Batt.  wie  Nr.  XXXIII.  7=63,7. 
Hd.-.  48',2;   Ndr.  49',0. 

Max.  —8'  +  8' 

1  Z|36,0|  6=7,2  II  ZI27.7I  6=5,911  Zi32,2|  6  =  6,3 
6  Z|22,4|a£=292.U  Zll9,4|a£  =  19314  Z|22,9|a£;=227. 

a£x/=1680. 

Nr.  XXXVI.  HB  1  Flasche  (2),  NB  2  Flaschen  (3+4).  7=63,7. 
Hdr.  48',2 ;    Ndr.  29',0. 

Max.  —8'  +8' 

1  Zl30,4|  6  =  8,7  II  Z|23,9|   6=5,4  |t  ZI23,0|  6=6.4 
5  Z|2I,5|ö£  =  294.  I  3  Zll8,4fa£;=153  J3  Zll8,lla£;=17i. 

a£x/=I304. 

Die  Angaben  des  Funkenmessers  wurden  in  den  beiden  letz- 
ten Reihen  unzuverlässig.  Um  die  Fehlergrenzen  naher  kennen 
zu  lernen,  welche  in  den  Wertben  von  6  und  aE  liegen,  wurde 
folgende  Reihe  angestellt: 

Nr.  XXXVII.   Batt.  wie  Nr.  XXXV.  7=63,7. 
Hdr.  48  ,2;   Ndr.  49',5. 

Dist  Ithooh.liber. 


1  z 

36,6 

36,6 

2 

31,7 

32,7 

3 

28,2 

29,0 

4 

25^9 

27,0 

5 

24,2 

24,8 

6 

22.1 

22,9 

7 

20,9 

21,3 

8 

19,7 

20.0 

9 

18,7 

18,7 

6=7,4 
aE  =  304. 
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ihr  «».  Di.t  I  imd  tZ  abe.rtaite<e«  Werlb«  von  6  a£  4ra 
rfcea  dt*  Keine  atrbl  a.ebr  rolWtind.*.  die  brob.  Zable«  we* 

dra  bri  f?«»««»rn  IHetaatew  aa  gro»e.    iHu»  der  (traed  ia  de» 

fflf  ff  ge*nönnt«u  Hralil   se  lanv'r»  N»  Mir#«un n»li«»i;eii  dar  Hatt(>' 

l»after»e  liegt,  airtil  in  der  etlrieeea  Indult«  der»elb«o ,  iei««-i 
tiarbfttrbriiiU  Yeraarbe. 

Nr  XXXVIII.    Ball,  wie  ior.  Nr.    7  =  «.? 
Hdr  *M;  Ndr. 

IH*I   fbaob  iUo 

I  Z  i  '  4X9 

i     |  45,1  IM 

3  \  4i,4  4-',5 

4  |  40  0  r""ilr 

«•       JU  TU.« 

Ii  irt/i 

■ 

V.  XXXIX.  HU  9  Flaarbra  <I|J).  MM  rWb«<4     ,/  .Si.ll 
Mir  |V\7;    Mdr.  Ä  > 

I  Z  34.5  j  WJS 
3        4#i.i  I  ITi.l 

*  ;tvi  r.«j 
ii   ■  r.7 

Oberbite  dU  V#t»urka  welfcr  au*;**drbat  »mim  mit 

»ea,  m  freie«  eWb  b«r»ril«  attiiK*  <»r*et<r  kmor,  *nf  wrlrbeirb 
Ji«*  V  ufrn«rb*aa^rtl  ia  ri<  bl#a  wün»cb*  |rb  »1*11*  bime  d** 
Wrtih»  i*a  4  und  ei.  bei«  Maiiauiei  der  ladurltoa  la  fwlgeeate* 


4     10  I 

mk.  Ii.».» 
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Flaschenzahl  in 


]\ir  <1pk 
VprmicliA 

HB 

NB 

Hdr. 

Ndr. 

J 

\aE 

 Vi 

AI. 

. ) 

M 

A 

TT"" 

<><k  V 

i>40 

XII. 

»> 

>» 

>* 

>» 

10.2 

542 

1 

•» 

n 

o-Vn 

12 

1 5.9 
l<;  1 

577 

1 

1. 

o 

A 

1 
I 

38,5 

21 

1  1..) 

III. 

yj 

>> 

»» 

21 

.• » 

12,5 
12  0 

12,(1 

541 

IV. 

11 

LI 

Li 

21 

21 

524 

*-*  ^ 

VII. 

3 

1 

21 

54,0 

21 

10,8 

541 

VIII. 

99 

11 

LI 

22 

Ii 

10  1 

5;>7 

IX. 

>* 

21 

u. 

£? 

«> 

10,7 
in  r» 

529 

»Mi 

XIII 

J %  III. 

0 

9 

A 

11 

21,5 

53.0 

1  4  1 

14,1 

\IV 

>» 

)* 

»J 

ff 

1*1  7 

Oll 

ü 

M 

»» 

11 

22,5 

53,2 

13.7 
13.8 

636 
1)27 

X*  V  V  1  V 
AAAiA. 

o 
A 

1 
X 

38.5  53.0 

in  i 

1U.  1 

XV. 

2 

2 

31,7 

3.3.5 

53,0 

8.8 

353 

XWIII 

»  .\  .M  Iii 

T 

1 

32,2 

33,5 

21 

8  7 
o,  / 

300 

XVI. 

1 

o 

n 

'  18,5 

21 

11.4 

322 

XXXI. 

u 

»» 

»i 

ii 

21 

10,7 
11,0 

353 
302 

XXXIV. 

1 

1 

u 

33,5 

03,7 

8,0 

380 

XXXII. 

1 

2 

l«i,0 

10.2 

388 

XVIII. 

2 

2 

4/,/ 

40,5 

03,7 

Li 

211ü 

XVIII. 

»» 

j« 

10,0 

ii 

303 

XXXV. 

1 

1 

12 

2*2 
7,3 

202 
202 

XIX. 

1 

o 

«> 

20,5 

11 

8,5 

280 

XXXVI. 

21 

»> 

20,0 

i* 

8,7 
8,0 

221 
&S7 

XX. 

1 

a 

>» 

10,4 

ii 

11.1 

323 

Zunächst  erficht  <lic  blosse  Ansicht  der  Tabelle,  dass  bei 
unverändertem  Schliessungsdraht  und  bei  unveränderter  Ladung 
der  Hauptbatterie  aE  constant  bleibt ,  wie  auch  die  Nebenbatterie 
geändert  werde.  Zweitens  lässt  sich  entnehmen,  dass  ebenfalls 
bei  cunstanter  Leitung  und  Ladung  der  Hauptbatterie  d  auf  9/4 
und  auf  %  Heines  Werthes  sinkt,  wenn  die  Flaschenzahl  der  Ne- 

Thal  XIX.  8 
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breb<iltrri«  tut  }1*M'briif<tbl  der  |laii|>tb«ttrric  «on  drm  Vrrbfttl 
i<i««<~  I  I  auf  da«  \  rrhaltui««  I  :  l2  und  I  :  >\  ilbrfßrbt ;  lirt  nmcrL«-W> 
trn  \  i  fbiltm*.<n  »teigt  A  «nf  *  i  und  auf  *  t»rinr*  Wrrthr«  *)  W  rWW 
Arn.i^ronprn  6  and  mit  trrandrrtrr  l^dung  drr  Haiiptbattrf  «r 
rrlf-idrn.  rnfl**ro  dir  »|»atrrn  lirobarhtuncrn  rrtfrbrn,  da  irb  b»r* 
rmr  gfDMo  \  rrJkndnli«  bbrif  mit  drr  Alt  drr  I"  la*»«  brii ,  <»b 
•  «n  »tjrLrrni  odrr  •rhw  fcfbrrai  (*U*e  find ,  bereit«  »*  ahr  Ef*f»o»i»rm 
b«br  Bei  «IruKi  r  L».!ui,_;  -Irt  |lau|itbattrrir  »4  brint  n/.  mit  dr* 
l.Angr  dr-Schh-  ..t;».-»di  ,t.lr*  /a  ainLrii .  d<n  b  «irddir»r  l,ar>re 
rifKh  drr         t,|.r...  t»«  ii.  n  l.uftarlitcht  und  wrgrn  drr  <.U» 

«tarke  drr  fWI.ro  r.rr.Kirt  «rrdru  m,WfO     liri  7  =  ;iT^  Ul 


rtfßX  JO=10TJO.    OixÄ  (Nr.  V  )  -  liMUN; 
bri  ^-534)  Ul 

0£tX'JO=  1.900.  359xli  -  II4HH,  *JKJx4*  (Nr.  X\  II.)  = 
endlkb  bri  7,  «U.7  Ut 

«VxJO  (V.  XXXVIII.)  =13110.  >:x3.'=I23HI 

«rvd 

W  X  W  «  14016 

Au«  drr  /«.«»»«raateHW  det  Wertb«  %*b  «JJx/  rrball 


•l    \«cb  G~»fa*  IM   im  m*im+r  «Lb.   P*ft    Am    R  T| 

r  »O  4»«  fc**b«'blrtr  Laiwf  »  *?  rfrr  \cfc*mfcaHrH*  Birkl  aU  *.  •••>- 
«Vr«  4**  l*iu*«  «u«  4w  M«*riWu~.«  mmUmU^m. 
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Flaschenzahl  in 


Xr  Ave 

» -  i  

»  t?  IMI L  IIS. 

1 

HB 

1 

i 

NB 

1 

■ 

|Hdr. 

1  J 

■ 

1 

XXIII. 

2. 

2 

2 
»» 

19,7 
t» 

1 

37,5 
»» 

1480^ 
l.$i>0  > 

II. 

2 

1 

»» 

»» 

19/4) 

Hl. 

n 

>» 

»» 

»» 

1936/ 

XXII. 

»• 

»» 

»» 

f » 

2100) 

X. 

3 

1 

>» 

»» 

2928  j 

XXI. 

V» 

3024* 

XXIV. 

2 

2 

f  Vf*  ^V 

25,7 

» 

1400 

XXV. 

o 

1 

»> 

23 94 

XXVI. 

1 

2 

26,2 

»* 

774 

XXVII. 

2 

2 

25,7 

53,0 

1896 

XXVIII. 

1 

2 

26,2 

1296 

XXIX. 

2 

2 

25,7 

63,7 

2432 

XXX. 

1 

2 

26,2 

1600 

XXXIII. 

1 

1 

32,2 

53,0 

1560 

XXXI. 

1 

2 

»» 

»» 

100«, 

XVI. 

»» 

»» 

u 

972  * 

XXXIV. 

t 

1 

*» 

63,7 

1824 

XXXII. 

1 

2 

1350 

XXXV. 

1 

1 

48,2 

63,7 

1680 

XXXVI. 

1 

9 

»»  I 

1304 

XX. 

l 

3 

»>  1 

» 

776 

Wie  wenige  Schärfe  auch  diesen  Zahlen  zukommen  maj?, 
so  trage  ich  doch  kein  Bedeuken ,  aus  ihnen  als  Gesetz  abzulei- 
ten ,  dass  hei  constanter  Ladung  und  Leitung  der  Hauptbatterie 
die  Producta  aExl  !sich  wie  1:%:2  verhalten,  wenn  das 
Verhältniss  der  Flaschenzahl  in  der  Nebenbatterie  zur  Flaschen- 
zahl in  der  Hauptbatterie  wie  1:1,  wie  1:2,  wie  1:3  ist  und  um- 
gekehrt, dass  die  Producte  aExl  von  1  auf  %  auf  V2  sinken, 
wenn  die  Nebenbatterie  zur  Hauptbatterie  von  1:1  auf  2:1  und 
auf  3:1  übergeht. 

Versuche  mit  gespannten  Drähten  von  4'  Lange  Hessen  sich 
in  einem  zu  geringen  Umfange  durchfuhren,  als  aass  daraus  be- 
sondere Schlüsse  hätten  gezogen  werden  können.  Man  findet  die 
vorher  über  b  und  aE  beim  Maximum  der  Induction  gefundenen 
Gesetze  bestätigt,  erkennt  auch,  dass  beide  im  Allgemeinen  nur 
halb  so  gross  sind  als  bei  gespannten  Drähten  von  8'  Länge,  es 
fehlt  indess  zur  festern  Begründung  die  Kenntniss  über  den  hem- 
menden Einfluss  des  Schliessun^sdrahtes  selbst.  Bemerkenswert! 
ist,  dass  die  Länge  des  Schliessungsdrahts  der  Nebenbatterie 

8* 
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/u  k"tj  auffallt :  hirrtn  tritt  dieselbe  Fr»«hrinang  benor,  die 
..f.rii    Int  <lrn   Wnurhrn  \\\\.  und  »%  *br«r0..ioax-» 

uurde.    i»^hiIm  Ii  <Ij»h  iIa.   »'»  dir  tpdurirt-mlr  Kraft  drr  tUufit 
1.jl|»  r».'  xii  erring  wird.  «Ii*  .V'bciibattrrir  rit»r  Teitdriu  irigt.  in 
ihm  W  irktiti^»t«fl-t»<*  »ich  dn  IU«i|itb^tterir  nicbr         Ii  iu  »lef 
Jon     Ihr  \rr»utbe  »ind  fulgrndc 


Uli  I  n^rhc  VI),   NB  1  FUtIi«  (ij     ;  =  57A 
Hdi.  14.J;    Ndr.  13.0. 


|)iat.    i  br*oh.  i  b**f. 


I  z 

l 
I 

5 
Ä 


1 

I 

1  l'M) 

i:.: 


i 


.'VI 
s 

IM 

i:r 


6:  :.a 

«/, ZU» 


Mfi  j  n,,rh^  m  f.-.,  mi  i  fu«Ii«  (ii.  j  r  *. 

HU   H.J,    .Vir.  .f>\a 
|>i*t   i  |i*f  Ii   i  I  rr 


1  /,     :i  i    M  i 

.♦Mi  >  :i  • 


A  i.T 


M.:  M 


IUI  III  .1  |\!|  .»>.    Mi  I 
Ufr    Iii.  VI, 

I>,.t   .»>.  .b  .  r.r 


I    /  LH   l      .1*  | 

i     :  .AU   •„".*  I 

•  .'ii  . 
:i  ;  ■  Ii  I 


t,  Ii 
♦•/.  ..:io 
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Hü  1  Fl.  (2),   NB  1  FI.  (4)  7=53,0. 
Htlr.  14',  2;   Ndr.  15',  5. 
Dist.  |  /  heob.l  i  her. 


1  Z 

2 
3 
4 
5 


■ 


30,5 
32,0 
28,0 
20,1 
23,9 
22,0 


30,5 
32,2 

20, 1 
23,9 
22,0 


6  =  0,0 
aE  =  277. 


Hü  2  Fl.  (1+2),   NB  1  Fl.  (4).  .7=53,0. 
Htlr.  14',2;   Ndr.  20',5. 


Dist. 

/  beob.ii  bcr. 

1  Z 

44,5 

44,5 

2 

38,0 

38,2 

3 

33,4 

33,5 

4 

29,9 

29,9 

5 

27,0 

20,9 

0 

24,5 

24,5 

6  =  5,1 
<z£=273. 


Ausserdem  hatte  ich  eine  Reihe  Beobachtungen  angestellt, 
in  denen  Platindrähte  (PI.)  von  je  17  Zoll  Lange  und  0,081  par. 
Linien  Durchmesser  in  die  Schliessungsdrähte  eingeschaltet  wa- 
ren. Von  der  einen  Seite  bewährten  sich  diese  Platindrähte  als 
annähernd  mit  2' Kupferdraht  (K)  äquivalent,  von  der  andern  Seite 
hemmten  sie  aber  die  Inductionskraft  insoweit,  dass  die  Versuche  be- 
schränkt wurden  und  bis  jetzt  kein  festes  Ziel  erreicht  werden  konnte. 
Ich  halte  es  für  genügend  3  Beobuchtungsreihen  mitzutheilen ,  von 
denen  die  beiden  ersten  zeigen,  dass  die  Platindrähte  in  Bezug 
auf  die  Länge  der  Scbliessungsdnihte  beim  Maxiraum  der  In- 
duetion  nur  mit  ihrem  äquivalenten  Werthe  in  Rechnung  kommen, 
die  dritte  eine  Vergleichung  mit  der  ihr  entsprechenden  Reihe  in 
der  ersten  Abhandlung  gestattet,  wo  der  inducirte  Strom  mit  dem 
Luftthermometer  gemessen  wurde.  Dieser  Versuch  giebt  6  =  8,0 
oder  nach  der  frühern  Weise  6  =  95,7;  das  Luftthermometer  gab 
6=93,5,  beide  sehr  wenig  voneinander  verschieden,  was  zum 
Theil  noch  durch  die  in  beiden  Reihen  verschiedene  Form  der 
gespannten  Drähte  ausgeglichen  werden  mag. 
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IIB  I  H  (2),    >B  I  H  (4) 

IWr.  is  .ik  |  PI  ;    Ndr  2i\0  k 
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91  i  s  c  e  1 1  c  n. 


Aus  einem  Briefe,  welchen  Herr  Professor  Dr.  Anger  in 
Dan  zig  schon  unter  dem  10.  December  1851  an  mich  zu  richten 
die  Güte  hatte,  halte  ich  mich  verpflichtet,  das  Folgende  hiermit* 
zutheilen,  indem  ich  Herrn  Professor  Anger  zugleich  freund- 
schaftlichst um  Verzeihung  bitte,  dass  dies  nicht  schon  früher 
geschehen  ist,  weil  sich  bis  jetzt  immer  nicht  ein  geeigneter  Platz 
zu  dieser  Mittheilung  im  Archive  finden  wollte.  Herr  Professor 
Anger  schreibt  mir  Folgendes : 

„Erlauben  Sie  mir,  dass  ich  diese  Gelegenheit  benutze,  eine 
kleine  mathematische  Bemerkung  in  Beziehung  auf  Ihre  Ableitung 
der  Gauss'schen  Gleichungen  hinzuzufügen,  welche  Sie  im  dritten 
Hefte  des  siebzehnten  Theiles  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Physik*)  gegeben  haben.  Die  Ableitung  ist  mir  bereits  seit  dem 
Jahre  18*23  bekannt,  auch  erinnere  ich  mich,  sie  im  Jahre  1S27 
dem  jetzigen  Director  der  Königsberger  Sternwarte  Herrn  Dr. 
Busch  mitgetheilt  zu  haben.  Vor  drei  bis  vier  Jahren  theilte 
ich  sie  meinem  Freunde,  dem  Oberlehrer  an  der  hiesigen  Johan- 
nis Schule  (einer  höheren  Bürgerschule)  Herrn  Gronau  mit,  dem 
sie  sehr  gefiel,  und  der  sie  seitdem  beim  Unterricht  benutzte ,  wie 
das  beigelegte  Heft  eines  seiner  Schüler  ausweiset." 


•)    Tbl.  XVII.  Nr.  VI.  S.  259. 
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lrt«!rro  tili  lAllknmmen  anerLrnn«1,   tla«t*  in  dem  mir  t; il ( i s «- { 
nt*er*4i.«ilrft   mitkeuuili»«  ben  Helle  riiic«  S«  ktiler«  der  J«»k.»nf»i* 
..knie  Iii  |l..nns  die  tu  Keile  Mekende  Anleitung  »i.  h  im  U  r*«M»t 
K.»r./  h tt  linde!,    wir    i«h  die*elke  in  dem   ITteti  Tlieile  de« 
Af.hn«  V  Begeben  bftke .    kann  irh  muh  nur  Irenen.  Hei 

tlir»rr  kl*  inen  t  r>lrr»(H  kung  mit  einem  mi  au«i»r/ei<knel«*n  Milbe 
m*tiktr   wir  Hrrrn  l*r«»le»»nr  Ans  er  >it»*nnnenijrlrf»ien  ru  «ein. 
und    biMe   d«  n*rlken   wegen   iler  \  er»nMung  dieser  Mittbetfung 
n««kr*»»U  rr«kt  »» kr  um  \er#eihunt;.    Irh  habe  mi<  h  «ber  um 
inrlir  zu  der«<ll>*n  Inf  terpfli«  kiel  gekillen ,  weil  die  a  a    II  de« 
Ankit«    »«Hl  nur   g^u^kene  Akleitunu  der  (*au**  »rken  («leichu» 
prn  m  jlir»i  keirh«  k  I  iricang  in  die  |,rkrkti<krr   linden  wird,  ehe>» 
»«>  mi«'  meine  in  TM    W  I.  Nr    \\|    S    I'«4    <;e{(ekene  lli  rleitun* 
der  I •  rund I rtrmeln  der  *|*k.iri«<  km  Tn^iinomelrie   Im  anderer  »ehr 

w  eriker  l'reund  ,  lieft  Antrftnd   in  <■  «Iben  bürg  in  ,Vkw«*den, 
•«kreikf  mir  »«  k«.n  w.r  eer.iumer  Zeil,   dj»*  er  %on  dieser  llrrU» 
1< .1  «  der  (»rundlormelii  .In    »|di  <ri*<  ken  Tnc"0<»nn-lnr  in  rmem 
t«*n   ikin  hrr&ua«ur rhendrn  |,rbrhdrh  der  Triir«»nnme1rie ,  welche« 
mir  inde*«  n<>*  k  ni»  kl  tu  l«r*i«  kl  gekommen   i»l .    l»«-kr*fi«h  n^ 
•  kr«  werde   |he  ||''f  t**if  «in»  ilef  Inn*»  m>  ken  C«|eir  kun^rn  »«dl,  w 
m),  |„.re.  kere.f.  Inda*  »i.  l^rb  in  Ii*  f  en «Minen  emi.loklene  Lehr 
ku«k  der  Tric»nnmetrte  «r.n  Herrn  l,uk»en,  nekne«  mir  inde*« 
au.hiHKb  ni<btfu<.e*,rht  *rUmnien  i.t.  aufgenommen  wurden  n« 
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liXXIll 

literarischer  Bericht. 


Geschichte  der  Mathematik  und 


Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  am  27.  Mfirx  1852 
zur  Vorfeier  des  dreiundueunzigsten  Stiftungstases  der  König!. 
Bateriscben  Akademie  der  Wissenschaften  von  Herrn  Geheimrath 
Friedrich  Thiersch  gehaltene 

Rede  über  die  wissenschaftliche  Seite  rein  prakti- 
scher Thätigkeit 
aufmerksam»  welche  in  den  Gelehrten  Anzeigen»  heraus- 
gegeben von  Mitgliedern  der  Konigl.  Baierischen  Aka- 
demie.   1852.    Nr.  64.  ff.  abgedruckt  ist. 

Diese  schon  an  sich  durch  ihren  Gegenstand  höchst  interes- 
sante und  lehrreiche  Rede  enthält  die  Lebensbeschreibungen 
zweier  Männer,  in  denen  tiefe  wissenschaftliche  Bildung  und  gros- 
ses praktisches  Talent  in  einem  so  vorzüglichen  Grade,  wie  man 
dies  selten  antrifft,  vereinigt  war,  nämlich  Georg  von  Rei- 
chenbachs (geboren  am  24.  August  1772  zu  Durlach,  gestorben 
den  21.  Juni  1826)  und  Joseph  von  Fraunhofers  (geboren 
den  6.  Mai  1787  zu  Straubing,  gestorben  am  7.  Juni  18*24.).  Ausser- 
dem enthalt  diese  Rede  eine  Menge  für  jeden  Mathematiker  höchst 
interessanter  Notizen  über  die  berühmten  mechanischen  und  opti- 
schen Institute  zu  München,  und  biographische  Mittheilungen 
über  die  berühmten  Mechaniker  und  Optiker:  v.  Utzschneider, 
Liebherr,  Traugott  Lebrecht  Ertel,  dessen  Söhne  Georg 
und  Gustav  Ertel,  Georg  Merz  und  dessen  Söhne  Ludwig 

Band  XIX.  v  T3 
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um)  Sigmund  Mrti,  Mahl  er  und  Andere.  Aach  leichoct 
Herr  Thierarh  in  nebr  Interraannlrr  \% ei»«  drn  (mii  nicht  dut»  h 
Schriften,  aher  durch  andere,  namentlich  geodaturbe  Arbeite« 
ale  IrelnVhen  Mathematiker  bekannten  Benediktiner  l  Iricb 
Schief«,  geboren  am  ü  Mai  ITÜ  ru  Goahacb  an  det  Kill  bei 
\\  ie»rn*(eig ,  gcal<>rben  am  4  Mal  1*10,  der  mehreren  der  «f»en 
genannten  M-tuner,  namenllif h  tteiehcnbarh,  »trta  mit  aettH-in 
«iaaciiarhafttirhrn  Natbe  betaland.  und  laat  la|(lirb  in  Weichen 
bar  ha  ruerhaniarhero  Institute  gn*en«.<Hiff  Mar  Wir  wiUete« 
keine  Schuft,  in  »cl«her  man  auf  %  eih.ilttii«»maa»i  •  kleinem  Kaum« 
an  «tele  iiitrrr»*antr  und  lehrreiche  Mittheiluiifcn  über  dir1  be- 
rühmten wn  haiiiarhcn  und  oj»lt»rheu  ln»titute  xu  München  bci- 
»ammen  fand»,  «I«  nbifte  llrdr .  ftir  uelihe  daher  alle  Mathema- 
tiker mit  una  airh  Herrn  Thierarh  iu  um  an  grünerem  l>ank* 
terjtlkhtct  lühlen  »erden,  da  daa  «ia»raa< haftli«  he  r  arh .  in  m*| 
rhrm  deraelbe  »ich  «  ort  uganeiae  he  rühmt  fr  mar  hl  bat,  bekannt- 
Ii»  b  nif  bt  dir  Mathematik  i«t.  kein  Mathematiker  wird  dteae  K«"»^ 
ohne  lebba/lea  Interenar  leaen  und  ubne  gr«*«»«  Belehrung  aua 
der  Hand  legen.  I>ie«elbe  li<  frrl  jedc»fnlU  einen  nebr  fuleo  Bei 
lrai|  <ur  Gcarbirhtr  der  Mathematik 


Voq    daa  k»niga   %un  Kaiern  Majcatal    Ut   bei   der  könlgl 
Baie riaeben  Akademie  de*  \\i«»eii»f halten  eine  beao«dere  natur- 
wiaaenarhaftlirh-terbnierhef  ommiiiinn  cingcaetxt  Mor- 
den,   bestehend  aua  drn  Herren  «    r  u«  ht,    La  m out,   %.  Her 
Mir».  *    knbrll.  Srhafbautl.  Ohr».  Ii  iirlinrf  juo  .  I»cl 
tenkufrr  und  .Seidel,  nekbe  »üb  *.*tUfli<  h  n-fur*  t—machaH 
keb-techniacben  Arbeiten  tu  widmen  haben  wird,  rinr  r.mruhtung. 
dm  |fniM  allgemeine  Nachahmung  verdient    Zur  \naJuhrun;:  tUtrt 
Arbeiten  und  \  er»u*  he  i»t  the»rr  4  i»mmt»*ion  j»hri»<h  »lie  anaebn 
bebe  Summe   %«n  /irf*I)  Luide«  aua  der  Allerh.«  baten  kabiucU 


Arithmetik. 

Uta  Neueste  und  I  a  I  e  r  e«  s  a  a  I  c  •  t  e    aua  der  Loga 

rilbmitterhnik  und  der  \t  n  tndung  drr  l.agafitbmen 
aaf  daa  l.rkri,  .Nach  de«  rn(lnrbrn  und  litki<>«i< 
aebrn  Sthnffea  v«n  Uwue  und  k«ralek  her  tragen 
»an  A.  I,are\.  Hirertor  der  >r«andar  und  er-ten  Hur» 
gerachule  iv  t.iacaach  Weimar.  \«mrL  S  *ÜSgr 

|lir»e  Schrift  ial  der  Bracht*!**  aller  derer,  «ebb«  aa«  h  für  d*e 
■■■'«••«  he  Brrcchrt«ug  der  l.'vganlbmra  i«terc*a»ea.  da  »i<<  BKkt 
»♦Mir  neu«  Uc<bntfi<a«nrtbedc  eetball .  iu  empWhlea ,  det 
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Herr  L  ebersetzer  hat  sich  durch  deren  Uebertragung  auf  deut- 
schen Boden  ein  Verdienst  erworben.  Auch  manche  historische 
Bemerkungen  und  einige  Tafeln  enthält  dieselbe. 


Physik. 

Die  Elemente  der  Physik  von  C.  Cabart,  Repetent 
an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris.  Deutsch  be» 
arbeitet  zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  an  Universi- 
täten, polytechnischen  und  Gewerbeschulen,  Real- 
und  Miiitairschulen,  so  wie  zum  Selbstunterrichte, 
als  Vorbereitung  fürs  Examen  für  angehende  Me (Ii ei- 
ner u.  s.  w.  Mit  über  "200  in  den  Text  gedruckten  Ab- 
bildungen.  Leipzig.  A.Abel.  1852.  8.  1  Thlr.  10  Sgr. 

Eine  Vorrede  giebt  uns  über  Zweck  und  Veranlassung  die- 
ser Uebersetzung  eines  französischen  Elementarlehrbuchs  der  Phy- 
sik keine  Auskunft,  auch  hat  der  Uebersetzer  sich  nicht  genannt. 
Das  Buch  enthält  nur  die  Elemente  der  älteren  Physik  in  einer 
einfachen  und  leicht  verständlichen  Sprache,  durch  gute  Holz- 
schnitte erläutert,  wobei  wir  aber  den  Leser  bitten,  das  vorher 
gesperrt  gedruckte  Wort  „älteren"  wohl  zu  beachten.  Denn  in 
etwas  auftallender  Weise  enthält  das  Buch  über  die  neueren  Fort- 
schritte der  Physik  gar  nichts,  giebt  nicht  einmal  eine  Notiz  von 
denselben  bloss  dem  Namen  nach.  Es  enthalt  daher  (etwa  mit 
Ausnahme  von  §.  338)  nichts  über  Elektromagnetismus,  elektri- 
sche Tele^raphie,  nichts  über  Polarisation ,  Interferenz,  Beugung, 
doppelte  Strahlenbrechung,  u.  s.  w.,  woraus  unsere  Leser  schon 
seilen  werden,  in  wie  fem  das  Buch  zu  dem  auf  dem  Titel  an- 
gegebenen vielfachen  Gebrauche  geeignet  ist  oder  nicht.  Wer 
aber  bloss  die  Lehren  der  älteren  Physik  in  kurzer  Zeit  übersicht- 
lich kennen  lernen  will,  mag  immerhin  in  dem  Buche  seine  Rech- 
nung finden,  namentlich  dann,  wenn  er  an  die  mathematische  Begrün- 
dung, die  in  demselben  ziemlich  schwach  ist,  keine  besonderen 
Ansprüche  macht.  Freilich  aber  haben  wir  dergleichen  Bücher  in 
Deutschland,  und  zwar  manche  sehr  gute,  schon  genug,  und  das 
vorliegende  Werk  wäre  daher  nach  unserer  Ueberzeugung  besser 
unühersetzt  geblieben,  wenn  auch  die  Uebersetzung  nicht  gerade 
Schaden  bringen  wird.  Wozu  soll  aber  Deutschland  so  sehr  mit 
Uebersetzungen  überschwemmt  werden!  Allerdings  scheinen  manche 
frühere  Uebersetzer  in  ihrem  Uebersetzungseifer  in  neuerer  Zeit  etwas 
nachgelassen  und  sich  mehr  aufs  Recensiren  verlegt  zu  haben ; 
indess  muss  es  nach  vorliegender  und  anderen  Proben  doch  wohl 
immer  noch  Leute  genug  geben,  die  bei  dem  Uebersetzen  mathe- 
matischer und  physikalischer  Schriften  des  Auslandes  das  Ge- 
schäft jener  Herren  mit  Vortheil  glauben  fortsetzen  zu  können. 
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Die  elektrlae bea  T elef r«p Ii»».  Wewelnfarialiehe 
Erll*itefunt   Aber  dir  Prloeinien   und  Apparate  der 
Rfurrra   Telearapble.     Mit   *il   Ahbilduntca  In  Holl 
aehnitt.    Mutl-art.    kncller     |H3-J.    H  ÖSgf, 

Kine  t«  ar  kleine ,  aber  ,  «ie  ee  ortleint,  recht  inntrurtive,  fioi 
populär  gehaltene .  und  datier  för  jeden  taien  »er Mandlithe Schrift, 
der  Mir  n».Blirh.te  \erbrcilunC  «finnchen.  «eil  a»te«eine  llr 
jrrife  Ober  ihre«  o»  höchat  »irhliten  <;caen*tand  jeder  (•»bildete 
•irb  fewi»«  Kern  aneigne«  wird  Dieoclbe  iat  übrigen*  ein  be 
•oaderer  Abdruck  einre  Auf»*tie«  in  der  in  deru.t»cliien  \efUfte 
erscheinenden:  >ruen  illuatrirten  Zeitung 


Astronomie 


Mittler«*  Oerter  »on  l'iOtMl  r'iiafernen,  für  den  An- 
fang von  abgeleitet  au«  den  Beobachtungen  aal 
der  Hamburger  Sternwarte  von  fori  Rflmker  Vierte 
Abtheilong  /«eile  Hälfte,  die  i.'ate  und  'ÜUte  .Monde 
enthaltend.  Hamburg.  Ptrthea,  Heiter  and  Mauke. 
IHM  4 

Mit  dieoer  Abtbeüung  let  dle-er  eortreraVhe  KterncataU«. 
die  u»Ab*mmc  Arbeit  fieler  Jahre,  deaaen  vorhergehende  Abi  bei* 
longeo  im  |«iter4ri»cheo  lierirhl»  angezeigt  wurdet»  »ind.  •*»  %ie4 
mir  « innen  .  t«llendet,  «om  wir  drr*  %rrehft«*n  IlTtn  »erfandet 
und  der  Wiaientfluil  «<m  Herten  l.l«].k  *bu«rhen  Möge  der 
.«*[««  reeht  »irlfarh  gebraucht  werden  und  trj  re<bt  «iclen  neue« 

I '  - ..   -      -i    l  -l.--.kUi  — ,1  ... 


1  a  u  I  I  k. 

Leitfaden    mm    54  I  od  i  uro    der    Marine  'Artillerie. 
Nach   den   betten   (Jurllrn     bearbeitet   %«n    I"    II « u  • 
koeeht.  Marii.r   Arnilene  M  i «  1. 1  tu  •  n  a  (lu  Tr»eat>  Mit 
5  koptertafefr,    Wir«,    Urold    |s,J    *    JThlr  JlSrr. 

f)ie»#*  llurb  i»t  fOf  da«  Lit*effirh  ^«letreU  h**»  br  Marioo  -  ka» 
dHtoo  •  k"li*x*"m  br«tin»iMt.  um  aU  Hm*  de«  I  ntrtri«  hl»  fco  de* 
Marine  Art,Meo-  d,r,.m  r«  Un^e*  |.  entfallt  deshalb  n.Mitirh 
alle«  dahin  r»fiarhÜ£*»*«t'-  Techr.t»<he  »■  der  n..lhi-e«  \«Jl»1in 
d»gk*-ft,  «•  aa  abet  ».*«  bt  in  den  kr«-»«  dir»*«  btarar  i«<  hv«  llcrtt  h*e 
-  i*Uft  i  Mr*o  *•  if  aorb  nicht  oabeviefkl  laooen  %*r*llen.  doan  «te 
»'« «nch«  aJIgemctocr  mlece««a«le  Aba^bnitle  mit  \ergaogc«  gei* 
•eo  haben.  urxi  durch  die  I »«Ja«mWit  «od  (»eutfirbkett  der  Herold 
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lung  sehr  befriedigt  worden  sind.  Erwähnung  mussten  wir  aber 
dieses  gewiss  in  mehreren  Beziehungen  verdienstlichen  Buchs  des- 
halb  thun,  weil  sich  im  dritten  Abschnitte  desselben  (S.  185.  — 
S.  279.)  eine  recht  gute  elementar-mathematische  Behandlung  der 
Ballistik,  überall  mit  gebührender  Rücksicht  auf  das  Praktische, 
findet,  die  auch  Mathematiker  mit  Interesse  lesen  werden.  Der 
dritte  Abschnitt  ist  überschrieben:  „Vom  Schiessen  und 
Werfen"  und  enthalt  nach  einer  Einleitung  über  die  betreffen- 
den allgemeinen  Begriffe  fünf  Kapitel,  nämlich:  /.  Kapitel. 
Von  der  Bewegung  der  Körper  im  luftleeren  Räume. 
//.  Kapitel.  Bewegung  der  Körper  im  widerstehenden 
Mittel.  III.  Kapitel.  Von  den  Elevationen  und  Seiten- 
richtungen der  Geschütze,  welche  die  Abmessungen 
der  Rapperte  und  Stückpforten  erlauben.  IV.  Kapitel 
Berechnung  der  Schusstafeln.  V.  Kapitel.  Von  den 
Raketen. 


Mathematisch -astronomische  Section  bei  der  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  zu 
Gotha  vom  18ten  bis  24sten  September  1851. 

Bei  der  im  vorigen  Jahre  in  Gotha  stattgefundenen  Versamm- 
lung deutscher  .Naturforscher  und  Aerzte  hatte  sich  eine  beson- 
dere mathematisch -astronomische  Section  gebildet,  welche  ziem- 
lich zahlreich  vertreteo  war.  Deshalb  ersuchte  ich  Herrn  Profes- 
sor Bretschneider  in  Gotha,  der  den  Vorsitz  bei  dieser 
Section  geführt  hatte,  mir  gefälligst  einen  Bericht  über  die  Ver- 
handlungen derselben  zur  Linrückung  in  den  literarischen  Be- 
richt des  Archivs  zu  übersenden,  welcher  Bitte  Herr  Professor 
Bretschneider  auch  bereitwilligst  in  sehr  dankens werther  Weise 
entsprochen  hat.  ludern  ich  nun  diesen  Bericht  des  Herrn  Pro- 
fessor Bretschneider  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen 
mir  erlaube,  knüpfe  ich  daran  zugleich  den  Wunsch,  dass  auch 
bei  der  in  diesem  Jahre  in  Wiesbaden  stattfindenden  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  sich  die  deutschen  Ma- 
thematiker wieder  möglichst  zahlreich  betheiligen  möchten,  was 
für  viele  leichter  ausführbar  sein  wird,  als  für  den  an  die  äusser- 
ste  Grfinze  des  deutschen  Vaterlandes  verschlagenen,  und  mit 
sehr  verschiedenartigen  Amts-  und  anderen  Geschäften  gerade 
jetzt  sehr  überladenen  Herausgeber  des  Archivs.  Sollte  aber  des- 
sen Wunsch,  dass  sich  bei  der  diesjährigen  Versammlung  wieder 
eine  besondere  Section  für  Mathematik  und  Astronomie  bilden 
möchte,  wirklich  in  Erfüllung  gehen,  so  wird  derselbe  sehr  er- 
freuet werden ,  wenn  ihm  von  dem  dereinstigen  Vorsitzenden  die- 
ser Section,  auch  ohne  besondere  Aufforderung  von  seiner  Seite, 
ein  Bericht  über  die  stattgehabten  Verhandlungen,  etwa  in  der- 
selben Weise,  wie  der  folgende  Bericht  des  Herrn  Professor 
Bretschneider,  eingesandt  wird,  der  dann  gewiss  sogleich  in 
dem  Archiv  abgedruckt  werden  wird. 

Es  folgt  nun  der  Bericht  des  Herrn  Professor  Bretschnei- 
der über  die  Verhandlungen  der  mathematisch  -  astronomischen 
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Nrrlion  d«f  Yrra^nititluti;  »lrut«^h«  Natur^r»«  lief  und  At^rjlr  im 

(.otna  km  Jabrc  JK5I 

(tranr  rt 


IN«  Im  rarifan  Jahr«  «oh  Ittlr*  bia  24.tr«  NrHraabwr  in 
(•alba  abfrhaltrne  Vfrummlmi  dcotarber  Satarfar- 
■  rber  and  Arrttr  war  ion  Matbrttiatikrrii  «o  «ablratrb  brawrbt, 
daaa  der  warb  atrbt  bauAg  inrgi'kwniinrn«  r*ll  rrntral.  dl*« 
f*n»#  braoadrrr  aaatbrm.itinch  aatr»»rirtmi««  hr.  NrktMrti  grbiMH  war« 
dm  kwwntr.  wrl.br  in  drr  1  hat  «irr  Sit/wwvrw  birll  Ita  ibrr 
dir  \  rrhandlunirn  drr  \  «T.nwtiilur.*  nnd  «Irr  «<»a  ibr  ffrliildatan 
eiaarlara  Srktionrn  aar  Zeit  warb  wirbt*  afenliVb  Hrianwt  war* 
dra  i«t ,  *o  wird  r»  den  l*+»rm  dr»  Arrhita  w«>bl  fii<"bt  «ninle- 
franaat  «rin.  birr  wrniij»trw«  fitirr  dir  \  ortraifa  drr  ««tronofni»«  h 
matbrmati«rbrn  Srltion  nur  kurr*  .Vitii  in  rrbaJlrn. 

AU  Thrilnrbmrr  an  dr«  \  .-numlunurn  der  flrd-icbtrn  Sakt»<«n 
■Alton  airb  riaarrricbnrt: 

|)  |*rnfn»Mr  <     A.  Ilrrtar  hftaidrr  aua  t^tba  . 

Vt)  IMralb  I».  A.   lUnarn.    IWktuf  dar  Meffntartr 
in  Srrbrrj, 

.1)  |Wru«(  Mir  Hai  aua  <  trUrubr, 

4)  |Wr—.r  Kirrk*  4„,  l|..h*'brim. 

Sj  Irr.  J    <•    II.  Swr1lca«rebrl   «y.  I  Irr.  kl . 

ß)  Pr ii f*  .*. *f  II    J    Obai  hu  Muxhrn. 

7)11.  Sittig,  l*i it at^f-irbrtrr  au«  (•■•tba, 

*)  Pf**fr»M»r  Irt   Tfiirr  au«  rrfurt, 

M)  |>r«4raa»r  Ih.  .SckU-.Uh  aaa  l»r.drw. 

10»  llr.  Drr  rbalrr  awa  Irra^lm  , 

II)  tWr.~r  Irr   krrou.  lobur«. 

Ii)  I  .  A   .Srbaibwrr.  IUi  kbarbbaitr*  awa  CÄolba. 

13)  I  ,teutr»4'it  t^t.  *.  Rratkbau*ro  au«  Münatrr  , 

Iii  l*mald«*-r*t  l>r   St  bar  I fr«  aaw  Jraa. 

15)  Pfairrr  Klri.rbbaarr  aa.  bri  (.«Iba. 

16)  |>r   Ncbnbnrr  aua  (.«.Iba. 

IT)  r  V    I    f.rr.aUr  aa*  l.j.trwaalia. 
IN  Dwrllw  |t»    l'  brrbanl  au»  I  «bar* . 
Krafraaa*  t>f   ,Sl»|aiti   aaw  Marburg 

\atb4ii  dir  Magliadrf  •*«  b  al*  Nrkliraat  r fMwat Ww-g  *-w 
Mitwart  m~i  «Im  !»r«4raaaf   llr  «U<  bar  idrr   »«aa  \  ««attat  mir* 
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den  Dr.  Scheibner  zum  Schriftführer  erwält  hatten,  wurden 
die  Verhandlungen  durch  einen  Vortrag  des  Lieut  von  Bruch- 
hausen  über  speculative  Physik  eröffnet.  Der  Redner  suchte  auf 
philosophischem  Wege  eine  Ableitung  der  in  der  Natur  wirkenden 
Kräfte  aus  mechanischen  Princinien  zu  geben  und  deutete  dabei 
an ,  dass  die  Mathematik  die  beweise  für  die  ausgesprochenen 
Behauptungen  oder  Resultate  in  der  Art  zu  übernehmen  habe, 
dass  die  mechanischen  Gleichungen,  wo  sie  unbestimmter  oder 
diophantischer  Natur  seien,  durch  Einführung  der  Lebenskräfte 
vervollständigt  werden  uiüssten.  Da  der  Vortrag  nichts  war  als 
ein  Congloraerat  abstruser  Philosopheme  und  ganzlich  vager  Be- 
hauptungen, die  aller  und  jeder  strengeren  Begründung  entbehr- 
ten, so  begnügte  sich  die  Versammlung  ihn  eben  anzuhören  und 
lehnte  jede  Discussion  desselbeu  ab.  Es  folgte  hierauf  Professor 
Schlömilch  mit  einem  Vortrage  über  die  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefücienten,  in  welchem  die  bekannten  Mängel  derselben  noch- 
mals hervorgehoben  und  nach  Lagrange  und  Lauchy  eine  stren- 
gere Begründung  der  Reihenentwickelung  mit  Hülfe  der  Betrachtung 
des  Restes  des  Taylor'schen  und  M aclauri n'sehen  Theorems 

gegeben  wurden.  In  Folge  dieses  Vortrages  entspann  sich  eine 
lebatte  über  die  pädagogischen  Rücksichten,  die  man  bei  Be- 
handlung der  Lehre  von  den  Reihen  zu  nehmen  habe  und  ver- 
einigten sich  die  Stimmen  sämmtlicher  anwesenden  Schulmänner 
dahin,  dass  es  endlich  wohl  an  der  Zeit  sei,  in  dem  mathemati- 
schen Unterrichte  auf  Gymnasien  anstatt  der  weitläufigen  und 
höchst  zeitraubenden  Reihenentwickelungen  der  sogenannten  Ana- 
lysis  endlicher  Grossen  die  Elemente  der  Differentialrechnung  ein- 
zuführen, da  man  mit  geringem  Aufwände  von  Kraft  und  Zeit  bis 
»um  Taylor'schen  Theorem  gelangen  könne  und  somit  dem  Schü- 
ler einen  weit  tieferen  und  klareren  Einblick  in  die  Analysis  ver- 
schaffe, als  dies  auf  dem  bisher  betretenen  Wege  möglich  sei. 

Der  folgende  Vortrag  des  Professors  Ohm  betraf  eine  Inter- 
ferenzerscheinung bei  schief  geschnittenen  Platten ,  die  bisher 
noch  nicht  scheint  beobachtet  worden  zu  sein.  Der  Vortrag  ward 
durch  Anstellung  des  bezüglichen  Experimentes  erläutert  und  da- 
bei nachgewiesen,  dass  die  elliptischen  Figuren,  welche  bei  einer 
bestimmten  Stellung  der  Kn stalle  erscheinen,  durch  die  Theorie 
genügend  erklärt  werden. 

Nachdem  ferner  Dr.  Drechsler  der  Versammlung  eine  Anzahl 
Exemplare  seiner  „Scholien  zu  Christoph  Rudolphs  Coss*'  über- 
reicht und  dabei  auf  die  Wichtigkeit  des  historischen  Studiums 
der  Mathematik  hingewiesen  hatte,  hielt  Dr.  Stieffei  einen  Vor- 
trag über  „Witterungscharakteristik",  der  im  Grunde  sich  mit  der 
Darlegung  der  Principien  beschäftigte,  nach  denen  der  Redner 
seine  Witterungsprophezeiungen  zu  geben  pflegt.  So  bereitwillig 
man  auch  das  ungemeine  Geschick  anerkennen  musste,  mit  wei- 
chem der  Sprecher  das  ungeheure  Material  fünfzigjähriger  umfang- 
reicher meteorologischer  Beobachtungen  auf  kleinem  Räume  über- 
sichtlich hatte  zusammenzudrängen  verstanden,  so  war  doch  nicht 
zu  verkennen,  dass  wissenschaftliche  Resultate  aus  diesem  rei- 
chen Schatze  zur  Zeit  nicht  gezogen  worden  waren,   und  dass 
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dem  \Vetteeprop  beteten  mn*r  t'mplrtnmun  i»  limnde  liegt .  der 
ueblienoiirh  d»»  brk.matr  „  poafl  hoe  erga  profiter  boc**  tum  Au» 


An  dir«  orblona  urb  Protennor  Hierke  mit 
an  „Aber  die  llentimmung  der  <;enrb«iudigkett  d< 
der  Aberration  der  K'umterne  *\  de*nen  we«entlirber  lubalt  larwi- 
•eben  in  ernten  Hefte  de*  iMten  Banden  grgcnnjirtlgen  Arebtva 
"(l'fiti'irh  beknnnt  «ntden  i*t,  und  in  drr  Vrr«ammlung  eetbnt 
etnr  kurte  DUrunftiun  tmineben  dem  Redner  und  dem  l>ir*kior 
Hi »sen  %eranla»>te,  wnbri  leltlerer  bennndern  auf  des  Klnftuaa 
aufmerksam  nuehtr ,  den  dir  Ntrllung  der  Krdr  in  ibfrr  Habu  auf 
den  i»n  Liehtr  *u  durchlaufenden  Kaum  au»Qten  könne. 

Direktor  Hannen  begann  bierauf  einen  autfübrlii bea  \  urt/an 
Ober  da«  l'tanirartrr,  nn  %un  \\  elli  in  Zürirb  rrfuodmon,  loa 
Hedner  mit  w>e«entlirhrn  \  crbe*eerungen  teruebene*  Inatrumeut, 
weltbe«  den  KU«  benraum  beliebig  beerender  ebener  r  igurru  dureb 
eine  eiofaibe  Manipulation  und  obne  alle  Rrcbnung  m  tindea  er- 
Ijuibt.  >«cb  eiurr  l.r m n Ltmi der  (rübern  \er»urbe,  da»  Mi 
tirunde  liegende  l*riu<ip  aur  l  "U»lnikti<»u  %un  Me»*-  oder  Herb* 
nungaapparetm  amuwmdrn.  wurde  die  He»«  brnbang  de«  ln»tre 
mentr«  in  »etnen  emirlnrn  Tkr.lrn  grgrbrn  und  der  l»rbraucb 
dea»*lben  doffb  die  wiikli«he  Ausführung  ein »k er  Meinungen  er* 
läutert.  Dir  un$*riueinr  t.iufarhbeif  der  Manipulation,  »erkunden 
mit  der  groeaea  »N<  harte  de«  Keaultatco,  dir  uunb  \\  irderb«*l«"S 
drr  Operation  norb  brdrutend  rrboht  nrrdrn  kann.  rr*arbee  dem 
l'lammrter  die  •u|U|e  Anerkennung  %»n  .Seilen  der  \  rraammlung, 
und  in  drr  Thal  durlle  mm  b  tur  Hr*timmunt|  geographi*-  ber  KU- 
r  heu  in  halte  ,  »»■  mio  ftugrnabartar  Werthr  »<  b«*  mm iger  Integrale 
kauiu  irgrud  nn  eiul.ii  bf-rea  und  eipediterr»  Mittel  muom den 
rn. 


t'nmrttelbar  na  \  ar «tobend rm  •«  Mnmm  »jch  rm  r weiter  Vortrag 
Ifinaenn  ,.ob«r  eine  rigmlhAmlirbn  I  ntw  »t  krlutig  d«  r*  Haupt- 
gfirdr«  der  %t<'rung*funklj»o  "  l>j-t»rlhr  entball  brk-mntlifh  tlrt* 
internen  Werth    drr  r  ntfnnung   Arm  -.lorrnden  nnd  dr«  gr«l.%rfefl 


l,,r.»  r  MtVrnting  kann  «U  dir  dr.ftr  .Vr.tr  einen  l»rn 
erk«  nnrr»rbrn  werden.  dr*M-n  »udrre  i*ri  .Heilen  die  tladu- 
«rktorr*  hrtdrr  l'laeeten  bilden  Nrnnt  nin  die  dfille  Nnte  einen 
llrrnrck«  /i ,  de«»rn  beidr  nndefr  Nnten  I  und  m  drn  \%  mkrl  a> 
aianrblieoorn.  g*ebt  die  I  nt«  h  k#l«ng  dm  mteraen  Wert  kr» 
«n«  it  nnrb  dea  l'«Umra         m  deo  Auodruck 


«a  |  #  rn*  gaaje  rat***«nlr  l'unkt»'*«  den  nlea  4*raden  i *n 
int.    I**«  t.iget't KuiuIm be  der  I  nlnnrkelnng  beklebt  nun  d« r w  nnr 
/  •  A *nd rucke  amaa^ebmi.  in  denen  \\  nmkellnokUe^en  erocl 
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die  »ich  auf  die  Vielfachen  der  Argumente  der  Breite,  nicht  aber 
auf  die  Vielfachen  des  Neigungswinkel«  der  Bahnen  beziehen.*) 


*)  Die  Theorie  der  Störungen  verlangt  eine  Zerlegung  von  coaj/, 
nach  welcher  dieser  Winkel  durch  die  Argumente  der  Breite  beider  Pla- 
neten und  der  gegenseitigen  Neigung  ihrer  Bahnen  ausgedruckt  wird. 
Nennt  man  jene  Argumente  f/,  U\  diese  Neigung  /,  so  steht  p  im  Militä- 
rischen Droiecke  dem  Winkel  /  gegenüber.  Es  ist  demnach  der  Aiiüdruck 

cos/?  =  cosueosu'  +  sintcsinu'cost 

in  den  Werth  von  in  einznführen  und  es  haben  La  place,  Legendrc, 
Jacobi.  Hansen  bewiesen,  dass  wenn  man  Vn  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  der  Neigung  entwickelt,  und 

cosu  =  x,  co%u'=zy 

setzt,  ein  Ausdruck  von  der  Form 

wi     rx-rr-'.c)    öC7„-  817,«'  8»CV»  8«t7»«'       .  t 

U«=UnuUn«  +  2at  -gj-  .         cosi  +2«^  •  "^5-  cos2i  f  .. 

+2am"8^"  ~^  0081,11  + +2a""^~  ~rty»~co*,,' 

erhalten  wird.  Hier  bezeichnen  U%*  und  <"*"'  dieselben  Funktionen  von 
resp.    f/  und   f/',    welche  f.«  von  />  ist  in  der  Ueihe,    die  ohen  für 

^  hingeschrieben  worden  ist.  Für  die  Coefficienten  o  ist  der  allgemciiie 

Ausdruck: 

siiirati.8in,B«' 


"  (*—«i+l)(n—m-f  2)... («+?»)* 

Dieselben  enthalten  also  Potenzen  der  Sinus  der  Argumente  der  Breite. 
In  dieser  Form  nun  ist  die  Entwickelung  für  die  Theorie  der  Gestalt 
der  Himmelskörper  brauchbar,  aber  nicht  für  die  Theorie  der  Störun- 
gen. In  letzterer  wird  gerade  umgekehrt  die  Entwickelung  nach  den 
Sinus  und  Cosinus  der  Argumente  der  Breite ,  so  wie  nach  den  Potenzen 
der  Neigung  erfordert. 

Bezeichnet 

A=Vr*  +  rl2—<2rr*coBp 

die  Entfernung  zweier  Planeten,  deren  Radii  vektores  r  und  r'  sind,  so 
folgt  durch  Einführung  von  U ,  U'  und  /: 

\*—r2  +ria— 2ry  [cos^  tcos(«-«')+sin«itcos(«  +  «')  | . 
Es  sei  nun 

TS* 
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IVofe»*«*  Nlepm*na  »practi  tWrauf  fltWr  dn»  »im»  t'ourault 
in  l'ari»  g*matti(V  I  ntderfc«ftf ,  •jfi— ■  dir  Srfem  iitfr>ur»v»rt»+ae  eine* 
l'rndffU  »rrm«»Kf  drr  KoUIhmi  drr  l'.nlr  »ich  iit  «Irr  Mick  tun«  \t>n 


l*«lt  »m  I.r 


H(M  wm  Im*»  «i  MVr  /  *  #r«r  KwIm'm  U*«f.  •*»  Ut  4\»  mrtf r««f  lirk  f»t 
//*  M*»»«»""**  r  «n«  rrrrnkl      Uir  WUajt  ein*»  t'«lrn«  4i»«m 

%«»4rv«kr«  hangt  %mm  iwri  1%  tsfcrln  w  »ftd  M*  «ad  iwri  l'^ramt  Irrs  ■>  und 
Jf  ab      lntwiclrU    wir   Mrh   dir»   t*»lr*«ra  »m  «   *»d  <      •«  IfrekMM» 
»ir   dir    ln»l.krl«»V  Mrh   4m    IVlrMr.   4r«    % «Mtlt.lMM  4rr 
«rklafM,  «Ma  vir  ftllr  ftlirMf  MMMftir  nU«*M.    i»  4rm+m  «Ur  l.t 
tM   IM  »  a*d  J#  4  JMMPMM    ImIp>M.      I)»«  1.1*1  utif  un;  ii«4(IM 

ft.«p»»Mftl*tfMki»MM  tfUirbUrt  4««  («r.il»«ff  •t«<*lJi<ft  ,  «ad  ««•*  rf 


.   .  *     I  « ♦ .  *  I 

J     9  qnd    5    • r 


..f.«  «~  ••<»  «a^W«  Im. 


r  r  j  « 
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West  nach  Ost  dreht  und  dass  diese  Drehung  dem  Sinus  der 
geographischen  Breite  proportional  ist.  Er  gafi  einen  auf  einfa- 
che «Sätze  der  analytischen  Geometrie  gegründeten  Beweis  dieser 
Erscheinung,  und  als  in  Folge  der  über  diesen  Gegenstand  ent- 
stehenden Discussion  Direktor  Hansen  der  Verschiedenheit  in 
der  Geschwindigkeit  erwähnte,  mit  tvelcher  das  Pendel  aus  der 
anfänglichen  Schwingungsebene  entweicht,  so  wies  der  Redner 
nach ,  dass  auch  dieser  Umstand  aus  der  von  ihm  gegebenen  ma- 
thematischen Darstellung  mit  Notwendigkeit  folge. 

Professor  Unger  sprach  über  das  Wesen  der  von  Ampere 
gegebenen  Methode,  die  Gleichungen  vierten  Grades  allgemein 
aufzulösen  und  wies  nach,  dass  dieselbe  eigentlich  nichts  weiter 

* 


wo  sich  F  und  F*  nur  durch  das  Vorzeichen  des  imaginären  Theüs  unter- 
Hcheiden,  so  ist 

Die  Potenzen  des  ersten  Gliedes  FF4,  die  bei  der  weiteren  Entwicke- 
lung  vorkommen ,  lassen  sich  leicht  mich  den  Potenzen  von  a  und  ß  ent- 
wickeln, und  «war  enthält  dann  bei  jedem  einzelnen  <in  a*/?*  multiplicir- 
ten  (iliede  der  Coefficient  lauter  Potenzen  von  X  und  y,  deren  Exponen- 
ten resp.  zwischen  Ar*  und  zwischen  £1  liegen  und  in  Abstufungen  von 
zwei  Einheiten  fortschreiten.  Diese  Thcilglieder  verbinden  sich ,  wie 
man  leicht  sieht,  so,  dass  das  Imaginäre  fortfällt  und  reelle  Cosinus  von 
der  Form 

COs[x(tt'— «)  -f  k  (u'  -f-  Ii)] 
erscheinen.   Das  Hinzukommen  des  nächsteu  Gliedes  .  welches 

cv;-V9" 

enthält,  complicirt  die  Rechnung.  Dieselbe  vereinfacht  sich  indess  im 
Endresultat  dadurch,  dass  man  auf  zwoi  hypergeometrische  Reihen  im 
Produkt  [die  Gaussischen  Funktionen  F(a, x)\  kommt,  deren  viertes 
Element  =1  int,  die  sich  alao  summiren  lassen.  So  ergeben  sich  schliess- 
lich einfache  Werthe  der  Coefficienten. 

Bei  der  vom  Redner  gegebenen  Entwickelung  von 

r'        o  • 

I 

worde  der  Ausdruck  der  Coefficienten  [«»AJ  selbst  gegeben  und  dabei 
bemerkt,  dass  man  bei  der  Endform,   die  selbst  als  Doppelsnnune  er 
scheint,    zwischen  geraden  und  ungeraden  Indicibus  zu  unterscheiden 
habe. 
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ae4   alt  die  Zerftlluuc  der  »orgriecte»  Ctlciebaag  in  ein  Prodokl 
aweter   fei lonit«  ber  r  abtaten  f  trollen  (»raden.    rinn  Atifl,,"Ui»e» 
ajeibade.    die  aebnn  frflber  Ton  Kol  er  torgetrageit ,   «neral  ,iktf 
io«  lleacnrtea  gegeben  norden  sei 

|)rti  lle»rblu»a  mar  kl  4*  eine  Miltheilung  d#a  I>irrkt»r  Han- 
»en  übrr  eine  bi«  ber  nneb  ntrbt  bekannte  Abteilung  der  (äaneai- 
•rkrn  ttleirkunven  der  aiikkriarkrn  TrtKonnmrtrie  dorrb  Am»«i' 

durrb  I  tpo«rnti*J«r«.*en   mit   imatftitarrn  t'.i|»<»nrnten  dafatellen. 

Ilre  tar  hnrlder 


Hille  dm  llcraunprbrr». 

t.a  aind  nrkon  einige  Mal  Nr«r«d«»ge  •  er ulnr bener  Malben»ali 
kef  im  drtn  Arrbrtr  tuifgrlbrilt  tturdrn.  dir  dem  Heraus je  ber  r*l 
weder  IrriMilliK  *uir«*»itidt  *»ufil»*n  Haren,  «»der  die  er  »irk  tun 
ibn»  bWrrandrtrn  (»rlabrtrn .  »»»  denen  ei  «urnueaetaen  kvflatr, 
da«*  sie  dl  drtu  \  er*t<»rb#>nen  in  nabrreiu  \  erkallaiM  «landen, 
brwnndera  etbrlrn  ballr.  I  m  alirr  dergleichen  Anfordt-mnc«-* 
and  füllen,  die  lue  d»  n  l|rra«i»t»*-lirf  ru*t«*deii  niil  H<b«»ie»iÄ kei- 
le« »erkunden  »»arm,  fiir  die  r  "Ic«*  nkrrboben  im  sein ,  wenn  dke- 
»rfken  au<b  nirkl  cerade  gaat  rit. -r*trllt  uitd  »».n  drro  Mmo«- 
teber  gans  anfertigen  nrrden  ardlrn,  etUuM  »ick  ■  'rrvelbe  irftt 
an  alle  d»«*j»  mern ,  wrhkv  »eral»Hn*nen  Malkrmalikern  und  |*k\ 
»ikern  mker  brlrrnndrl  «tarnt,  im  All|;riijr«tirrt  tlir  rrcebensle 
Hille  «n  rirbtrn,  ibni  Nrtndogr  ihrer  tertturbetirn  Kr«-unde  ge- 
faHif«!  nilfttlbritrn,  und  >rr»|«n<  kl .  dimHhen  lutwrr  ^rru  in  dm 
literaf i»c ben  llrrirbten  den  Afrki%*  akdrurkm  la«»en  *o  nellen. 
.HHb*l  anrb  dann,  «enn  der  \  rr«|i>rbenr  kl  grrjdn  ala  N«  brift 
»Irlirr  bekannl .  ak»r  aJa  |,rbf«*r  an«gernt  kr»rf  iur,  edrr  »»a«! 
mrfkwärdtfe  .N«htrk*ale  arlrhlc .  auf  drtt  nak«*rn  Kr  na  .  in  dam 
ar  Irbfa.  brsohder*  «iitbllkklis  in  irarnd  *i».«-r  \\rt*m  rinMtikti», 
werdm  derglrif  km  NfroU.M-  ibrrn/«e<k  m»  hl  trtfrklen  nnd  »i» 
m»br  aU  » mrr  llrn«*kun^  (>>r  dir  l.«»«er  dr«  Art  Kita  »«>p  l«lrr- 
r»»r  «nii  |l«-r  lln «u*i;rl»rr  bilfrl  jUu  not  bnval«  um  I  marndunf 
aol«  bet  «\eriuluge  odn  dieselben  eiuiger Maasen  »rrtrelendrr  N«»- 
luen  %  er«x  biedrar a  InkalU. 
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XI. 

lieber  die  Entfernungsorter  des 

Tetraeders. 

Von 

Herrn  Anton  Maur, 

Kandidaten  den  höheren  Schularats  an  der  Realschule  iu  Düsseldorf. 


§  1 

Aufgabe. 

Den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  zu  fin- 
den, für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  vier 
Seitenflächen  eines  Tetraeders  eine  gegebene  con- 
»tante  Grosse  ist. 

Dabei  ist  zu  bemerken ,  dass  wir  den  Abstand  eines  Punktes 
von  einer  Seitenfläche  des  Tetraeders  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachten  ,  je  nachdem  der  Punkt  in  Bezug  auf  die  be- 
treffende Seitenfläche  auf  der  Seite  liegt,  auf  welcher  das  Te- 
traeder liegt  oder  umgekehrt. 

Das  gegebene  Tetraeder  sei  nun  ABCD. 

Der  Winkel  nach  dem  innern  Kaume  des  Tetraeders  hin: 

zwischen  den  beiden  Ebenen  ABC  und  ABD  sei  va; 

>«  »        »>         »      *»    ACD  „  v3> 

u         „         »      i»    BCD  „  v4. 
Theil  9 
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l>*r  ebene  Winkrl  BAV  .ei 

AVB    ..   ;i  drr  Ati»»enuinkel 
de»   ebcorn   W ink. L   J//f  ,J, 
Wir  hr*eit  linen  lernet 

die  Seite  /.#   mit  «, 

.-I//  mit  r 

|)ie  «irr  SritrnflJirhen  Je»  TVtrardrt»  Mollm  «ir  «I«  dir  AI- 
Kbenrn  *»>n  *irr  m  htn inklixrn  (  »mrdmalrn  N\»teiiirii  im  Kau»« 

»ei  dernnarh  in  dr>m  rr»lrn  N\  »Iro*»  ilir  I  hrne  .1///'  dir 
\  riUor  |>«-f  p.,«it(Vf  Ihn)  drr  /  Ate  »ei  d<ia  Stink  drr  in 
A  auf  dir  I  Ken«*  AlH  Smkrr«  htrn  ii.m  h  dem  innren  K.iiimr  de* 
T'lr»..Uf*  hm  Dir  m»*i|ite  Thril  d»r  A  Air  »»i  .1//  her 
■>n«ifiif-  |  b'  t\  Art  )  •  \ir  »ri  «Ki»  Muck  ilrr  in  der  I  hrnr  .|//r* 
in  .4  »iif  AH  Srnkfrt  bleu,  »rlrhrii  nach  dem  tnmm  Kaumr  d.  • 
Irrm  <  l«   .1///'  hm  |>ic   I  »M»t«|injfrn   lf^f»»d    rtnr»  f'illiktr» 

«••Ilm  wiff  in  dir»etti  >\»f«-uu*  t,  .(  i.f|,  jf &  .  :,  )  Urtru  hnrn 

In  dm,  r»*ilrn  St  »Imir  »ri  l/f/J  dir  Ihm  AI  llrt 
fmMltir  Thrd  A*  t  Z  •  A»r  »ri  1I4«  M»i»  k  der  in  .1  auf  drr 
V  lirnr  Afiti  Sriikm  htm  .  n  rti  Ii*  •  >u  li  drm  umi-rn  It-aume  de» 
T *-f rardrt»  hm  li*'u'-  l'«'f  ji»»»i:i»e  IhriJ  drf  A  \ir  »ri  AH 
llet  p«»mti* r  7 hnl  d*  1  1  \ir  »ri  -Ii»  Nim  k  «In  m  »Irr  I  lin.r  ,!///>  1« 
,4  auf  l/l  >rr.kif  f  lilrn  .  w.hhc.  1,  *.  b  drm  1111.1-rn  lUumr  de« 
|»r#,rrk.  ,!///>  hin  Ii.  -t  Iii-  t  ♦  ,4  ,t>n  ir^nd  nur»  Punkte» 
«ttdlrn  wir  in  di«  «rut        *t*  wr  mit  .  ,  x.  yfm  ;.i  t».  /.  1«  hnm 

I«  dr«   drillen  Sulrmi-  tri  A(  lP  dir   A  I  -  I  limr.     |)rr  prt 
•  Hof   Ihnl  drf    /    \ir  .n  d...  Mm  k  drr    m   .1  *ul  drr  |  W 
,1/  //  Nrnkf **«  blen  ,  »».Mir.  I  t  h  ilrm  im  rm   iCiomr   dr*  Trtf.1* 
drf»   hin  Ii«- H+t    |»«i«i!j»r     I  hrd    drr     l    \\r    wrt     ||"      |>«  r  |m> 
»iffte  Thril  drr   |    Atr         da»  Nim  k  drr  m  Art  I  Ii«       .Ii*  />  m 
I  auf    |#*  Srnkrechtrii  .    wrl«hr*      »♦  h   drm    »iinrrn  lijinmr  dr» 
lllr.rfk»  AI  H  hin  U.t      Irr  I  -.^d.n^m  ujr  .l    nur*  Punkfr* 
»♦-dir«  wir  10  dir**»  >s.|>mr  aaif    i,        .  ;>i  hr«rirhti«  n 

In  drm    tt*-ttrn   S\ *f#>mr   n..!l..  h  »<  1  ///*/>  dir    \)  M»*-n# 
f)rr  |»«i%it*»r  Thril  Art   £,    \ i r    »«1  «1^«  ,H(n.  ^  «l^f  In  //  auf  drr 
r  heu«'   Hl  tt  Sri  km  htm  .    «rl.hr»    i  »■  h  dr       ,►..>»  t»   |(  k.>nir  dr« 
IriranJrf*  hm  lir-l     I  irr  p*»»iti*r  1  h-  d  drr    1  \»^  »-»  |>r« 
|iM»«(i»r   Ihrd  drf    )     \»r  »ri  St,M  k   ü*  t    i»i   »Irr   |  Urn«*  /J 

in  //  4u(  //#  Vrrkmhl«-».  ««rl<hr*  na*  h  drti»  ir  nrrrn  |{«««a>r 
dr»  Trt'i'-ilrl«    hin    Ii*  _C  t      l».r   (  ■   ."!.i.|lr«i    i»k  «"  i**r«  l'uitklr» 

»«ollrii  »*ii  in  di'  «raa       »!ra*r  ml  ''4»4:fc'  I«*  1  • »«  Imm 
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Es  macht  nun  mit  der  positiven  Richtung  der  Zx  -Axe 
die  positive  Richtung  der  Z,-Axe  den  Winkel  it — va, 

Z4  „         „       n — v4. 

Ferner  bildet  mit  der  positiven  Richtung  der  Ag-Axe 
die  positive  Richtung  der  A2-Axe  den  Winkel  0, 

A4   „  „  0. 


»»  »>  »f 


»»  »»     >»3     »»  M 


»»  »*  »» 


Wenden  wir  jetzt  die  Formeln  flör  die  Coordinatenverwand- 
Inng  im  Räume  an,  so  erhalten  wir  folgende  allgemein  gültigen 
Gleichungen: 

Vi  —    —  y«cosya  +  ^sinv2,      >    (1) 

z,  =    —  y.z8inv2--22co«v4.  ) 

xt  =xscosa    y3cosv3sina  -f-  :3flinv3sin«, 

yx  =  jrssina  -f  i/3cosv3co8a — z38inv3cosa ,    ^    (2) 

ti  =    —  yasinv3  — >z3cosvs . 

xx  —c + :r4cos/3  -f  y4cosv4sinß  —  z48inv4sinß , 

;/!  =     a"4sio£ — y4co8v4cos/5  \  z4sinv4cosß,    \    (3) 

2j  =  —  #4sinv4        —  r4cosv4 . 

Moltipliziren  wir  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  mit  sinvÄ  und 
die  dritte  mit  cosv2  ,  und  subtrahiren  dann  die  dritte  von  der  zwei- 
ten, so  erhalten  wir: 

r^rr^sinVjf— tjCOSV.2    (4) 

Multipliziren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (2)  mit  sina,  die 
zweite  mit  cos«,  und  subtrahiren  dann  die  zweite  von  der  ersten, 
so  erhalten  wir: 

^isina  —  yxcn&a—  —  y3cosv3  -f-  *ssinr3 . 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinvs  und  die  dritte  der 
Gleichungen  (2)  mit  cosvs,  und  subtrahiren  dann  die  dritte  Glei- 
chung von  dieser,  so  erhalten  wir: 
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i,     ^»lat^MiM  —  jr,ro«a»inr,  —  x,  oo«va  .... 
Aum  «Irn  drei  (•Irirhwnern  (Iii  folgt  gani  auf  tlir»elb«? 

;4     c»ini  4»in,i  —  r^in»  4»iri,>  |  ^,»111»  4«  o-.,J     ;,ro»i4  («»> 

l>t  nrr  i*t : 

:i     ?!   (*> 

AtMirrn  wir  dir  <il*-i<  liii»ij;rn  (Ii.  f.H.  <••!,  ("i  »ml  Im/»-»,  hnen 
mit  ;i  dm  rtit»)»m  hrndru  mm  cn  \%  ittLrl  «Ir«  Omni»  Mit  . 
rrhallrn  wir 

'x  \  H\  -i  \  U 
t»tn.J»tn*4  |  f,  (»in »in«  •mv4»in,t) 
|   y,  loini  j      »in »m  t  4«  fi«  > 
f  :,<!—  ri>»r2     o»»i,      c  •»»«  4>  .    fM 


d   h   dir»  Numinr  Art  AU!.n..!r  d»-*  |»tn»Lfr»  9 ,  .  :,i  «rm  dm 

In  f  Ni  it ri»lt  ii  In  »i  dr«  Trtr.ipilrf«  «  ine  .rhrfir  t  ou«Ui.|r  **»n 
•»«Uhr  wir  mit  .S  Iwimhiirn  m.H.H.  •.«»  t»l 

a»»  «hi  m.a  <•■■  f.ik-t 


»,"»iii»,*iii«—  »in»  4*u>      |  jfj  <  »inr,  —  •  .»»,■        —      >4«..»  ; 

f  i,f|    rot»1-i..M,  |  r«.i.  \ii.i4~  \      0.         .  (U) 


Dir»«  <,|.-»<  kling  »Mit  rl.-n  n  ....  .  »n».  hr«  Ort  dn  l'.ulir  il«r 
lilf    tlrUK*1    dir  >«niM»r   drf    \h»t  iiidr    %,,u  «Irn   *  .rf  .V 
dr.  1,(,*<drr»  K-ln.h  «Irr  4  «m.Uni.  n   >  i»t 


In  t!ip»#-  t»l'  uhttfis  t»m  rnlrn  lin.tr  i.f  *t.  j«  i.-t  -m»  ihr«-  |  . 

fuft4fh»t,  da»«  dn  in  iCrJr        h«  ndr  w  -i.ili.  Ort  t  ■••  r  I 

1*1.    und  d*  d»r  f  <>rili/<rfili  m   «irr  \  ♦  t  u  <\r i L«  h*ri   jllr  «Irri 
k4r»^»t  %»n  »irr  f  •»»»•( 4 nfm  >  »  ml ,  mi  <<  i^t  un»  ifcrr  I  mw  frrtir* 
d*»*»  Juf  »llr  Wrrthr  «Irr  t  <i4»»Li*»trW  -\  ti*r  |  «M«  ri 
und  dr»»«  II* r»  fr-fr  »rdrf«  |>«nliv|  •m<J 
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§.  2. 

Es  sei  die  Hohe  des  Tetraeders  in  ttczug  auf 

ABC  als  Grundfläche  Hx , 
ABD  „ 

BCD         „  Ht. 
Es  sei  ferner  die  Höhe  des  Dreiecks 

ABD  in  Bezug  auf  AB  als  Grundlinie  Ac, 

,*C0          „                         „  /**, 

BCD          „          ÄC            „  Äa. 

Es  sei  endlich  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  gleich  \x ; 

„                       m              ABD  „  A4; 

ACD  „     ^3 ; 

BCD    „  a4; 

und  der  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders  gleich  J. 

Soll  der  geometrische  Ort  (10)  durch  A  gehen ;  so  muss  5 
gleich  der  Summe  der  Abstände  des  Punktes  A  von  deu  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders  sein,  also  gleich  //4. 

Ebenso  ist  ftlr  den  Ort,  welcher  durch  B  geht,  S=//3; 

C  „  S=H9i 
D  „  S=zBt. 

Dasselbe  Resultat  linden  wir  leicht  analytisch. 

Es  ist  nämlich: 

.  _>A 

*m*  =  Jk'l    (U) 

s,nv4  =  ^. 

Soll  nun  der  geometrische  Ort  durch  A  gehen ,  also  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  muss  das  constante  Glied  ver- 
schwinden.   Es  muss  demnach  sein: 


»>  »> 
->  >» 


Digitized  by  Google 


Soll  (m*r  «irr   gmuirtrUcbi»  Ort  (10)  durch  B  geb»ft, 
nuM  dvrrb  VrHr&»niK  «Jr*  Arifant**punLu  drr  (oordinatcn 
H  du  c<Mi»<.»htc.  lilird  irrnrhutadm. 


»Ind  abrf  dir  r««.rdiiiatrn  »oft  H 

*%  -zr>   9\  ~  0.  0. 
Alna  «-HOll  man  tur  tlratif»m«o«  «an  -V 

ninaamir,  —  r»»in^»inr4  |  r«ir»;j  »ior4     A  0 


.  Ar  »trm  //  17 


MI  iVmrr  dr,  Krorartri.<  hc  Ort  ( l-h  du,cb  f 
nuii  dwrrh  \  mWun«  «lf«  AniV  drr  < 

T  da.  roa.tantr  C.brd 


!*,•  aind  aber  dir  ConrditiaiVn  »w»  f: 
Alna  rrfcUt  man  tut  lintimnMia«  .V 


—  Aaüi^Uin^M«  |  ninaro«,?)  |  mtti^mitir9  f  bmtnmmf^  -  S 


Ar.  *jrw*   //,  \J 
S     foinaainr,—       ^  ^  A 


Noll  ^  .IImK  4rr  ge««' <r.*<  b.*  Oft  ,10   du«  b  /> 
mm—  dur.b  \  rrlr*»««  <|Y.  Aiiim^ixiMbtr«  drr  I 
/i  d^a  roaatnalr  tilird  » rr nr b ♦*  ludra 


Ihr  fourdtnatm  »an  t)  »i»mI  *Wf 

4|  •    A.  rot*  Zi  ll/  A. 

A|  .r«*«»|  f  A,  r«»r,  r>iM 
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yi  =A*.cosv.2, 

2,  —  Hx  =Äo,8inva=Ä48inv3  =  Aasinv4 . 
Also  erbalt  man  zur  Bestimmung  von  S: 

A*sinv3cosv3 +A«sin  v3cosvacosa— Ä*sinv4cosv3 .  ^~ 

—  Ac.sinv4cosva^^  +  Acsinvacosva- Ac»inv3cosvacosa 

—  Acsinv4cosvacos0  +  Ht  -Acsiovacosva  —  A»  sinv3cosv3 

—  Äosinv4cosv4  +  csin/Jsinv4  —  5=0 

oder 

i                                   8inß     .         /sin«cos/?-f  coscsin^l 
sin  v4  jcsio/J—  AaCosv4  —  A*cosv3        -  AcCosva^  ^  J\ 

oder 

sinv4(csin/3- AaCosv4^ÄM»sv3.^  — A^osv4.^)  +  IT,— Ä=0 
oder 


sin 


a 
oder 
'2sinv4 


^(öcsinß— fl.AaCosv4-6./<4Cosv3  — c.AcCosv2)  +  //!  —  Ä  =  0 


(Al  — A4C08V4— A3COSV3  — AiCOSV^  +  ^j  -  S  =  Q- 


2 

Es  ist  aber  bekanntlich: 

=  Aicosvj  +  Aacosvg  H-  A*cosv4 . 

Also  erhält  man: 

S  =  Iii- 

Die  Gleichung  (10)  erhält  hei  dieser  letzten  Annahme  von  S 
die  Form: 

xx  (sinasin  v3 — sin/Jsin  v4)  +  yv  (sin  va— cosasin  v3-cos/3sin 

+  2j(l— cosva— cosv3  -eosv^  +  J^  —  Hx=0   (1'2) 
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iHc  KbriMJ  (I.)  i*l  »crwitlrl»!  Ihrer  iHi  rr  hftrhnittc  Mit  «!#-n  Kam* 
te»  de  Tetr«rdtr»  l*t<  hl  ta 


N»#  »rboeidet  di«  kantrn  J/i,  Ä/J,  CO  im  1'otkU  /> 
l>ie  |.lrirhunßrn  der  kaut«  .4Ä  .<nd: 


tär  die  <  «poriliiwlrn  de*  Darr  U,  ho,  t  Up unkte«  mit  d«r  Kbenedij 


//,      //4                           (//,      //Ar  //,-//v 

Die  (»leirbunjren  der  kante  .ff  »ind : 

I  iir  dir  <  «ordiitfttm  de«  I >u  r  r  her  bnitt  »punkte»  mit  der  H»rt>»(l/ 
rrfijlf  nun  *l»o 


'i 


I//,      //^o.«  // 

:-    0    "   f    ^i„,.„„4    7/,  ■■///  —  ■ 

I»m  *•(  Jf  .bgeftrfcciltlene  M«ui  »I  glct-h 

i/,  //.' 

(Ii*  I»U>m  l»uti^'«-u  der  k»iifr   ///'  - ir« «.I 

I  tir  dir  I  «M»rdin4l«-fi  de»  I >uf<  k»<  htittf * j  .t.Llr«  mit  ilc*r  |  r*ei»+  \*. 
rfhJt  man 


^  //••••'♦«•«*  « «»'"  i«.»»t 
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Das  auf  der  Kante  BC  abgeschnittene  Stück  ist  aber  gleich 


also  gleich 


Ii.. 
sin/3 ' 


Ist  einer  der  CoefBzienten  von  «,  6,  oder  c  negativ,  so  ist 
das  Stück  nicht  auf  die  betreffende  Kante  selbst,  sondern  auf  ihre 
Verlängerungen  über  B  resp.  A  hinaus  aufzutragen. 

Ist  in  einem  besondern  Falle  einer  der  CoefBzienten  Null  oder 
unendlich  gross,  so  schneidet  der  Ort  (12)  die  betreffende  Kante 
in  A  resp.  B,  oder  ist  damit  parallel.  Sind  alle  drei  Coefßzienteo 
Null,  so  fallt  (12)  mit  der  Ebene  ABl)  zusammen;  sind  alle  drei 
unendlich  gross,  so  ist  (12)  mit  der  Ebene  ABC  parallel.  Sind 
zwei  CoefBzienten  unendlich ,  so  ist  auch  der  dritte  unendlich. 

Endlich  kann  einer,  zwei  oder  alle  drei  CoefBzienten  unter 
der  unbestimmten  Form  q  erscheinen. 

Hat  z.  B.  der  Coeffizient  von  c  diese  Form,  so  ist 

#3  =  ^4; 

also 

Bl=H3. 

Es  sind  also  dann  die  beiden  anderen  Coeflizienten  Null;  mithin 
^etit  (12)  durch  die  Punkte  A  und  Bt  fällt  also  mit  der  Ebebe 
ABB  zusammen. 

0 

Hat  der  Coeffizient  von  b  die  unbestimmte  Form  ^ ,  so  ist: 

//,  =  //4, 

also  auch 

Mithin  ist  dann  der  ((»effizient  von  r  gleich  Null,  und  der 
Coeffizient  von  «  gleich  der  Einheit,  also  geht  der  Ort  (12)  durch 
Punkte  A  und  C,  und  fällt  mit  der  Ebene  ACD  zusammen. 
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IUI  rudlirb  der  ('.»Wü/Unt  «oo  a  dir  unbrMiiumle  V»tm  !! 
»«  i.t ; 

//,  //,. 

//,-//,; 

*1bo  »orb 

//,  //, 

Ihr  t  orftii irnlrn  ton  6  uod  r  «eidrD  »Ion  jedrr  fcl<-«b  drr 
Kinbril  Orr  Ort  iL')  «rbt  also  durch  die  l*uttklr  //  und  f,  fallt 
mithin  mit  der  K,brt»o  HC  iß  *u»it«niru. 


da«  Aufarten  drf  unb*«timmtro  Kur» 
0 

^  Folg«  da«  oo  »•(.  d**»  dir  l#r trr ffrudr  Kjnlt  in  drr  Fbroc  flJ 
lieft 

Vbotcu  frrnrf  *«ri  drf  (  «rtli/irnten  dir  ui 
w  an.  i   II.  dk  %on  6  um)  r.  ••>  i*t 

//| 

//,  //«. 


//,       //a      //,  ~  //4 


K»  Mini  *U<»  dann   tueb  drr  <  »rftmmt  %mm  m 

fei»d»-l  Bin .  (Li»«  drr  dullr  (  «>rfii4*rttt  uitbrttiranl  »ird. 
M>b«ld  #»•»!  (  »rUiiirntni    unlx-«hramt  »n*d      Iii»-  llc*Jiii(UBS*viri 
c  b*it(  i»t  tMNirr 

/#!       //t       //,  //4 

l'dlr  »•!  «brr  dt*  TrtnrOrf  ni  rr<ullf««,  und  r»  *| 

I 


Ihr  (.buh^K  'HI  rrdmirt  *.<b 
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Wir  werden  später  hierauf  zurückkommen. 

Aus  diesen  Erörterungen  sehen  wir,  dass  die  Coostruktion 
der  Gleichung  (12)  vermitteis  ihrer  Durchschnitte  mit  den  Kanten 
des  Tetraeders,  den  letzten  Fall  ausgenommen,  immer  anwend- 
bar ist. 


Multipliziren  wir  die  Gleichung  (5)  mit  sinj?sinv4  und  (6)  mit 
sinosinv,,  und  addiren  dann  beide,  so  erhalten  wir: 

24sinasiov3 -f  z38in/3sinv4  =  — y1(sin0cosa--cosj?sina)8invs8inv4 

— 2i(sin^sinv4cosv3-f  sinasinvscosv4)  -+  csinasin/?sinv8sinv4 

oder 

z4sinosinva  -f-  z^sinßs'mv^  —  —  y1sinysinv3sinv4 

— z1(sin^8inv4cosv8  +  sinasinv3cosv4) -f  csinasin^sinvasinv4. 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinv2  und  die  Gleichung 
(4)  mit  sinysinv3sinv4  und  addiren  beide,  so  erhalten  wir: 

z4sinasinv2sinv3  +  z3sinßsinv2sin  v4 + z2sinysinv3sin  v4 
=  csinasin0sinv2sini'38inv4  —  x1(8iny8inv3sinv4co8va 

+  sin/?sinv2sinv4cosv3  •+  sinasinvssinv3cosv4) , 

g4  nsinß  .  zasiny  /sinycosy2  sinj3cosv3  cosv^X 
sinv4~*~  sinv3sina  +  sinasinv2    *lVsinasinv2  +  sinosinv,  +  sinv^ 

=  csinjS . 

Es  ist  aber: 

1        ha  a.hg 
sinv4     Hi     a.Hx     aHx  * 

sin/?     _  bJ*  _2A3 
sin«  sin v3  ~"  a.  Hx      aHx  ' 

S'"y         c  he  ^  42Aa 
sinasinv2      aHx  ~  aHv 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  gefundene  Gleichung ,  so  erhalten 
wir : 

2.^4- A4  .    ^?3-A3  .   2.22.^2         fl^.COHVi      2A3COSV3  t  ^^COSV^N 

<lHx  +    affl  +   aHx   + z\    aHx     +  ~^H~) 

—  esmß 


Digitized  by  Google 


132 


^A.  +  hAit^A*  tMAimv,*  X™»»^  t  A«"»*«*  M 

r.  da 

Atr,,,"'t.  4  ^rotrj  f  A«1*"**"*  Ai 

Ul 

•i^A«  I  \  .A*  4  J*iA,  •  JmA.    '   <U> 

Oic  tilrif hone  f|3)  enthalt  fdgrtideo  Sali 

.Nimmt  man  irgend  riiir n  Punkt  im  Kaum*  au.  ■  <*  i  a  t 
die   S  Ii  in  m  e  der  %  i  r  r  Trlrif  i)i*r,    n  c  I  c  h  i*  die  *  i  •  f  N  e  i 
tendjiben  enir«  ffryebrnen  T  rltif  df  r  »  au  («rund  II* 
rhen    und    den    brlitl.it;    a  n  *  e  ti«m  m  »•  n  »•  u    l'unkt  auf 
.Spitt«  haben,  flcic b  d«iu  |tKf  hmrn  Tetraeder. 

Mibe!  tat  au  bemerken,  da««  die  Inhalte  bald  addih»  bald 
»ubfrakft«   au  nehmen  »md  .    je   njtb  der  l~t\*r  d«-a  l'unklra  tm 


Ai  11 

Ai  •» 
7  ~  "*  • 

A»  . 


y.m  ul  ferner 


Alm.  MRI  au.  <  I  1 


|)ir«e  t»lrn  huf>C  mit»  Ii  l»»J  •«  ftden  Njli 

I  11  r  jr<lr  n  l'uii  k  I  •  im  liiumr  1  •  I  <lir  Ntimmr  i!r(  !/<*<•> 
|l»h|  r  a  au«  »rlltrh  \  !•  •  \  *  »-  d  r  11  Inn  den  %  1  •■  I  Srilf  »• 
llaibrn  eine«  ;rl»ni«  ■  |  rttartln  •  und  d  •*  h  ll<-hru 
de«  Trlrardrr«  Hi  II  »-jus  *«  \  dir  r  u  \  *  |»  r  r  1  h  r  i>  d  e  Nti- 
tri.riA.br  «1.  (.ruu4ll.it  br.  m  •  t  «  e  b  »  r  i  £  .  r  Krfu,k».<h 
dt  «ja  ff  der  \uifnrbru  »n  Art  ».  brn  iHr;tlithn  lk 
4«  Ulli.:     ff  Irl.  b   dri    \  1  »br.* 

|»|  in«W*fttdef  r 
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1.13 


//,  =  //,=  //,  =  //. 


4» 


also  das  gegebene  Tetraeder  ein  reguläres,  und  bezeichnen  wir 
seine  Hohe  mit  //,  so  ist: 


d.  h.  die  Summe  der  Entfernungen  jedes  beliebigen 
Punktes  im  Kauine  von  den  vier  Seitenflächen  eines 
regulären  Tetraeders  ist  mit  gehöriger  H erfleks ich ti- 
gung  der  Vorzeichen  gleich  der  Höhe  des  gegebenen 
regulären  Tetraeders. 

Es  rausste  aus  diesem  Grunde  die  Gleichung  (10)  ßr  diesen 
besondern  Fall  unter  einer  unbrauchbaren  Form  erscheinen. 


Die  Gleichung  (14)  umfasst,  wenn  wir  erwägen,  dass  die  Ab- 
stände sowohl  positiv  als  negativ  in  der  oben  aufgestellten  Be- 
deutung, jedoen  nicht  alle  vier  gleichzeitig  negativ  sein  können, 
folgende  besonderen  Gleichungen,  worin     ,  z^,  *3  u>id  :4  au  sich 


$.  5. 


positive  Grossen  bedeuten  sollen: 


(IS) 


(10) 


(17) 


iL        I1    1     Z3    ,  J4 

//1-//2+//3  +  /74 


(18) 


*t     ,    H   ,    *3   ,  24_ 

"  77/  +  772  +  H  l  +  77; 


(19) 


(20) 


(21) 


*t     •    J^B    ,    _*3_       JA   ! 

77,  +  Ht  +  7/3  "~  774  -,J 


(22) 
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//,  1  #7,~  //„ 1  7/4    1   r2lj 

:,        :t        :}  :4 


Srlif  Mi?  «fem  *b»«ilu(ro  Werth»  »»rh 

•i  -j 

tj   Ii.  «I  i  r  A  b  •  t  4  n  il  r  ilr«  in  Knli*  «|r  h  rndm  Ptjnbte« 

«  o  n    d  r  I»    %  i  r  r  ilrnfl.w  hm  d  r  •     grfrbvtsrB    Tf  lr«r 

der«  »  b  «  <>  I  n  t  r  f  r.  «  m  m  r  n  r  m  a  n  *l .  r  ilm  d.  •  o  tt  i  r  d  dir 
kvRrl.Mrlfhejrnrnl'unkf  iun  Miltr  l|>  vol  I  r  mid  den 
«  b  •  o  I  ti  t  |f  noiBinriirft  c  I  r  i  <  b  r  »  \  b  •  I  a  n  d  «um  H  *  d  i  «  • 
b«t.  «Ii*  mr  .SrilenMjt  brn  d  r  -  T  e  l  r e  •<  r  r  •  tirruhrr  ■ 

\SU  *rh*»r«   iL-m-urb    .....  «Irr  (.1  i.li.ii  ;     I,  i   für    dr*  IU 
dttta  «Irr  nr»?r*<fafi« '.n  rn  k»-rl.  «rno  wir  ibn  u*it  «V  l*rrri.  bri^t» 


Srtiett         »ort  in  d  r>  (.Im,  Ui  ,;n»  il«»  .  'I?)    <l«»i.  , 

«t»d  Herrirbfini  den  rIcm  h#n  \i»»l*«id  m»!  «V,  rr«p»  #Vf .  «V(  ,  A* 
•*  rfbkll.r»  Mir 

#i    -    |  |  |  |  ,JI' 
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^2  ~  — |        j  1"  "~    y  '    (*^~) 

*»=  T     1  1  J_    X'  (33) 
^"^+//3+  //4 

l 

«4=   1  f  j  J~>  —  (3-0 

Rx  ist  der  Radius  einer  Kugel ,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  *  lache  BCD  und  den  Verlänge- 
gerungen  der  Flächen  ABC,  ABD  und  ACD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  BCU  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  BCD  selbst  und  die  Verlangerungen  der  drei  anderen 
Flächen  berührt. 

J?2  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ACD  selbst  und  den  Ver- 
längerungen der  Flächen  ABC,  ABD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  ACD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  ACD  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä- 
chen des  Tetraeders  berührt. 

/?3  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ABD  selbst  und  den  Ver- 
längerungen der  Flächen  ABC,  ACD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  ABD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  ABD  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä- 
chen des  Tetraeders  berührt. 

RA  endlich  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in 
dem  Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ABC  selbst  und  den 
Verlängerungen  der  Flächen  ABD,  ACD  und  BCD  über  ihre 
Durchschnitte  mit  ABC  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach 
die  Fläche  ABC  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen 
Flächen  des  Tetraeders  berührt. 

Diese  vier  beschriebenen  Berührungskugeln  wollen  wir  die 
„über  den  Flächen  angeschriebenen  Kugeln*'  nennen. 

Aus  den  Gleichungen  (31),  (32),  (33),  (34)  folgt  unmittelbar: 

-  +  f  —  —  1 

Hi      B-2      B$     H4      B ' 

d.  h.  die  Summedcr  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
über  den  Flächen  angeschriebenen  Kugeln  ist  für 
jedes  Tetraeder  gleich  dem  reziproken  Werthe  des 
Radius  der  eingeschriebenen  Kugel. 


SH#ri»  *ir  l>riw  ii.  d«i  fikirhur.««-!.  <  *)> .  (21).  C«) . 

•od  bcr ctcbn#fi  d#ti  ulriclwt»  AI**IbimI  mit        r  **•{».  If«  .  If? .  ^f« 

#fj       I         |         |         |        .  •   i-f>< 

I/,  j        |        j        |       .  ..  f.lTi 

«, 1  «,  ♦  //,  //. 

U,      |       |    1  -  j       |         W, .  t:tv 
//,  -  //,  "  //.  •  //. 

K  =      |       |      |      |  (*»• 

-  //,  ♦  //,  -  //,  •  //. 

-  //,  ~  //, 1  h,  1  >/: 

Wir  «rbrfi  »*bofi  birr,.i.  .  «<m  .hnrr,  ,r.  b«  |lrrfibfiiit£» 

LurHii  immer  drn  Mit»..:  .rh  .1 

1*1    #f>  twwtn  ,    m*t    i»t  r«   Ar/   |Jj  !».)«    nr.rr   llcni  lifur- ?%li»pr| 
ilrtro  Vitfrfpmikl  if>  drm  Ii.,  •im»  .    «rl-hrr  » .<»  .t#«  \  nd« 

frr»ngrn  «irr  %»«*r  KU«  hrn  »lr«  Tc?'ie»frf«  uf.«  f  tti«-  k*t»tr  *  /* 
»Hk«M«  n"UfM  bl«j**rti    «ml  itir»«1  ku;r|  ihr    ,yMr  r 

der  kirttv  f/#  *i»sr  •«  hr  irb-r»r  4 


|br»^i   bi.drn  »,f,    .1**«  *V.     A', .  #Vt    #.',  , .    m.i  A.r 

,U      Mi  AMgr»chft«-l»rorn  k<  ;elrt  •«»,.< 


\%  »r  t«ir  fr»rkt».    «ind  i>*n  irrt        k«   i<b»t  ijrn  k intr«  *» 

f  i  i-  Vi     |  ^)|'      «»%.lw  k 
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Ea  tiiiinen  gleichzeitig  positiv  sein : 

1)  Ä,   ,Kt,  R7  ; 

2)  R6   ,  R6  ,  R9; 

3)  it*ft   ,  R9  ,  -Vr; 

4)  iVÄ   .  R9  ,  /?8; 

5)  iVl0  ,  iV9  ,  Ä8; 
0)   Rl0  ,  /f9  ,  ItV; 
7)    /t*10  ,  /t*8  ,  R9; 

■ 

Bilden  wir  nieder  aas  den  Gleichungen  (35),  (30),  (37),  (38), 
(39) ,  (40)  die  Summe  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der  mög- 
lichen über  den  Kanten  angeschriebenen  Kugeln,  so  erhalten  wir 
die  acht  möglichen  Fälle: 

* 

-L  +  _i+_L_J._  1 

Ut     Rt     tf.  -/#,  W 

äs  ä»  +  /?,-  //,  «' 
_L  + JL._L=  1  1, 

J_  +  JL.  J_  =  ±_.L, 

Rl0     R?     Rs     H%     ~R  * 

1      1      1  _  1  J_ 

«io*  t%+R7  ~~  R~  ih  * 
J_     J_  ,    1  A 

/?1Q         /?5  /?8  /£  //<| 

_L  .  i  .  i  t  1. 

ßI0+  «,+  ff,  -ff,-  Ä* 

I 

d.  h.  die  Summe  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
drei  über  den  Kanten  angesch rieben en  Kugeln  ist  gleich 

Tbeil  XIX.  10 
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der    Pifferen«    de«   reiipr«k«n  Weithea   de»  Itadiu« 
der  einfeaebriahenen  Kugel  unil    t\vm   tierfarken    r  #■ 
linroken    Wrrlke»  «Irr  l!.-hf  de*  Tetraeder»   iu  lUiu  : 
auf  diejenige  Klai  hr  al-  (irunrf!l.u  hi».  in  *  rloker   d  .  r 
drei  Kattien  ließrn,  üb«  r  «flrhro  die  drei  KutfrlB  an 
gearhrieb*«  atnd. 

Selten   wir    endlich    »u«h    in   den  C*lrir bunten   (J»n,  r/T 

:, 

•ad  beie.cWn  den  gleiche»  Ab.Uod  mit  ff,,  r*«p.  #r\..  tf„ 
If,,;  •©  erhalten  wir: 

/Zu  |         |         j        j  •  •  

1  7/,  ~  //,     /#,  ~  //« 

/Zu         |       |       II'  (*• 1 

;  "  '  i"  "  |         |      '  |    ♦   " 

-  |         |         |         |         •  — ■        <  i J i 

//,-  //,"//.  '//. 

|fl|f  re»j>.  1?,,.  Wu,  //,,  »iu*»t*n  dir  lU.lirn  *.,«  »irr  kg 
ffetn  anii,  drrrn  ifittelf»i<iiLlr  im  d»-ij  im.  jrn  Kuim*»  I  r*rn«  mr\-  b* 
dafrb  d»r  \  rfhnffir      n  n>n  tl/n  I  1 1  hrii   <!'-«   I  r  tr  jnjr  r  •  üK- 1 
di**  t«»a  ilinm  grJ»*Mrl»    1*1»*   km  im»   et  l»Crhrn  ,    «♦•»!  «•  i  J.  ke 
Vier  rU'ben    de«   Trfr  irdrr«   lin.ilnni       Wir    ».  h«-n    .»hrr  «>k»e 
Weitem,  rin«-  k«-*»-l.    d»  fei»   \li".  ljHj..kf    in  i-n,r,«  .Vf  Im- 

achrtrl'«-nrft  Kau».**  In-tft  .   die  %  irrte  I  l  *«  r*r   in.  kt  Ix-fuhffn  ki 
tik«*  die  df'i    ^iidrrn    tu    •«  kun.irn      |.«    mn»«rn  ilfairui  d   A\ , 
Ntj,   I/,,.  Or^Allv   »rill,   al»«  tt»ii%«  : 

1    1    1    1  i, 

I     I     I  I 
ZA  1  //,"//,  //tN"- 

I     II  I 

//,     //.  »  H%  -  yO" 

1        1         I        I  Ii 

-I/,-//,  //,« 
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oder: 

//2//1//4  K,  HiH%H$  -f-  HxH%H±-\-  ßilH3H4 , 

HxH<ilii  K,HXH^H^  -f- HVH^H^  -f  //2//3//4 

sein,  d.  h. :  Bildet  man  aus  den  vierHöhen  eine»  Tetrae« 
ders.  die  vier  möglichen  Produkte  zu  dreien  ohne 
Wiederholung,  so  ist  Jedes  dieser  Produkte  kleiner 
als  die  Summe  der  ö^rei  andern. 

Ist  insbesondere 

Hi  —  //,  ~  #3  —  #4 » 

so  ist: 

R    =  £  H  y 

Rx  =  ßa=  i?3  =  RA  =  ^  77 

und  die  Radien  der  drei  über  den  Kanten  angeschriebenen  Kugeln 
werden  unendlich  gross. 


$.  6. 

Die  Lage  der  Mittelpunkte,  ausgedruckt  durch  ihre  drei  Co 
ordinaten,  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6) 
oder,  da  der  Radius  der  Berührungskugel  gleich  dem  absoluten 
Werthe  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  XF-Ebene  ist, 
mit  gehöriger  Berücksichtigung  der  Zeichen,  aus  dem  Radius  der 
Berüjirungskugel  und  den  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5): 

%=yx  sin  va — zx  cosv2 

und 

zj  =.Tisinvs8ina  —  yjSinvjCOsa — Z|COSv9 . 
Die  Rechnung  ist  leicht  auszufahren. 

Hiermit  will  ich  diese  kurze  Skizze  schliessen. 


10* 


I  to 


nen*  mll   bc»oii€lerrr  Rücksicht  aul 


Arm  IIrrnu»pi»brr. 


t\-     |(af kuMliv  Amt  ll..kM    mnm    njnj  _tij-j  km  %f  *»ailM«»*a  M  twA 

MI*  l>*re<  nnur »i«  r  ivneti  an«  ^t^mj 4 u«cn^»i  xiri«unf  m  utru. 
iMofrrtl  t»4»  lliUl  ftt'ht  die   »Hrn!.»*»    % -f  < r r  I tt. ,  hc   Mrfbod»  «i«* 
•  Of  mannten  fftljrfft)»r»r|||r|>  oder  |je  urn«riti  .jrl»  /.«M>lt  h«ll*t^nf  et»  «a 
\cim  eoduii?  bf  in:;1.  "  "kl  (■■!  »11^  ein«- in  •oifrh  hrt.  d**»  nun  dabei  J*» 
|{r|(ii  lt**n*  i  «»rftir  iei»iVfi  <'il^  ti     h  |)r  L  tuNrr    aI»  hekjnr  f  ci4»t 
Urpr»»#-I»    »"fm«*»H/ 1.     Mali   »flu   abet  .     «!  »«•   dr»    W.  rth  dir**« 
«  .m-IIk Hillen    h**b    »«-hr  *f  h*»Afik*-ii«J  »•!.    wir  ».  b  .n  die    1  **  tr' 
•efci»denen  Matbf  matilrrti  »id   A  *lf  <>li«n  eil  luf  d«-n*e|b*Hi  |f|»ir 
neu  ,  »t»h  rir»«t  d»f  tiirht f.»r  b  ^hurti  kfi.<lrn  |le«timnMif>  „••!»  i«r 
f*0£*  b«-*»r*«ei»      I  •  *«tirii»|   d«h«-r  f"*«kti»  •        #11    »f »1  ,     i  tn»il 
dir  Mr*»iif»?«*»i  .  »U  »M«  I»  defe»  lief  r*  bmiti;: .  m  •«.!»  Krf  \\r.»#  aav 
»U..tdr>rn  und  rtn/w»».  kirn .    <!.»••   ImaA  dri   kr l  nlfii *  1»   «Je*  Wntk« 
de«   llefra.1t>»»«   (  '»rhu  trifm  r.f  l<(  bcdjff,   »w  >lrf»  inlmebf  «Ji<* 
»rn  i  .»«•il»'  leftle«  au«  d»n   %|r»«ams;efi  ■elb»l  .  *»  «jrirb  A»it  «Wf  te- 
»ih  bim  ll-hr.    in  jedem  rtrw     rn  I  jiJr  «tK<i;'ril>n  im  Ntt-.'r  »*t 
«*«d«et         wir  krkon  oben  ermneft.  i«m  d«*t  In*« en dune  der 
def  »wceftant.lt>«  n,l;r;.  i.;f .rt,lrn  ..det  c»Si^»fi-  .  .  t»  A  ■  ■     .1  »«Aa- 
len )f»-t  ^lif   »Ultilui-i.    «<r    lir  4h  .ct.  t  ^'t.     »hf  V-!l.  ieb*v 
fc«»t.f1|.  Ii   ai»  drli   11*.  J. ..  hin   i'.r>    in  %m>  •*«.   Klirn    Mtf    fi.M  C' 
N«  b*  in  U  ke*1rn  hft.jrr   I  ..i.lriunj    »tri.1  ,     m<|    •»     r«   |<  »1f« 

•»ealea  die  to  »r»*ri  1»  |l  -he  *«-Jb»t  IV  b«»»»rijrn  I  mr  «.  W~iV* 
M>lb<xde  «m  d»<-  »•  Ited*  tlrknJf  j«  raMiiLrli«.   i»t  de*  /««tot 
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dieses  Aufsatze«,  wobei  ich  zugleich  von  vorn  herein  die  Erde 
als  eine  Kugel  betrachten,  und,  unter  dieser  Voraussetzung,  die 
Entwickelung  mit  völliger  geometrischer  Strenge  zu  führen  versu- 
chen werde,  um  nicht  nachher  die  sogenannte  Keduction  wegen 
der  Kugelgestalt  der  Erde  besonders  anbringen  zu  müssen,  was 
allerdings  das  gewöhnliche  Verfahren,  aber  geometrisch  nicht  völ- 
lig streng,  wenn  auch  für  die  gewöhnlichen  Ffille  der  Praxis  ge- 
nau genug  ist.  Streng  genommen  wäre  freilich  auch  auf  die  ellip- 
soidische  Gestalt  der  Erde  Rücksieht  zu  nehmen,  was  jedoch  in 
den  meisten  Fällen  unnöthig  sein  dürfte,  und  daher,  um  diesem 
Aufsätze  eine  nicht  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben,  von  mir  für 
jetzt  unterlassen ,  aber  vielleicht  zum  Gegenstande  eines  späteren 
Aufsatzes  gemacht  werden  wird. 

Wie  schon  vorhin  erinnert  worden  ist,  nehmen  wir  im  Folgen- 
den an,  dass  die  Meeresfläche,  welche  bekanntlieh  als  die  wahre 
oder  eigentliche  Oberfläche  der  Erde  zu  betrachten  ist,  eine  aus 
dem  Mittelpunkte  C  der  Erde  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
bene Kugelfläche  sei,  und  denken  uns  nun  auf  der  Erde  drei 
Punkte  A,  Ax,  A.if  deren  Höhen  über  der  Meeresfläche  w  ir  durch 
A,  A.  ,  bezeichnen  wollen,  so  dass  also  r  +  A,  r+hlt  r  -f-  A^ 
die  Entfernungen  dieser  Punkte  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
sind.  Durch  den  Mittelpunkt  6" der  Erde  und  die  beiden  Punkte /l 
und  Ax  denken  wir  uns  ferner  eine  Ebene  gelegt,  und  in  dieser 
Ebene  aus  C  als  Mittelpunkt  durch  den  Punkt  A,  also  mit  dem 
Halbmesser  r  -f  A,  einen  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAX 
der  Punkte  A  und  Ax  liegenden  Kreisbogen  beschrieben,  welchen 
wir  mit  Maassstäben  messen,  nach  einem  unter  dem  Namen  einer 
Basismessung  jedem  (ieometer  bekannten  Verfahren,  indem  wir, 
von  dem  Punkte  A  anfangend,  in  der  Ebene  ACAXi  immer  in  ho- 
rizontaler Lage,  einen  Maassstab  neben  den  anderen  legen,  so 
dass  die  Endpunkte  je  zweier  Maassstäbe  sich  berühren,  bis  wir 
endlich  bei  der  Vertikalen  CAX  des  Punktes  Ax  anlangen,  natür- 
lich mit  allen  bei  einer  so  subtilen  Operation  nöthigen  Keductio- 
neu  und  Correctionen ,  deren  weitere  Besprechung  jetzt  nicht  hier- 
her gehört.  Die  auf  diese  Weise  gemessene  Basis,  Jiach  dem 
Vorhergehenden  also  den  aus  C  mit  dem  Halbmesser  r  +  A  in  der 
Ebene  ACAX  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAX  beschriebe- 
nen Kreisbogen ,  wollen  wir  durch  B  bezeichnen.  Setzen  wir  dann 
den  Erdhalbraesser  r  und  die  Höhe  A  des  Punktes  A  über  der 
Meeresfläche,  welche  letztere  durch  ein  unmittelbares  Nivellement, 
oder  durch  barometrisches  Höhenmessen  bestimmt,  oder  aus  einer 
anderweitigen  trigonometrischen  Messung  entnommen  werden  muss, 
als  bekannt  voraus,  so  können  wir  den" Winkel  ACAX  am  Mittel- 
punkte der  Erde  leicht  berechnen,  weil,  diesen  Winkel  in  Gra- 
den ausgedrückt  angenommen, 

m)°:Z.ACAx-=  2(r  +  h)n:B, 

also 

,  ACA  180« 
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>*<   and        immer  ritt  «ebr  kleiner  Bruck  »ein  wird,  no  Ut 


r 


_J?      R       A     A*     A»  A« 


NikcnragiwcUe  kann  bim  »Im»  ••Uen : 

In  %ir|m  F&llen  wird  e»  %<*f»(al|rl  ir in ,   drn  Winkel  ,f# 
aus  rittet  ander* eiligen  | e««|fcf  i»rh»*M  Oi»er,»tnin  «1«  brkauiil  » **» - 
aiiiuiflirn,  wo  e«  dann  der  ito»t'r  i  »r Je  Zeit  und  .Hube  in  Ar» 

Mr..ung  a«>r  Ii*.»  //  n»  Iii  b.  Ur( 


Dt«  Ihif  rk«chni(l)i|*ijiikti*  der  \ertiialen   ( M  .  /Mg.  fM-  d«* 

ftinktr»    .1,    .1,,    ,ij    ti>i(    r-mex    AU«   drm   Mt!trl|HMiklf'   4     Jrf  Vldr 

»i!  emein  der  l.mht  »t  ulr  .1  kr»  IIjIIh»*«»*i  Im-<m  hu.  !»rom  Kur*! 
tfcih»,    d.  k    dir  1'f  .ijr«  dunen   der  l'uuklr  J.  .1,.  Aä  mu\  .lir««-e 
kttgrllUfbe.    «»Ilm  wir  »rM.nlnr  duf  1  k   \.    \,  .  At  br*ri.  knet»  . 

Ul  in  drin  mut  der  ■«*  ltr<Je  •frken.lr«  K *j ^ *  Iii  *■  ke  ii<-(rr»dett 
•|ik«ri»«  ken  |lrrie<kr  A\,Aj  na«  k  »Irm  \  urkrt^<  b«-i»tleit  j«  <j|  dir 
Seil**  \  \|  ,  d.  k  ritfeiitli«  k  di  r  \\  inlrl  \4  \t  «im  .\lilt«  lt»uttlte 
drr  kutH,  »M  (iridoe.  beUnnl.  lüde«  ruinl»,  k  ntek  dem  0*..^« 


A  ^,  , 

r  |  A  1 


f  r        r*       r-       r*  * 


ttJlkrfttf.f  «*«  ^i»e 


Ii       k  Hr 
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Wenn  wir  nun  den  Theodoliten  in  dem  Punkte  A  aufstellen 
und  uns  durch  A  eine  auf  CA  senkrecht  stehende  Ebene,  den 
Horizont  von  A,  gelegt  denken,  so  können  wir  bekanntlich  mit 
dem  Theodoliten  die  Projection  des  Winkel«  AXAA2  auf  den  Ho- 
rizont von  A ,  welche  bekanntlich  nichts  anderes  als  der  Winkel 
AtAA2  des  sphärischen  Dreiecks  AA1A2>  den  wir  in  der  Kürze 
durch  A  bezeichnen  wollen,  ist,  und  ausserdem  den  Neigungswin- 
kel^der  Linie  AA2  gegen  den  Horizont  von  ^messen,  welcher  letz- 
tere Winkel,  indem  man  denselben,  jenachdem  A2  über  oder  unter 
dem  Horizonte  von  A  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet, 
durch  J  bezeichnet  werden  soll. 

Eben  so  kann  man,  wenn  man  den  Theodoliten  ferner  auch 
in  dem  Punkte  Ax  aufstellt  und  sich  durch  Av  eine  auf  CAX  senk- 
recht stehende  Ebene,  den  Horizont  von  Ait  gelegt  denkt,  mit 
dem  Theodoliten  die  Projection  des  Winkels  AAXA2  auf  den  Ho- 
rizont von  Ax  ,  welche  bekanntlich  nichts  anderes  als  der  Winkel 
AA,  A2  des  sphärischen  Dreiecks  AA,A2,  den  wir  in  der  Kurze 
durch  Ai  bezeichnen  wollen ,  ist,  und  ausserdem  den  Neigungs- 
uiokel  der  Linie  AtA2  gegen  den  Horizont  von  At  messen,  wel- 
cher letztere  Winkel,  indem  man  denselben,  jenachdem  A2  Ober 
oder  unter  dem  Horizonte  von  Ax  liegt,  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachtet,  durch  Jj  bezeichnet  werden  soll. 

Nehmen  wir  nun  noch  die  Höhe  ^  des  Punktes^  über  der  Mee- 
resfläche, deren  Keuntniss  man  sich  auf  ähnliche  Weise,  wie 
vorher  bei  dem  Punkte  A  gezeigt  worden  ist,  verschaffen  muss*), 
als  bekannt  an,  so  haben  wir  jetzt  Data  genug,  um  die  Lage  des 
Punktes  A2  auf  der  Erde,  nämlich  sowohl  seine  relative  Lage 
gegen  die  Punkte  A  und  At  auf  der  Erdkugel,  d.  h.  auf  der 
Meeresfläche ,  als  auch  seine  Höhe  über  der  letzteren,  bestim- 
men zu  können,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 

Weil  man  nach  dem  Vorhergehenden  in  dem  sphärischen  Drei- 
ecke AA.  A2  die  Seite  AA,  und  die  beiden  daran  liegenden  Win- 
kel A  und  Aj  kennt,  so  lassen  sich  in  demselben  die  Seiten  AAa 


*)  Man  könnte  freilich  anrh  die  Zenithd'utanz  Z  des  Punkte«  At 
in  dem  Punkt«  .4  beobachten.  Dann  hätte  man  offenbar  zur  Bestimmung 
Ton  A,  die  Proportion 

r  +  A:r  |//,  =  sin(Z  — AAj):sinZ, 

woran* 

=  sin-(Z-  AX77 

folgt.  Da  man  aber  die  gemessene  Zenithdistanz  noth  wendig  wegen  der 
Hefraction  rou-igiren  muss ,  ho  setzt  dicues  Verfahren  schon  die  Kennt- 
nis* des  Refractions  -  Coefficienten ,  welche  wir  ja  hier  eben  umgehen 
wollen,  voraus. 
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und  A,A,.  d.  b.  «icMtlitfc  die  Winkel  AC.^  «ad  A,f  A.  «&m 
«tm  da«»elbe  Ut.  die  Wink«!  „MM,  and   l,C\lt.  «m  .Hittrlpttait» 
drr   |  rd«  bererbnen,    *om  am  l»c«tea  die   beide»  .Nepef  »eb-' 


I 

t^np^i  VA,  4  A,Af)  =  —  j    taue.,  AA,, 

,  •»!(.%,     A ; 

t*K.,<AA,     A,.V=       ;  Un^AA, 

•i«  „(A,  |  A) 


.MitteUf  der  io  der  Ab  hu  ml  Inns  Tbl.  XVII!.  Nr  \\.\  rat 
wickelt»*«  Höben  erbttt  man  aurb   |i*trbt  die  Mgt-nden  Keil«« 


'  ( AA,  |  A,  A*J  --  '  A  A,  f  J  fang  \  AUna  *  A,  -in  ( I .  A  A,  » 

4  .J  (Uftf  '  Atang  J  A,  »in  (i  .  A  A, ) 
>  'danr  'Atont  '  Agl'Mm  l.AA,. 
#  Jitaa«  '  Ataa^A,  >*.in-4.  AA»! 


1  • 

tan*.,  AI»»«,,  A,  \l 


••I; 
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.'-(AA,  +  A,  A,)  =  —  i-  AA|  —  J  cot  j  Acot  j A,  »in(l.AA,) 

—  i(cotrJ  AcotiA,)VinC2.AAl) 

—  3  (cot '  Acot|  AjVin(3.AA,) 

—  \  (cot  .*  Acot  i  AjVinCi. A  At) 


wenn 


1  1 

taug  £  Atang^  A^I 


ist.   Ferner  ist 


1  1111 

.j  (AA,  -  Aj  Aa)  =    ^  A A,  -  i  taug  ^  Acot  ^  At  «»>(  I .  A A, ) 

+  2  (tangjAcotjj  A,)Vm(2.AAi) 
-  i  (tang4]  Acoti  A1)>ain(3.AA1) 
+  i  (tangt|  Acot tjAi)4»in(4.AAf) 


tang  tj  Acot  \  A,  <  1 


i«t;  und 
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-»  <AAtf  -  At  Atj  —  —    AAg  (  |   c<>(.,  Au»g  |  A,  «in(  I .  AA, ) 

\  <<<><!  AUtiu!  A,)%ih -2.AA,) 
f    j  (««»f.,  Atanjt.,  Aj)sMti(<l  AA,) 
!  «r«tj  AlMR  \  A.jS.r.d.AA.j 


J  Arol  '  A,  N  | 

..l.  Sritru 

A A| ,    A  A j .    A|  Ag 

dr«  «»bin«  brn  Drrirrk«  AAtAt  »i»d  in  di^MMi  lirib*«  in  Tk«l*n 

Hrr  linlifil   mlrr   dr«  II  iH>n>«  ,.rr«  au%-.-.!r  ut  kl.     Wie    man  ikK 
tu  »rrlnllrn  Ii4l,  *  «>tin  m.in  dtr«rlbrn  u.  (^adm.    Minufrn,  >f 
rundru  *<i*-;rdr.i.  U   baben  miII,    i»(  brkaatit  .    und    bfjii'bl  Kirf 
nnbl  «rilrr  rrl.tufrrt   su  Mrrdrn 

^l.in  Iniu  lf  I»«  i  d«T  A"fl  *'tr»g   uumrtv  »pli  i r i*rt»i»*i  Drrtrria 
auch  Lrg'itdi       bc    I  bei»n  m   in   Ati"  «  r.dui  <♦  l»nr.  v»i .  «a« 

aber.  jU  h  .rri«hffiii  bekannt,  rn.rr  wrd.  frn  \  il  ul«'fuitg  btr* 
f>nbl  U  !4r( 

Dir  .Vilm 

A  \|  .    A  A| ,    Aj  Ag 

ilr«  ftl»li4r  tm*  brn  |)ffin  L«    A\,\1    «iinl  i]»<«    \rifi  bf-launl      \\  iM 

mm  ijjr jii«  dir  i|»r  \|<-i  r>  m     br  I»  •}>  •  »rfi  n  I  fi(|f*rr><i'  d»f 

•  Im   1'uliLff*     I       I,.     I,  rn.  .'i.Ji-r       i'»r   »» if   «ImoIi   /.  .    /.4  .  * 

k#rM  Hith   H..'Ur,  «Ja»»   /.   du-   |    .tf.-fn-i,-  ,!n   l'uiif»  ,|  »*J 

I,  .  /  ,  dir  l.il.rf  .  d  f  T.rAle  I  tnd  I,.  /,  di»  |  .  'irrtia  »Ä 
drf  l'utikt»  I,  •  ■  <!  I,  «.-n  r.  I.  |  i,t  ,  u.r  de  *r  |  Mlcr huA|ra 
Aitt  dir  %1#cfr»(U<  h«-  fr«!....i|,  lii-drii;  »<j 
•br  I  d/'  iidf-o  l'n.j  >»rl»<»t.n< 

:**r  \  \,        ,  /. 
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au«  denen  sich  die  Gleichungen 
ergeben. 

Die  relative  Lage  der  drei  Punkte  A,  At,  A2  auf  der  Erde, 
bezogen  nämlich  auf  die  Meeresfläche,  ist  daher  jetzt  bekanot, 
und  es  kommt  nun  hauptsächlich  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Höbe  h2  des  Punktes  A2  über  der  Rleeresflache  an,  welche  über- 
haupt den  Hauptgegenstand  dieser  Abhandlung  ausmachen  sollte. 

In  Taf.  V.  Fig.  1.,  welche  für  sich  verständlich  sein  wird, 
wenn  man  nur  bemerkt,  dass  AH  die  Durchschnittslinie  des  Ho- 
rizonts von  A  mit  der  durch  Ay  C,  A2  gelegten  Ebene  ACA2 
sein  soll,  bat  man  offenbar  die  Proportion: 

AH:  A2H  =  si n A A2H:  s\nA2A H . 

Aber 

AH—  CVf.tangA  A2  =  (r  +  A)tangA  A2 , 

und,  wenn  sich  im  Folgenden  immer  die  oberen  Zeichen  auf  den 
ersten,  die  unteren  aul  den  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dar- 
gestellten Falle  beziehen: 

A2H=±{  CA2 -CH)=ilr  +  h2-(r  +  Ä)sec  A  Aa  | , 

sin  AA2H= sin  { 180° — AA2  -  (DO» + J)  I  =  cos(AA2-f  J) , 

8inA2AH=  sin  (4;  J)  =  +  sinJ; 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  J  in  dem  ersten  der  beiden  iu 
der  Figur  dargestellten  Fälle  positiv,  im  zweiten  negativ  ist.  Also 
ist  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einander: 

(y-f  Ä)tangAA2:±  {r+Aa— (r-t-A)secAA2j  =cos(AA2+J):  ±8inJ, 

folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

(r  +  Ä)tang  A  A2 :  r  -f  h2  —  (H-/*)sec  A  A2  =  cos(A  A2  +  J) :  sinJ ; 
und  ganz  eben  so  ergiebt  sich  für  den  Punkt  Ax  die  Proportion: 
(r  +  A| )tang At  A2 :  r  -f  h2  —  (r  -f  Aj )sec Aj  A2  =  cos(  Ax  A2  -f-  Jt ) :  sin Jt . 

Bezeichnen  wir  nun  aber  den  sogenanten  Refractions-Coefß- 
cienten  fiir  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  und  die  Baro- 
meterhöhe 0m,76  durch  k,  so  ist  der  Refractions  -  Coefticient  für 
die  Temperatur  f.  nach  dem  hunderttheiligcn  Thermometer  und 
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die  IUromrterbr.hr  6  narrt  firm  mein  «ehrt»  Barometer,  weil  4+i 
Itefrartion»  {  oedirient  der  l>irktit;keit  «Irr  atraoaithart»«  hen  l«ajtt 
iir<»p4»rlifx»al  geaetat  werden  Luid,  nu<  k  bekannten  |»k\  «ukali*cke« 
l*c»eUea.  dt«  hier  nickt  weiter  erUutert  tu  werden  brauchen: 

(F7?t»  (I  |ü.wm::i.o' 

Werden  dali<-r  «I*  au  den  SUlioi^j.ur.Llrn  J  und  .1.  br.Uarbte 
tro  l,ufttrm|>rraturru  und  K.tr<»inrlrf  liohr-u  durtk  f,  A  und  f ,  ,  4, 
bezeichnet,  und  wird  der  karte  weitrii 

tr*,:«j.<i  |ouu:.»oa     ^  "o-.:«ui  »awurj.«,) 

graetft,  wo  M  tili«!  p(  hrkannte  tir«"»»rn  »lud,  »o  sind  Am  und 
dir  |<efr*t  ti'ma  •  <  <»Hu«  tmtru  in  d«u  J'unklrtt  „I  und  «ur  &ri( 
def  lleoha«  Mui^r, ;  u».  t  n.4.  h  nur.u  ton  Lauln  r  Hi  der  M  e  «■  » - 
niqur  rr  l»«lr  T  IN.  |«  J  7  V  h«-ttir«rnru  Nal/r*)  »md  Ldfil»«  k 
die  lerrr  »tri»<  hm  Kr(r.*i  i.-.«iru  in  den  1'unktrn  A  und  .1,  *ui  Zeit 
der  Krwbdidituugen  rr»|»e<t»e 

lp  A  At    und    Zu»  .  A,  Aj. 

Hexet,  kn«  n  daher  et  J  und  J,  tu«  ht  •  I ■ « •  »».»htm,  •«►nd<*ru  d»r 
he.diar  htrtrti .  d.  h.  %  "ii  d»-r  lrffr-.li,-.  hen  l(.  IfjHnui  ^l.i«  •rfr», 
.Vtffunif*»tftkr|   drr  (.mh  (»uLturu    i  i$  und    I,  I,  er^rn  dir  IL» 

ruuiilr  \  I  und  .1,  .    •»  *»».d  dir  »*hre»  \\rrtb<>  dievcf  V« 

KungftMinkrl  ltekannlh<h  re-|>»<lnr 

J— l*\Ag    und     J,      Zuk  A,A|. 

in  *»/lLm-rr  Alitf  *'tu«  utkr-it ,  r«  mAfii  J,  J,  |»>.«ilit  **A*t  orgali« 
»ein.  wir  I«  »  kl  rfhcllrn  wird.  Ihr  i  -r*l.  rVt.  !.  n  Werlhr  a»u«* 
MUH  d«krr  Jrtit  tut  J  und  J,  in  dir  ke«l. n  nh«-n  rMmil-liri 
IVi.pattti-ne*  rtniukre* ,    «»durch  dieselben  dte  l»lge*«dr  C*r*Uftt 


ladlM«  iwArrk.1    I  Iii  V .  *   »  J  ^.  rtl.  .  i...  I...    |.4tf  I  •» 

hl»  jvlcl  MMfff      i^M  H**r«li»«»i  *Vt  Iwtw  v«*rt««fc»«  H*f(«>  fi»n  I*  A»» 

fcl   »-»J«     «*d  i<W   »»II  mhIi                      h   I«  l» 

•«f  4*«.  «»»  i«h  gle*W  »ir»«jt<T«  I  •«»%»  •■•i »•  t*l»  ■  e.  CK 
•«*•  twMB  «raifrf  «|r««f^«           t>t«r«»^ •»  *«••  w t 
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(r  +  A)taog  A  A2 :  r  +  A2  -  (r  +  AJsecAA* 
=  cos  { J  +  (1  —  Afi) .  A  A2  1 :  sin(J  -  Aft .  A  A2) , 

(r  -f  A,  )tangA,  A2 :  r + Aj  —  (r  +  AJsecA,  A2 
= cos  { J,  +  ( 1  —  Ap! ) .  A!  A2  | :  sin(  Jt  —  Apt  .  AiA*). 

Diese  zwei  Proportionen  enthalten  nun  bloss  noch  die  zwei  unbe- 
kannten Grossen  A  und  Ä2,  welche  sich  also  mittelst  derselben 
mGssen  bestimmen  lassen. 

Unmittelbar  aus  denselben  (Hessen  die  folgenden  Formeln: 

tani?AA2.8in(J— Af*.AA2)i 
r  +  AÄ  =  (r  +  A)isecAA2  |  ^ j  +  (i-^yÄA2}  (  ' 

taiigAlA2.sm(J1--Aft,.AtA2)J. 
r+A2  =  (r+A1);secAlA2+  - coT;  J7  HI^^TaTÄ»!'!  ' 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

i#  — cos(J-Afi.AAa) 
r  +  A2  -  (r  +  /i)  cos ;  j  AA2| ' 

,  »      ,  ,n     cosC.^-A^.A^a)  . 

mittelst  welcher  Formeln  A2  leicht  berechnet  werden  kann,  'wenn 
man  den  Reiractions-Coefticienten  A  kennt. 

Weil 

A* 

L+ V-  _  1 
r+A-  A 

=(H^(HrVi=(i+^)!i-;+C)>-  - 

r+A,  AL 
'  r 

= (i +£>  (i + £  )-> = (i + )  1 1  -  + CtT— - 1 

ist,  so  ist  naherungsweise ,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern 
der  zweiten  Ordnung: 
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r|A,__  At— A  rfA,  |  A,  -A, 
r  |  A  ~         r         r  |  A,  r 


«arti  drin  tllitc»«. 


A7  A  f  WJ— /-M  A  A,) 
!  ~           J  f  tl    Am»  A 


A,    A,         n».  J,    Au.  A.  A,) 
f      r         <  u»  ,  Jj  |  tl  —  Aj*,  /  A,  Aj ;  ' 


folflirh 


#oMJ  A71  AA,i  —  ro«:  J  ♦  fl    Am)  A  At ' 

r  .■«•jj  |c|-A-,  AAg; 

A       A_         r»;<Jt  A**,A,A,)    r.n  J,  f  i  I  -  /  u, ).  A,  A,' 

**     *i      r  o^.J,  ♦   I  -Am.J.A.A,. 


•io*  AA,       I J  ♦  '  ( I  -  2A|« ) .  A  A,  1 
k*~k     2r  r.«J  |  ,1     X.,  A Aa 

!  I  , 

»in  t  A,  Aj  «in  ;  J,  |  >   I  —  ILuy)  A,  A,  ! 

'•-*•=*■  *    «...  1,  * 


ntflrUt  Mvlchr*  l  «>rm«-lii  ihr  H  )*«  r..lifcfm/rn  A .  —  A  und  A,  -  kx 
grfafedefi   Mrrilrb    knimen      \N  »»rii    uni'ji-Lt  )»rt   <lir»r  li->hm<lifr 
frli/r«,  H*»a  in  Vul'j*  rtnr*    u»»l4"r"  !\i%t-!|ff»rfif»  ,    tirk*r»<it.  »> 
Mh  d#«  |>arch»r..rf  der   I  /dr  »iilrUl  tirr  K 

■ir     <  A,  At 


AA,  »in  J  |  *   I  1  A Af 


(S    *t>      1  j 

MV,  Aj  A,  .m,J,  ♦       1    SA,,.  A,  At ' 


itmleft.  »«Wi  hmm  mjy*  #•  b*»ttif«-n  feit,  iU»«  ntrh  Arm  Ol*» 
ir»  AA.    ••<!  AtA|    uflrnb*f  aa*  »Irr  Ii***»  ti  mt 

d*fia  ^rfund^ri  Wrfit«*n  k««f»tif*»»  .  «ron  mm  dir  ll-hc  drm  l'aftktr» 
.4  6b#r  d#ff  Mr«r»l«rk#  und  dm  I  rdViJt»a»«-«**r  krönt  , 

brtdr«.  «•.«•trkefed«-«!  I.Um  H«ti<«-a  r»**«,  I  icfc  tU  m 
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trachten  sein  würden,  welche  nur  durch  Näherung  aufgelöst  wer- 
den konnten.  Ueberhaupt  hat  man  die  vorhergehende  Bemerkung 
über  die  Bestimmung  des  Erdhalbmessers  aus  den  Höhendiffe- 
renzen //2  —  Ä  und  h2  —  hier  nur  als  eine  ganz  gelegentliche 
Bemerkung  zu  betrachten,  die  jetzt  gar  nicht  zu  der  Sache  an 
sich  gehurt. 

Alle  obige  Formelu  setzen  aber  den  Refractions-Cneflkienten 
k  als  bekannt  voraus,  und  derselbe  mtist*  daher  immer  zuerst  be- 
stimmt werden,  bevor  man  dieselben  in  Anwendung  bringen  kann 
Nun  hatten  wir  aber  oben  die  beiden  Gleichungen 

.  .         cos(J— Ap.AA2) 

r  +  //2  =  (r  +  A)  coaij  +  d-^.A^,  > 

r+Z^HV  C08(Jl"^,AlA2) 


cos|Jj  +(1— /r/n^.AtAal 

zur  Bestimmung  von  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt 
sich  durch  Elimination  von  //*  die  Gleichung 

r+h        cosCJj  —  Afi^At  A*)cos  { J-f-  ( 1  — &ft).AAtf} 
r+Ä!  ""    cos  ( J  — Xr^.A A^coTTJ^f  ( 1  '-k^ ). \v  Aa }  ' 

welche  nur  die  eine  unbekannte  Grosse  k  enthalt,  und  mittelst 
welcher  also  k  bestimmt  werden  kann.  Erst  dann,  wenn  man  k 
mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ermittelt  hat,  Insst  sich  Aa  mittelst 
eines  der  beiden  obigen  Ausdrücke  von  r-f  h.2  finden. 

Weil  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  zweiten  Ordnung 
nfiherungsweise 

r±h_  _  _+  r    _  Ä-^ 
'  r 

ist,  so  ist  näherungsweise  auch 

1  i  hütl  _  C08(Ji  —  fypA^aJcogl  J  +  (1— fy).AAg} 
J+    r    ~  cos(J  — V.AA2)cos{J1f(l--Arf41).A1A2|  ' 

hei  welcher  Form  der  Gleichung  zur  Bestimmung  von  k  man  nicht 
die  Hohen  h,  hx  der  Punkte  A ,  ,4.  über  der  Meeresfläche  selbst, 
sondern  nur  den  Höhenunterschied  h — /tt  dieser  Punkte  zu  ken- 
nen braucht,  den  man,  wenn  nicht  anders,  in  vielen  Fäller 
zweckmässig  durch  ein  Nivellement  wird  finden  können. 
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r  |  A      ro.fj,    iji,  A,  At)ro«!  J  f  (I—  Xu).AAf  ! 
r»A,    :  v<H*J-i,t  AA^co«;  J,  |  (J  -*,*,). A.A.:  ' 


rrlrbcr  drr  Krfrartioo»( Wffcrfoit  k  brntimml  wenlm 
«uf  folg*«<Jc  Art 
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also 

r  f  h         cos  A  A2  —  sin  A  A2 .  tang(J  —  Äft .  AAg) 


r  f  At    "  ccs A,  A2  —  «in A2  A2 .  tang(Jj  —  Äfi, .  At  A*) 
oder 

r+A   co8AlA2         I — tangAA2.tang(J — fyt.AA2) 
r+/ii '  cosAAg  "~  1  —  tangA1A2-tang(J1 — k^vkxS.%) 

Weil  nun  aber  bei  wirklichen  praktischen  Anwendungen  Ap, 
jErpi  und  AA2,  AiAa  immer  sehr  kleine  Grössen  sind,  so  ist  nach 
den  Lehren  der  Differentialrechnung  bis  auf  Glieder  der  ersten 
Ordnung  genau ,  wovon  man  sich  leicht  Überzeusen  wird ,  wenn 
wir  AA2  und  AXA2  in  Theilen  der  Einheit  oder  des  Halbmessers 
ausgedrückt  annehmen: 

tangCJ-^AA^zr  tangJ-  » 

tangCJi—  ftft.At  A2)  =  tangJx  -  **  * 


wofür  wir  näherungsweise  auch  setzen  können: 

tang(J  -*p.AA2)  =  tangJ  -  S^~^r 

tangOJj-A^.A,  A^  =  tang^-A^  ^j^1  • 

Fährt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
k  ein,  so  wird  dieselbe: 

r+A  cogA,At_1-toSAA^taneJ-^8^-') 

r+A,  *  cosAA2      -  .  k          .     .     sinA,A2  / 

l-tangAiA^tangJ!-^   cqsJJ  ) 

oder  '  '  \ 

.  h        cosAA2  -  sinAAatangJ  +  ty\S~£"\ 

'   -  —   ,  ,  j  —  , 

r+»i  .  »  ■.  iöinAiA2»Ä 

cosA^a-sinA,  A2tangJ!  +      \  \ 

oder 

■  ■ . 

Theil  XIX.  11 
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r » *  c...J         '       *  r...J  * 


An«  dk>»#c  (;iri<-kons  *rh..!t  man  dm  füls«»t!rn  NAkemn***«» 
A  ro^J,  |   ^|  A1)  cn«fJ  f  \Af> 


4=  ^tr-V.^  ny^.,:,^ 


II«!  Mtt  »b#f  rr»t  rWw  .\  •hrrunc«*  rflh  %<in  i  grfuiidr«. 
w  ird  e*  immt  »och  ki<  hl  »rin ,  drn  yrti«Urt»,  drr  t.ln«  kun« 


r  f  Aj  "*  ^  A,'  "  «««J         \Ax)co.  J,  |  i  V|  At. 


f|4     rn%\tKf  I      f. in«  \ \,  t»»ffj  —  Ii*  A4,) 

r|A|    n»»AA,       I  -  Uns;  A,  \9  Ui»s  J,     4*,  A,A^ 


•  (Mwt lfcd*(  ff+*Agrt»itrft  Wrrth  /  ju  faitdrfe,    u*d  daftQ  Ufft»** 

■  ork  At  D*r b  de»  Oki;;r«i  *u  l»«-rr«hfrrti 

WrM  »*•  .«f  dir  .,.h.n,.hr  <^.t*||  d*f  f  f.|..brtf%.  kr  ^kt 
|(tkA*t<h(  ni/nml.  »..»d«rn  «!ir«rll>r  m\*  m.«  M»n>r  k+ri*«fc|*<. 
grafiltrt  di»  l  «»rkr  ryrh»'i»,l  «•  \«il/it»r  r.tr-  rl>«i«  «im 
|<lf»(  ,  dir  »ir  *#rk    in  «irr  K'ittfr  i  >i(|Ih  ilm  w<-Jlrn 


V*fi  «»«knie  dr«   Pvnkt    4  »I«  dm   \r  f rrckf«  irlf, 
fr«  i  »  .t<Un*l*t*.\ mlr*if  d«-f  j«t  -il»      |»«  #  II  mim<  »   ü  | 

}.krr»«>  drr  if  l'f";»'t.  •»   .frr   |_n        .4  |,   *tj|    dm  tl>rtj**4 

«*•  .4  »rt  ürf  t*»»»*litr  1  h»  >J  drf  \ir  '  .r  l»r?  f>..«<tnr  TknJ  der 
Al*    drr    f    I***;.'«-     »•(    Jrf»rll»cn     .Nritr     drf      \lr    drf    f  .  »«( 

«'Icker  di**  Fn»;-  ti*»«  de«  t'untfr«  .4,    «uf  dii  llonjw«t#  *«• 
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A  liest  Der  positive  Theil  der  Axe  der  z  Kege  über  dem  Ho- 
rizonte von  Ä.  Die  Coordinaten  der  Punkte  Ax  und  A2  in  die- 
sem «Systeme  seien  or.,  y,,  zl  und  jra,  yt,  ig.  Die  Winkel  A, 
A|  und  J,  J|  seien  auf  ganz  ähnliche  Art  nie  vorher  gemessen, 
ebenso  die  Linie  Bt  welche  jetzt  nicht  wie  vorher  ein  Kreis- 
bogen, sondern  eine  gerade  Linie  ist,  wenigstens  als  eine  solche 
angenommen  wird. 

Nuo  hat  man  zuerst  die  Proportionen 

sin(A  +  A,) :  sinAl  =  B:  AAa, 

sin(A+  A,)  :  sinA  =  ß:AlA2; 

wo  nämlich  A,  A, ,  Aa  die  Projectionen  von  A,  Ait  A2  auf  dem 
Horizonte  von  A  bezeichnen.   Also  ist 

*  *  »inAt      D  sinA  R 

A**=8Wr+AT)ß'   AlA*  =  8in(A-fA1)^- 

Ferner  ist  offenbar: 

xx=B,   yi  —  0,   xx  =/*i  —  h 

und 

■ 

:r4=AA4.cosA,  ya=AAa.sinA,   z4  =  AA4.tangJ 
oder  nach  dem  Vorhergehenden: 

cos Asin Ai_  _   ^inAsinAL  ß 

*a  -  sio(Ä  -TÄ, )     '  y*~  »in(  A  +  Äx) U ' 

sin  At  tätigt  „ 
H"  sin(A  +  A,r 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  Ax  ein  dem  Systeme  der  xyz 
paralleles  Coordioatensystem  der  jryj,  und  bezeichnen  die  Coordi- 
naten des  Punktes  A%  in  diesem  Systeme  durch  jt2*  ?*»       80  ",st 

X4=AJA2.cos(180°-Ai),  ya=A1Aa  sinA1,  Ja=A1Al.tangJ, ; 

also  nach  dem  Obigen: 

sinAcosAj   D    sin  Asin  At  n 

^^-^(ATaT)     '   ^-sinCA  +  A,)^' 

sinAtangJt  R 
sin(A  +  A,)  * 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist 

u* 
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r,-=r,  |  r».   y,    jr,  |  ft.      =     ♦  S 

\  t> t Ii f lfr Kc in i 


co»A*m.\|        j       mi ii  \coaA| 
»in;  A  |  A,J  »lw(A  |  A| )  ' 

«inAairtA,  *in\»inA, 
•im  A  |  A,)     »in:  A  |  A,)  ' 

ftitiAjtjntrJ    »in  Afunir.l, 

»Ni(A  «  A,j  1        *  ~»iii(  A  I  A, ) 


Die  b*Wru  rrtlrt,  diorr  dr*i  '.liirbnnt'»  .ii.d  .deMi*«**  t.U, 
t hupunt ,  «o  da»*  un«  aUu  nur  di»  dritte  (»Ii  i«  buny  blribt.  wcUk*- 
Irifbt  «uf  di«*  r  arm 


A— At      .tn\tJnSJl--Mi.  \,lai»«J 
#/  »üi.AiA|> 

lir  i  n  fr#tt  ll*»t. 

Iteirirlinen  »ie  jrtBt  di*  .Umi  .U  »~  d.  a»  !Mitfrl,»»Me  «U~ 
K.rd«   mit   drm   tMbn»r»«*r    r|A    Im-*«  br  irbme   Krn*bofrn  U- 


tr*rblrlrn  grr»drn  t<imrn  AAt  und  A,A»  rnt-prerhcndru  WimA' 
um  MiltrlpanU»  drr  r.id#  durch  f  und  f  ,  .  »o  dj  — 

Sir  \  A  t  AA,-- VO>ii\ 

.♦r  |  ki%  :  A,  At  -  J*0*  f  ,  ; 

'      r«A    ~,    '     ^      r  #  A*.  » 

i*t.  Ut 


•*»A,e»r»C(J  —  An-Ti 

«fcfA  f  A,,  * 


A    A,    ^  «u.  \i4iu'  I,     i^,/',  I  -«inVint  J  "  4"r* 
/I     ~  VIA») 

•ct#m      \««  d«t  IfUlw  (.Um  b  tt>K  Uf  l  im  br* 
r  dritte»  l^d. ».tr«        4,   dr*   Vuuit^  .4, 


t^nf » J  -  i   r* "  "  Urtf  J  —  A 
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tang(Jj  —  Afii  C\)  =  tangJi  —  k 


also 


sinAtangJ,  — sinA,tangJ— ä(^, 


1   cosV       **    cosJ»  ) 


sinAsinQ  sinAisinC, 


.sin(A  +  A,) 


woraus 


sinA]tangJ  —  sinAtangJj  -f    R  1  sin  (A  -f-  Ai) 


cosJ*        *  "cosV 


sinAjsinfV  sinAsinf^ 


'Es  hat  mir  immer  wünschenswert!)  geschienen,  dass  über  die 
terrestrische  Strahlenbrechung  mit  geboriger  Rücksicht  auf  Ther- 
mometer und  Barometer,  namentlich  über  den  wahren  Werth  des 
RefractionsCoefücienten  k  für  die  Temperatur  des  schmelzenden 
Eises  und  die  Barometerhohe  0m,7ß,  neue  Untersuchungen  und 
desfallsige  geodätische  Messungen  angestellt  werden  möchten;  und 
ich  glaube,  dass  bei  dergleichen  Untersuchungen  die  obigen  theo- 
retischen Betrachtungen  wohl  zweckmässige  Anwendung  finden 
dürften.  Mir  selbst  stehen  dazu  wohl  die  Hullsmittel,  aber  leider 
nicht  die  Zeit  und  Gelegenheit  zu  Gebote.  Mochte  daher  ein  An- 
derer sich  einer  solchen  gewiss  sehr  verdienstlichen  Arbeit 
unterziehen ! 
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XIII. 

t>ber  einen  Hetlenbrueh  von  zwri« 

glledrlger  Perlode. 

Herrn  Kmil  kühl, 

ärt  k.  h.  ürtillrrir  »«4  L«»r*r         fhytk  *»4 
»W  k.       krirj(««H»«li>  »•  Ur»»d»» 


- » i 


i    V     *  -V 

Z«f  Aitlktnlui»«  dr#  Ubn-ro  %Äkr f er tbf  »rudrn  wir  d»,  k> 

■  JIM  ifiJi*»fi#f  mm  t  ««1 

A,    «At|  A,      At  \  |  A4 
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Mit  HOlfe  derselben  stellen  wir  eine  Reihe  der  auf  einander  fol- 
genden Zahler  und  Nenner  zusammen  ,  betrachten  diese  als  Grund- 
reihe  und  leiten  von  ihr,  ähnlich  wie  bei  den  Differenzenreihen, 
andere  Reihen  ab.    In   folgendem  Schema  sind  mit  o0,  «, ,  a%, 

«3        die  Glieder  der  Grundreihe,  mit  sla09  Aai  t  Aa%1  Aa3.... 

die  Glieder  der  ersten  abgeleiteten  Reihe,  mit  A*a0,  A1alt  APa^, 
./*<i3...  die  Glieder  der  zweiten  abgeleiteten  Reihe  bezeichnet  etc. 

«O        «1         a2        a3  (l»n~i  a%% 

Aa0    Aal     Aa^  ....  Aa^*-^  Aain—i  Aa%n 

A*a0  jPax  ....  Ah^n-s  A*aim~t  A2a%n-t 

A*a0  ....  A*a%n-i  A*atn-$  A*atn~* 

:  ' 
:  : 

Jede  dieser  abgeleiteten  Reiben  entsteht  aus  der  nächst  vor- 
hergehenden, wenn  man  bei  dieser,  falls  sie  eine  abgeleitete  Reihe 
gerader  Ordnung  ist,  die  Glieder  abwechselnd  mit  ß  a,  falls  sie 
dagegen  eine  abgeleitete  Reihe  ungerader  Ordnung  ist,  abwech- 
selnd mit  a  ß  multiplicirt  und  diese  Producte  vou  dem  doppelt 
genommenen  folgenden  Glied«  subtrahirt,  wobei  zu  beachten  ist, 
das«  die  Hauptreihe  hierbei  als  eine  abgeleitete  Reihe  nullter, 
also  gerader  Ordnung  zu  betrachten  ist.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
Entstehungsweise  haben  wir  daher  folgende  Gleichungen : 

Aa0 = 2«t  —  ßa0 ,  Aax  =  *2a^ — a.ax ,  Aa2  =  2<r,  —  ß.a9  n.  s.  w. 
APaQ—VAag—aAao,  AP-a^lAa^ — ßAaiyA2a^='2Aa3—aAa2  u.s.  w. 

allgemein : 

AtKa0=ilA^-lal  —  aA*-la0,    AlMftl=2yPn-la2—ßAi*-^al , 
A^,a^  =  -2^n-la3~a.^n-1n2  u.  s.  w., 

2^«tf3  —  ßA**a%  u.  8.  w. 

Auf  folgendem  Wege  lernt  man  die  Beziehung  kennen,  die 
zwischen  irgend  einem  Gliede  der  Gnindreihe  und  den  Anfangs- 
gliedern der  abgeleiteten  Reihen  stattfindet.  Nach  dem  Obigen 
ergiebt  sich  nämlich  unmittelbar: 

2«,  =  Aa0  +  0<ro, 

2*^  =  2Aax  +  "2aat  —  ^a0  -f  aAai} 

-+  aAa^  -f  aß .  a0 


A*a0  -\  HaAao  4  vß .  «Q ,  • 
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-*.4  =  i^a,  ^x,*  *  ♦  «V 

I»  ftiearfi  Anmdrdrkvtt  apri'hf  «ich  folgend««*  <^e**U  •«■: 

i 

I  ♦  (i-flMWT)  ♦  (i-  4  D.fM.^A-V 
|  *  <i»  | 1)4(.#>^-V  f  <*t  f  IM'AT-*. 

-f  (Im  |  l)a«4i>  . 

|)l«*    »IltT^n»*"*!»**    I  •  ull  c.'L.rtl    flirsr**    ft«'*f»t#«*«    l4««t    aicll  l*-trfct 
•lufHb  Sf  lilnfta   Inn  'im   anf    im  f  I  br-n  a  Ii  rhr  lieft.     |»#»r«^  K**t 

man    HUi.   «V    /,  .nlrr   ih  r    l»-r  tialbrut  Kr  ,ira    in   |t>,|#  »Irbt-fO1«« 
k.-llrf  hfu«  )\+m    fiiilfrU    .|»-f     im     I  H«;  u  ;f    ^rA jrMrfl  Ul*«i«clwMt* 
(••rn»H  ui»il  ni mint  »h«      I K*-r»    i!«  I»'     \-  t    rn,r»  lla^j  lr«-jb«  aa  «t»J 
brtkliiiimt  hiT^ii«  I  *  - «    t»  thrn  n  <■  h  .  \  r  1 1  tturig  ilr«  «r» 

»iHcfb«/  \  'pfhri geLri»«l«-ii  ,   *«»  rrhalt  Huri  I  t-!;n  . 

t*v     2/.t  .     .  I<<|     •  /,  |  .  /t  ,     fa,     »  '  /t  I  -/(  I  '■  A  . 

^-/.^fl,.    r«a,  -  */t  I  i.JM 


Digitized  by  Google 


161 

A*a0  =  Zk(aß  +  4)* .   A*ax  =  Z^aß+i)*\ 
A*a0  =  (2Za — ß  Z1 )  (aß  +  4)« . 

Man  siebt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  gleichstelligen 
Glieder  der  geraden  abgeleiteten  Reiben  unter  sich  und  die  der 
ungeraden  abgeleiteten  Reihen  unter  sich  eine  geometrische  Pro- 
gression bilden,  deren  Quotient  (aß +4)  ist,  so  dass  allgemein: 


II. 


=  Z,(o/J  +  4)% 
A**+ »/i0  =  (2Z2  -  /SZ, )  (*p + 4)« . 

DieControle  für  die  Richtigkeit  dieser  allgemeinen  Ausdrücke  ver- 
cchalft  man  sich  durch  den  Schluss  von  2m  auf  2n+l  und  2n+2. 
Führt  mar  nun  die  Werthe  von  Aat)t  A*Oo,  A3aQ,  A*Oq  etc.  in 
die  Gleichung  1.  ein,  so  erhält  man: 

'  2*».Z2B+1  =  (fciVZ,  (^+4)"+(2»)1  .«.pZi-ßZO  (aßU)n~l 
-f  p»)4.(o/J)Z,  («jS+4)»-»+(2n)3a.(ai3)(2Z4-/JZl).(ad+4)»-» 

+  (2n)4.(«jJ)«.  Z,(ajJ  +  4)— *+  

+  (2n)2B_1.a.(o/?)-».(2Za-|SZ1)  +  (2nWa0)«  Z, . 

^-»Zj»  =  (3»  -  l)o(2Z2  -  0Z, )  (aß  +  4)- 1 
+(^n-l)1./?.Zl(«/m)»-H^ 
+  (2n -D3/?.(«i3) .  Z,f«/J  +  4)»-* 
+  (2«  - 1  )4.  (aßfflZt  -      ).<<#  +  4)-» 
+  (2»-l)^.(«/J)9.Zl(ap  +  4)-» 
+  .  .  .  .  (2n-l)2»-2(ai3)"-1.(2Za->i5Z1) 
+  (2n-l)(a._i>  .  /».(ojS^-i.Z!. 

Die  Gleichung  II.  iSsst  sich  in  einen  geschlossenen  Autdruck 
umwandeln,  wenn  man  bedenkt,  dass: 

zi  •  2  " 

=  (2»)((Z1(«/5  +  4)»  -f  (2«).1(«|3).Z1(ctß+4)-> 

+  (2n)4.(«j3)*.Z1(^+4)»-2  +  (2/i)aa.(«j3)».Z1 . 
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all/  !|V.^MV«iMVcJ|  l-V^r 

fei«  -D„  j-.ci/,-^)^-*. 

^  1, (JZ,  -        >(«,,]  H'"  1 

♦  ('2«  lijii/,  ,;/,)(«  (mj* 

4  (in—  ,42a  Hop*  f  4)*  *(tii>» 

I  ...  I  r.>Ä-ij,.  «.uz,-^^-». 

it*~  !>,#»- *iW  Mr  1  ♦  (i-- 1  W  Mr  1 

4  I       (j,J)T/|(of|  f  4/*  1 

I  I),.  ,  W  1  /». 

frSkrt  man  Ar«*  Au«<ln»c-i? ,  die  au*  4»f  tCnhtlrkrl«»*, 


f  ...  •  •     —  - 

tf  Z,    |%     Ml  %  • .  ,'•  1  -  |>  .  ;i  i  \  .  ■ 

Mit  «•  « lititfaoc.  «Im«  <*r»n«lr««Kr  ur  «1  .K#> 

Im  l(<  ih*n  I»  f  i\tr  Nri  firt.    i  j»  ifrr«*  n  tU  r  /   hlrr  «  rK«ll«>n 

Jtc  A«*«ifÖ4kr  fuf  ♦Im-  .Neiu»er  4«l*trllrn     » *•  l*4*t 
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2a  V"  ajS  +  4 

Setzt  man  in  III.  und  IV.  die  Wcrtlie  Zt=a,  £,  =  «0  +  1, 
iV,  =  I,  N2=ß  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  Umformungen: 


r 
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Setzt  man  hierin  a=0=l,  so  erhält  man  ffir  den  Ketten- 
bruch, dessen  Partiulnenner  sämmtlich  =1  sind: 

f    Z»  _  ( 3  +  V 5)  (1  +  VS)— >  -  (3  -  VS) (1- V>- 1 
'  (l  +  V5)--(l-V5)» 

Die  Zähler  der  Näherungswerthe  dieses  Kettenbruches  bilden 
bekanntlich  die  Reihe: 


Z1==l,   Za=2,    Z3=3,   Z4=5,   Z6=8,   Z6  =  13  etc. 

Setzt  man  in  III.  a  =  ß  =  l  und  Zt=I,  Z2=2,  so  erhalt 
man  folgenden  für  gerade  und  ungerade  m  geltenden  Ausdruck 
als  allgemeines  Glied  dieser  Reihe: 


VIR    Z  =  (3  +  ^  (1  -f  ^S)"-^-(3^VS)(l  -V^)—* 


1     .  . 


«Ji         •  .i-I/.      .,'1   JKl'il  "I »i 

•  '*•<:.'  . »  ;>y    •«::':  »luv.  :.#ui»» 

J-  )  !.   •  h    t..  .  .. '  i  l      .'i  iKudi 
r.'  '.  -  :A  :;-v.rI*  :•'!'  --ir/     .t:  • 

|       t'    ifW.        '\    l.t'i    i»flr    Sfi   if'*"  'lil&tlt;    ,  :-  \ir.  | 


- 
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Martin*. 


dem  llerauigcbor. 


|>a*  in  de*  IVbersehrift  f mannt*  einfach«  |ontnim«*nt  keutx- 
leb  nur  nu>»  einer  kurien  |ir»<  hreibung  in  de«  „Lehrgang  drr 
merbaniefhen     .Natnrlehre     I  o  r     b  «•  h  e  r  *    I  hlrrnt 
•  ns  fallen  ton         karatm.    /«eil«  Ablheilun(,  kiel 
IUI.  »  I>ie««jbe  Uutrl  foi-t-n.lrriua«.«-«: 

,«De*  tfi'UMWfiiff  («OH  Martin»)    (Tjf   \.  Fifl   '*  )  beafrhi 
Mi  eine«   t  t-rnr obre .    in   »«  I«  bf*  »i<  b  ein  unter  4'»'  ge»«»iftrf 
.Spiegel  *  benndef .  der  in  der  Mitte  duf  <  hb»br<  mt.  u»  durrh  «Un 
lecmobr   »oft  .1  au»  ttarh  drru  l.r:rMljtn!r  f.  »»hrn  im  k  •-»**♦, 
In  de«   »etlikakn   und  bviilen  M  ...Oer    de.  ternrubr*  brnndH 
atrh  ein   awrifri   .Stiegel   .N,  ,    weither    um   eine  b»ritt»nl4lr  A&* 
d r^bbar  »•!.    Al*d*nn   kann  man  dun  b  Drehung  dem  >j»rev*-l  A, 
nur  eoU  b*  Sl»ll«ing  grliru.  d*»*  d»a  Ange  gl«  ««  hirili«;  i*  direcf 
durrb   da*   I  erfuhr    und   dur«  b  N)»i**c»lur»;;  mn  A,   und   >  w«kr 
nin>u»l     An»  d»r  t.r..»«x-  der  Drehung  »un  .\  .    wel«he  an  etnen» 
l.imbau»   abaulr«r«  tat.  uud  dt-r  belatinten  t  riljVrnurt;*   der  beide« 
*f*ege|  %on   einander  U»»t  »cb.    wir  Um  bf  rr*ifbfli<b,    die  Int 
fernuftff  .M$  bere*h*>*u."* 

|>«»«  die*«-«  Instrument  *<ne  |t«Mf  Ii«-"  »u.?  Veit  w»bl  »»rbt 
|e«ftbrro  k*i»n  .  i»f  Irir  fit  tu  üb* f  »rbeii ,  ii><|r«a  »<hnnt  mir  d»e 
Idee  e*r»l*rb  und  »innre*«:  h.  und  da*  ln«lnir»«-t»| ,  da«  «•  <*hl  att*  b 
n**eb   rine*   \erbe«*eruag    f*h«{    i»l .     daber  w*di|  «r»tb   $m  »e»n. 
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ich  hier  eine  kurze  Theorie  desselben  entwickele,  wodurch 
es  zugleich  etwas  weiter  bekannt  werden  wird,  als  dies  bis  jetzt 
der  fall  zu  sein  scheint. 

In  Taf.  V.  Fig.  3.,  die  ohne  besondere  Erläuterung  für  sieb 
verständlich  sein  wird,  sei  E  die  Entfernung  des  Gegenstandes 
G  von  dem  Spiegel  S,  und  x  sei  die  Entfernung  der  beiden  Spie- 
gel S  und  Si  von  einander,  welche  bei  diesem  Instrumente  eine 
constaote  Grosse  ist.  Ferner  sei  <p  der  gleichfalls  constante  Nei- 
gungswinkel des  Spiegels  S  gegen  die  Visirlinie  AG,  welchen  wir 
aber  nicht  wie  in  der  obigen  Beschreibung  von  der  bestimmten 
Grösse  45°,  sondern  überhaupt  nur  als  constant  annehmen  wollen. 
Endlich  sei  y  der  constante  Winkel,  unter  welchem  die  Linie  &Si 
gegen  die  von  «S|  nach  dem  Nullpunkte  O  des  mit  dem  drehba- 
ren Spiegel  Si  verbundenen  eingeteilten  Kreises  gezogene  Linie 
St  O  geneigt  ist.  Der  Neigungswinkel  des  Spiegels  gegen  die 
Linie  5tO,  welcher  auf  dem  eingeteilten  Kreise  gemessen  wird, 
und  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden  soll,  jenach- 
dem  der  Spiegel  &t  bei  der  Messung  zwischen  £|S  und  SiO 
sich  befindet  oder  nicht,  sei  ft.  Dies  vorausgesetzt,  haben  wir 
nach  bekannten  geometrischen  und  katoptrischeu  Sätzen  die 
Proportion : 

E:x= sin  { 180°  -2(t/>  -  fi) ) :  sin  1 2(tf>— u)  -  2y } , 
d.  i.  die  Proportion: 

E :  # =sin2(if>  —  u) :  sin2  { —  fi)  —  q>  j , 
oder,  wenn  wir 

setzen,  die  Proportion: 

E  i  x = sin2(t/;  —  fi) ;  sin2(a> — (i) , 

also 

sjn20^) 
l}  sin2  (<*-ti)  X* 

mittelst  welcher  Formel  man  die  Entfernung  E  aus  dem  an  dem 
Instrumente  gemessenen  Winket     berechnen  kann,  wenn  man  die 

I'edem  einzelnen  Instrumente  eigenthtimliehen  Constanten  x,  ty,  o> 
Lennt;  und  diese  Constante  liir  jedes  einzelne  Instrument  mit 
möglichster  Genauigkeit  ein  för  alle  Mal  zu  bestimmen ,  ist  daher 
eine  Hauptsache  für  dessen  sicheren  Gebrauch,  welcher  so  ge- 
nau als  möglich  zu  genügen,  man  sich  keine  Mühe  verdriessen 
lassen  darf,  > 

Zu  dem  Ende  stelle  man  das  Instrument  in  einem  beliebigen 
Standpunkte  auf,  wähle  drei  von  diesem  Standpunkte  in  verschic- 
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drrrn  t.fttlerminitvn  .  ,  um  «l<*m  Si>ir«;r|  .V  genau  «»!• 
■»«•gltVb ,  am  be%trn  natoHuh  mit  M.*  i»»«tSt»en  ,  un«l  bestimme  *■ 
|n»trnm*nlt»  iliV  t!ir*rn  iln'i  <««;;rn»l:Mi»iVti  rnt»j»fr4  bendf** 
*erth*  tim  wber  .iurrb  m  t»r#ri<  lii.elm  \\  inlel* ,  wirb*  "ir 
<4»rrb  a.  »,  .  uf  br«eirbm»ti  Mnllrn.  ti:ilflrlki'fi  in  der  \Vim»o,  wl« 
iikerbaHt»!  tl*r  (^ebrainh  ilr«  IriwtnittimU  fonfrrt.  1> 
wir  Meli  dem  \  orhrf K^hrmJ.  n  »lir  ilrri  |am|M»i fi<»nrn : 

am*  V     ^mii*  «-«,), 
*+x  =  mm%V-        :  *tti.<"<a  —  /*  J  ; 

Au*  ilrlirtl  frieb 


aifti(v     p  )   '  ~~  »in.'tv     H( )    1    '  •it.J  v     pj  ** 
•tffiebt.    liiert««  f*»lRt  tu« ''«nieral 

'  #..«T»,w-  -)        Mi»»/.     fi > 


/,'att  >  .*' u  -ii)  •*«►*  .'«I -tt»*- •  «tfi«.'« 


Seilt  »ab  J*r.r  l^tm  Urrtb*  i.*n  tanj.'v  ri**»4rr  KW*.b.  ~ 
rfb'K  fc-nb   riiMicr«  iVKb<rn  \  r<««a«*Wfta:e«i  Um-  i.U~l 


0«  eUlli*^-^««—-! 
ata  <ler  atrfc  fe*i*ef  dW  f  »!♦■♦<" b*i»^ 
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■ 

4)  tang2«»t 

AVin,?/i8m2(^l—  fr)  -f  jE^sinfy^sii^fo— p)  +  £a8ln?j^sin2Cfi~ft1) 
£oos2fi8ui2(fii  — f*a)+  i.,1cos2plsin2(pa— p)-T-J£acos2p.2sin2(p— ^  ) 

ergiebt,  mittelst  welcher  sich  co  berechnen  lässt.  Den  W  inkel  y 
erhält  man  dann  ferner  mittelst  einer  der  beiden  Formeln  2)  oder 
3),  und  x  endlich  mittelst  eines  der  folgenden  aus  dem  Obigen 
bekannten  Ausdrücke: 

*\     -r  __»»»2(»  —  »)  r     sin2(ü)-—  ft)   8in2(a>  —  p^) 

°>     *  — sin2(t/; -p)     ~  sinity — pi)     —  sio2(^— p*)  ** 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  drei  Constanten  ar,  ip,  w  be- 
stimmt, so  kann  man  jede  Entfernung  E  mittelst  der  Formel  1) 
aus  dem  gemessenen  entsprechenden  Winkel  p  berechnen. 

-  t 

Üifferentiirt  man  die  Grosse 

sin2(oi  —  p) 

in  Bezug  auf  p  als  veränderliche  Grosse,  so  erhält  mau 

6)  a£=^sin2(«--p)*ö'A' 

♦ 

oder,  wenn  dp  in  Secuuden  ausgedrückt  ist: 

.  _     «    .  -„  sin2  (ip — oi). 

Hiernach  lässt  sich  der  Fehler  d£  beurtheilen,  welchen  ein 
Fehler  dp  in  dem  gemessenen  Winkel  p  in  der  zu  bestimmenden 
Entfernung  £  hervorbringt   Weil  nach  dem  Obigen 

y —  (0  ~(p 

ist,  so  kann  man  die  vorstehende  Formel  auch  so  schreiben: 

Dass  der  Fehler  dE  sehr  gross  werden  kann,  erbellet  leicht,  weil, 
je  grösser  E  wird,  d.  h.  je  genauer  die  Linien  SG  und  SxG 
einander  parallel  werden,  desto  mehr  sich  offenbar  ty—y — p  der 
Null  nähert,  indem,  wenn  SG  und  ^G  einander  genau  Iparallel  sind, 
augenscheinlich  auch  die  Spiegel  5  und  5t  einander  genau  pa- 
rallel sind,  folglich  tf;—p  =  <p  ist  Jedenfalls  erfordert  ein  solches 
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InMrnment  Vortirhtwnff«*n  tu  einer  %ehr  genauen  Mefutanr  d«**  »<— 
wiMicrn  uurrn   p  neim  rineirn   m  mkri« ,    m>«i  irrnii  n   an»  n  p»uj>* 

»Acblirb.  dann  die  ilunh  j-  beseiebnnte  Kntfeennng  dnr  beiH#« 
Kpieg«!  5  und  von  einander  niebt  in  klein  *ai .  eine  FarnV 
run; ,  daeeb  Mrlrhr,  wenn  Inf  sendet  werden  »oll, 
nMb«endig  An  ItoiucinlirhLrit  %rrlieren 


Ra  »oll  mir  lieb  nein ,  wenn  da«  Obijje  geeignet  int,  mr  we* 


Hin  ff*  na  jtmH«rr»der  lH#Un  «meiner  nebetnt  nan  einmal  in 


fromme«  Wtjn»chtn  «n  gebären,   and  man  deshalb  Ml« 

«•«•  in  d*c*«r  Jiexicbnng  g*bot«a  wird,  um  ao  e«rt;fHt««n* 
prüfen. 

tVbnprn»  würde   leb  »•  Alf  iwerbmlanifr.  ballen.  d*m  Statt« 
den  InetrnmeaU  bei  B  (Taf  .V.  Ii«   S)  mit  einen  <  barnier  «*irr 
/trbelffeninde  in  %  ererben,  no  da*«  ee  nieb  an  H  dreben  U**t 
und  tijiJurrb  dem  Fernrc»hre  de»  ln»trumn*tn  jede  beliebige  K*eb 
t*j n k  ergeben  werden  kann,    wodurtb  In  der  Tbetirte  und  denn 
ttebeaarbe  den  InetrnmeaU  niebt  da*  Geringnte  geändert  wiedL 


weil  dwlne  nur  drr  tU-Jini*mtff  genflyrn 
dnreb  X,        W,  n>r  «#-e> 


Digitized  by  Google 


1 


171 


XV. 

mathematische  Erklärung  einiger  Er- 
scheinungen bei  sphärischen  Unsen, 
ohne  Rücksicht  auf  Kugel-  und  Far- 
ben -  Abweichung. 

Von  dem 

Herrn  Rector  Dr.  Weiss 

zu  Ansbach. 


Wenn  man  beim  Unterriebt  in  der  Physik  und  Mathematik 
von  der  Annahme  ausgeht,  dass,  abgesehen  von  der  wissenschaft- 
lichen Seite,  erstere  in  der  Schule  grundlicher  und  verständlicher, 
letztere  praktischer  und  anziehender  gemacht  wird,  dadurch  dass 
man  beide  Wissenschaften,  wo  immer  möglich,  mit  einander  ver- 
knüpft, wozu  namentlich  in  dem  dritten  Cursus  unserer  Anstalten 
manchmal  Gelegenheit  geboten  wird ;  so  ergreift  man  diese  sicher- 
lich gern,  wenn  sie  eine  für  den  Schüler  leichtfasslicbe  Durch- 
führung zulässt,  auch  dann  noch,  wenn,  wie  beim  nachstehenden 
Aufsatz,  gerade  keine  ausserordentlich  praktische  Wichtigkeit 
beansprucht  werden  kann,  indem  hier  Hauptsache  ist,  dass  die 
mathematisch  leicht  zu  erhaltenden  Resultate  auch  leicht  phy- 
sikalisch durch  den  Versuch  als  richtig  bestätigt  werden  kön- 
nen. Hiezu  gibt  nun  gegenwärtige  Abhandlung,  deren  notbiger 
Apparat  in  einigen  Linsen  besteht,  passende  Gelegenheit. 

In  jedem  guten  physikalischen  Lehrbuch  findet  sich  nämlich 
eine  mehr  oder  minder  weitläufige  Betrachtung  der  Linsen -Wir- 
kungen, immer  jedoch  ohne  im  Allgemeinen  auf  den  Ort  des 
Auges,  welches  aas  ßild  beobachtet,  gehörige  Rücksicht  zu  neh- 
men, wodurch  dann  viele  Erscheinungen,  welche  dem  Schüler, 

12* 
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drr  dorrt)  eine  Ulm  in  die  Hand  Ertommene  I «it»»c*  »lim  h^batt 
unrrkUrlicli  eind.  indem  in  der  Scbule  immer  nur  einige,  nftmbr* 
die  für  dt«*  Praiin  wichtigen  lall«  durchgenommen  worden  Band 
In  Zeigendem  wallen  wir  nun  da*  Kehlend«  tu  erglnien  ■wclm. 
nn.l  ea  durfte  der  Anfand  lUnn  nU  Pendant  t«  jedem  ub>  aikai» 
neben  Lc  hrKurh  Dritten! lieh  in  der  eben  angedeuteten  Be*ie^wr  * 
seinen   bncbtrrchrlirhen  Herren   Cellcgen  nicht    «n*  ilik  ^ 


Di«  Auf^be,  die  »ir  nun  tur 


Jim  4m  Entfernani;  n  »tritt  ein  <»ejren«tan>l 

die  die  iirennMeite  f  bat,  btnter  de 
„nVr  r'nlfernnng  «*  henodet  aieh  dae  Aug«  de« 
„ters;  in  welcher  <»ro«ee.  hntfertmng  nrnl  »Stellung, 
„dieser  da«  litld,  wenn  angenommen  oird.  daaa  d*e  Ä§ 
„lea  *«n  (■egetiatamJ,  Linne  und  Ange  immer  in  c«n 
M Geraden  liei;rnT" 


i- 1. 

IW-kAnniti«  Ii  l>#«bkt       l»in«#  fi»  Bild  ,  wrlrlMB  OB  A  »b» 

dai  oe*4li»e  Zeichen  »on  e  ein  eufrechtea,   daa  nefati«e  ein  ?e** 
kehrten  BnU.    an  nie  a«*  cm  ,,,.inr,  /  dm  l»fcun«*»te  ei*~ 
r anraten  nnd  ein  negnltte*  f  die  einer  <•»**«- tm  Linae  bedeutet* 
Kerner  iat  die  »rheinLere  t»i-»«»e  en>e«  (**;;rn»t*itrir* ,  da*  i»t  Ae 
tarn  Auge  beurtbciltc,   der  uahrru  d*-»«rlbca  dtfekt  mnd 

•eine«  Haifa  rnnng  ton  Ange  unigckrhrt  j»ro|M*rttonal. 

Der  Kegenitand  ist  row  Auge  um  a  f  «/  entfernt.   Ul  nun 
eeine  wahre  Clue.e  =  y .  •«  Ut  dra.narb  »c.ae  arbeinbare  Grinau 
$ 


•)  tta«  ftj*d«t  aitr«  <)ira##,  an«  wi#  al«  k*lwM  ttriM  t»(ana  m 
)r4*-m  (•!«•  L«fcfUu«a  rr  kl**t  Mi  aa»n>g«vi<*** ,  h«U*>  »♦  >  eW  waau 
(••IlUH     •«   *«r«  *»ai  Wrf*»M*   mm*  •••«•r«1  ln«bll«MlMk« 

M4|.Ui  •«^fa*  V^M^  S^2elr' ^rltI^eaW,*^k**'M 
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Das  Bild  ist  vom  Aug«  um  entfernt,  seine  wahre  Grösse 
=  jtf \  ,  folglich  seine  scheinbare  Grösse  =      .  $f,  .  r.  » 

wenn  wir  letztere  durch  die  scheinbare  Grösse  des  Gegenstandes 
dividiren,  so  erhalten  wir  offenbar  die  Zahl,  welche  die  vom  Auge 
beurtheilte  durch  die  Linse  bewirkte  Vergrusserung  vorstellt;  be- 
zeichnen wir  diese  mit  m,  so  ist  sie  demnach: 

f(a  +  d)  f(a+d) 

(*  +  <*)(a+/)-  a(rf+/*)  +  <*/ 

f        _  1 

ad        .  ad 


$•  2. 

r 

t 

Aus  diesem  Ausdruck  fiir  m  können  sogleich  folgende  zwei 
allgemein  gültige  Schlüsse  gemacht  werden: 

1)  Da  der  fiir  m  erhaltene  Ausdruck  bezüglich  a  und  d  sym- 
metrisch ist,  so  können,  wenn  die  Linse  an  ihrem  Orte 
bleibt,  Gegenstand  und  Auge  ihre  Orte  tauschen,  ohne 
dass  an  der  Vergrusserung  selbst  etwas  geändert  wird. 

2)  Weil  für  a  oder  rf— 0  die  Vergrösserungszahl  =1  wird, 
so  erscheint  einem  jeden  Beobachter  ein  hart  hinter  einer 
Linse  stehender  Gegenstand  ebenso  gross,  als  wenn 
diese  nicht  da  wfire;  dasselbe  ist's,  wenn  man  mit  einer 
hart  ans  Auge  gehaltenen  Linse  einen  Gegenstand  be- 
trachtet. 


§.  3. 

Die  Entfernung  des  Bildes  vom  Auge  ist 

1 

=  e  —  b  -\-  d  =  d  -\-  — *  1 —  • 

Bekanntlich  darf  nun  ein  Gegenstand,  wenn  er  deutlich  gese- 
hen werden  soll,  dem  Auge  nicht  näher  stehen,  als  eine  bestimmte 
Weite  (8—10  Zoll),  welche  man  die  kürzeste  deutliche  Sehweite 
nennt  und  mit  *  bezeichnet;  als  Bedingung  für  die  Deutlichkeit 
des  Bildes  gilt  somit 
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.+/ 

antf  ea  kun  nun  ,  da  diene  Bedingung  im  Allgemeinen  nicht  imaw-r 
rcmUl  Ul.  da»  enterbende  Hild  bald  deutlich,  bald  eudewfhr* 
»ein  Kine  weiter«  Quelle  far  eine  in  befDrrbtende  ('noVad  ■*>«>- 
keil  lieft  «Urin,  da*«  6  nrgatir  und  groeaer  aia  ef  »ein  kann.  *•> 
dar«  h  «lann  auch  f  n**ira!i?  wird,  wae  *o  tu  verstehen  Ut ,  d»«* 
die  da«  Auge  treffe  ml<-n  Strahlen  erat  hinter  dem*rlt>cn  ein  Bat4 
bewirken,  wodurch  dann  »fenbar  auch  nnr  ein*  biVhat  uotoflb  a 
tnene  LrupUfidung  in  untrem  Neborgan,  d.  b.  ein  undeutlich»*« 
.Nfhen  bewirkt  wird.  An»  dem  Auadrucke  far  r  Ut  ferner  er»*rh)t- 
Itcb ,  daaa  in  flr*  i<*huii(*  Jtff  die  Deutlichkeit  ein  Ntrllrfit«u»rh  * *w 
t»rgeu»Uad  nnd  Aug«  nicht  ohne  Aenderong  der  ktitnra  ge- 
ataltet  Ut. 


Mbere  Betracbtaag  der  Conen*-  od  er  Znratrunw  i|  ■ 

Li 


I 

M  Tu  »  H,f 

•ind  n  nnd  af  der  Natur  der  Narbe  nach,  /"  aber  der  \ 
hahni''  narli  noaitit  ,  folgt»«  h  i»t  ai  nur  noaitit ,  nnd  wril  der  Nci 
»rr  «an  m  grüaeer  al*  I  Ut ,  immer  nur  rta  Urach ;  inj»  **e!>t 
demnach  dur<h  eine  <  «ucar  Utac  den  Gegen-Und  nnr  aufr^H 
and  «erklr.nert.  mit  Ausuahme  de«  U  $  '2.  I)  anfWubrtr»  \  mllen- 
i'nter  *un«t  gteirben  l'meUadrn  ibri  den*»rU»rn  n  nnd  «fl  nimmt 
m  ab,  wena  f  abnimmt,  die  \  rrkleioerunK  Ut  al»o  dann  um 
»farker.  je  kleiner  d»«-  iWnuwntc  der  £cralreuwoga  Line«  Ut 
Ilm  llntfcrunng  dea  llildca  i»t 

*  •  i-Lr  • 

nie«  um  nn  klaiurr .  ja  kleiner  die  I  Irma  weit»  Ut;  iat  »au  •/  »*rb4 
*<ham  gtuene*  aia  $,  mm  kann  honender»,  wenn  n  »weh  leiht  kirm 
Ut.  da~r^jWd^<U.tL<h  aein.   wrjrkeo  unter  denselben  I  i 
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f.  5. 

Bleiben  a  und  d  nicht  dieselben,  ändert  aich  z.  B.  a,  d.  h. 
bleiben  Auge  und  Linse  an  ihrem  Orte»  wird  dagegen  der  Ge- 
genstand hinter  der  Linse  gerückt,  so  ändert  sich  m,  es  wird 

grosser  oder  kleiner,  wenn  der  Ausdruck  ; — r— jr.  abnimmt  oder 
zunimmt;  schreibt  man  diesen  Ausdruck  so  an: 

d 


+ 

so  ist  alsbald  ersichtlich,  dass  er  mit  wachsendem  a  auch  wächst 
und  mit  abnehmendem  auch  abnimmt,  hiedurch  bewahrheiten  sich 
die  Folgerungen: 

1)  Für  «s=!0,  wenn  Gegenstand  hart  an  Linse  steht,  ist 
m=l,  also  keine  Verkleinerung; 

Ruckt  der  Gegenstand  immer  weiter  von  der  Linse,  so 
wird  das  Bild  immer  kleiner  und  bei  a  =  <x,  d.h.  wenn 
Gegenstand  Oberaus  weit  weg  ist,  ist  die  Verkleine- 

Weil  t  die  Entfernung  des  Bildes 

1 


+  * 


ist,  so  nimmt  *  mit  wachsendem  o  zu  (fu*r  a—0  ist  « =rf) ,  und 
für  a  =  QD  ist  t  =  d  +  f,  durch  eine  Concav-Linse  kann  dessbalb, 
wenn  d  nicht  schon  =*  ist,  ein  näher  stehender  Gegenstand  un- 
deutlich, ein  weiter  entfernter  aber  deutlich  gesellen  werden. 
Wenn  d<*— /"ist,  kann  das  Bild  nicht  deutlich  erscheinen. 


Aendert  sich  d,  d.  h.  bleiben  Gegenstand  und  Linse  un ver- 
rückt, und  entfernt  sich  dagegen  das  Auge  des  Beobachters,  so 
ändert  sich  m  in  derselben  Weise,  wie  vorhin,  da  der  Ausdruck 
von  m  symmetrisch  in  Beziehung  auf  a  und  d  ist;  man  hat  somit 
dieselben  Folgerungen  wie  vorhin ,  man  darf  nur  statt  Gegenstand 
„Auge"  setzen. 
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KittJlirh  kann  mich  oocb  die  L  hon»  Ibreo  Ort  Inder»,  wlfcroW 

l*^|rr»»laii d  0»d  A»i;r  uritcrroVbt  bleibe»,   €o  lot  ol*«lalifi       f  * 
»Uodtft  »od  =c  und  4or»u»  *    e— d;  ootit  mo« 
cf  th  tod  m,  oo  fiouct  man 

I 

- .     d{c  ti) 


Do  «/  „i»r  rin  lirudilhril  *"t.  ,  ^.r,  k»nn  .  .o  b! 

1  1 


—     geootst,  folg  tiefe  otojmtr«/  oloooorb 


Hran  lunimmi.  nrtin  jnlocb  «e  t»nit»mf ,  mo  nimmt  w  »I 
«fcrd  oJoo  4o»  IMd  i.nmrr  Meiner,  jrioebr  oieb  <J»cl*u»c  *«• 
«Jfrrut    Do  ober  oo.  der  <.le*bu.« 


ob. 


rar    dot  W«rtli 

 2—  - 


Werth  m\n-t.  de?  Nolur  ©Vr  S*rbe  oocb.  oicbl 
a«rf.  >o  Ul  do*  Worboeo  **•  o>  oo  oio«  trOO*.  «r 

.  r»  »»..  nW.cb  4</»>  \r*  d.  b   w  v  ^  M«lb«o  Wr« 

uuo  der  fedefeot»  W«elb  ««•  •  -    |^    Uf .    dor  b»4         j  o* 

tritt ,  oo  ml  der  kJoto*te  W  eetb 
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Es  nimmt  also  die  Verkleinerung  nur  zu,  bis  die  Linse  io  der 
Mitte  von  Auge  und  Gegenstand  steht,  hier  hat  sie  dann  ihre 
grösste  Stärke  erlaogt,  und  von  da  an  wird  das  Bild  wieder 
grosser. 

af 

Die  Deutlichkeit  ist  nach  der  Formel  t  —  d+^j.  zu  be- 
messen, allgemein  kann  aus  dieser  jedoch  nichts  Erhebliches  ge- 
folgert werden. 


Nähere  Betrachtung  der  Convex-  oder  Saramel- 

Linsen. 

J.  8. 

Da  hier  f  negativ  ist,  so  ist 


1  . 

ad 

l~(Z+d)f 


soll  hier  m  positiv  sein,  so  mos»  ^a^f  <  1  ausfallen,  gleich- 
zeitig ist  dann  aber  der  Nenner  von  m  ein  ächter  Bruch ,  somit 
m  immer  grosser  als  1,  woraus  also  der  Schluss:  durch  eine  Sam- 
meU  Linse  kann  man  die  Gegenstände  aufrecht,  dann  aber  immer 

vergrössert  sehen.   Da  aber        ^  auch  >  1  sein  kann ,  so 

kann  wi  auch  negativ  und  zwar  dem  numerischen  Werthe  nach 
kleiner  oder  grösser  als  1  sein:  durch  Sammel-Linsen  können  so- 
mit auch  umgekehrte  und  dann  vergrösserte  oder  verkleinerte  Bil- 
der bewirkt  Werden. 

Hierüber  lässt  sich  im  Allgemeinen  sagen,  dass,  wenn  a  oder 
d  oder  beide  zugleich  kleiner  als  f  sind,  so  ist  ^^yXl,  denn 
'st  z.  B.  a<f,  so  ist,  weil  d>a+rf  und  <z</"ist,  offenbar  auch 
das  Produkt  7  .  -^-><1.     Sind  a  oder  d  oder  beide  zugleich 

=/\  so  ist  ebenfalls  <  1.   In  allen  genannten  Fällen  ist 

demnach  das  Bild  aufrecht  und  vergrössert.  In  dem  einzig  nun 
noch  möglichen  Falle,  wo  a  und  d  jedes  grösser  als  /"ist,  kann 

ad    >  . 

<«+<*)/ <  8em- 
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Wna  die  flUdcntfernung  anlangt.  "  iat  1=1/  bt 


«</-.  a«  rrhüll  in««  fäf  *  einen  tioattieee  Wrrth  V    5  Ut  a  N  fm 

mf 

dabei  al>«*r  o1  X         .   so  erbalt  man  ebenlalla   ein««  poartheai 

\\>fih,  Her  aber  dieaen  bfliini  Filiert  wird  man  r  a*it  % 

»•ff: tni  hm  und.  wenn  ernteree  grG«eer  ala  Ictxterea  iat,  ein  dc«t- 
licbea  Bild  wahrnehmen.    Ke  kauu    endlich  aber  auch  bock  Wi 

•  >/\  d»»«  <■'■«  «"«Werth  für  1 

Irahlr 


daa  heiaat  Strahlen  freien  ao  au«  der  l,i»ae.  diu  nie  erat  diäter 
•i^m  Auge  ein  liild  eraeugenj.  aie  treffen  eomil  rnn%crg irend  da» 
Auge;  da  alter  »olrbe  Slr«hlen  nur  ein  undeutltrbea  ,  im  imnetat 
gar  Lein  Sellen  %  eruraaeben ,   eo  enlateht  Im  leliteren  Talle  ala* 


Wir  aefcme.  oua  an,  o*  bleibe 
die  gegenteilige  Kntlernnng  Je«  Augra  «ur  Linee  nirht,  ea  rnVke 
«!*rr  der  Gevn «ta ii <)  «Hm  «blieb  »on  der  l»inee  m r*  ,  indrm  «1  na^h 
«nd  nach  ▼«•  0  anlangend  alU  Warlbe  bia  «u  x  dun  baucht 

=  «</ 
Entweder  Ut  I)  «N/.  oann  tat  (a  A  al  Ina  blieb  a**C 

m  waeh»endrr  Bruch ,  Coli  lieb  m  eine  luiajer  »ehr  «tarkaende 
aittte  Aber  I  gruae«  Zahl    I  lief  au«  iat  eraicktiarh .  da*«  drr  i»<- 
ipnalaad,  wenn  er  barl  an  der  l,iaae  elebt,  auerat  In  »«harr  na» 
Inrlirlaen  (•r««aae.  nneb  a»<!  u*rh  ab*t  Imaaar  i<r»»**f  u*4  aufrecht 
erackeiat,   je  aaekr  er  aiih  entferat,    auleUl  wenn  a  uncndlarfc 

f         .  . 
(Tom  la|,    bei  m  den  \\  erlb         ^  .  (w  ic  leiebl  eiwanaebeu,  «rai 

man  4  ;  9  eab«tiluirt) ,  e*  iel  aonut  ia  rfieuen»  I  4Ür  dir  t>t*rt.>ir 
ecbeiabare  \  ecgrAaet-nHi::  der  £abl  elr»ch,  *»el«  he  «aaeigt*  «aie 
«ielaaal  gröaacr  ein  liild  narr,  da«  dun  b  die  iÄnm  tui  n 
Oft  da«  Amea  alebende«  txgenetand  eaUfchl     (la  IM 

die  Vergr»i«eern«g»aabl  dea  lltldra  brkaatallirb  ~ 


Uder  *)  c«  tat  d  X  /.    Hier  »Jubal   ,    •  /  /    *•+  ■*« 
rh.nen  t-a  «.    bleib«  aber,    i.deai  e«  raacber  »a.fcal.  Lei« 


«17 

lirucb.  iniritul  »r  Hva  bei  «  >n  d    b    datva ,   «e«n  der  l»e^e« 

•laad  d^hin   koiMtal.   ««•  taai  A ««•  rtn  lUld  d«»«b  d*r   l.iaae  1 
alebl,  den  Wertb  I  an,  m  lal  a«*«a»l  e*«e  i»»»»»ii»  «acb»*ade  /aa>l, 
|fmiw  aia  I    ut><(  l*c»  ilrai  |plrlgena««tr«  Xai»4  •  ♦  m.    \  an  da 
an  wird  ai  negali*  ,  tneral  aebt  et«*a.  u«<b  uW 
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ner,  bei  a—  ~  ~  *  un<*  zu*etzt  De»  d  =  &  wieder  J~d ' 

In  diesem  Fall  entsteht  also  zuerst  ein  vergrossertes  aufrechtes 
Bild,  das  schnell  mit  der  Entfernung  von  der  Linse  wachst,  an 
einem  gewissen  Punkt,  wenn  nämlich  der  Gegenstand  an  den  Ort 
gelangt  ist,  wo  vor  dem  Auge  ein  Bild  entsteht,  ist  die  Vergrös- 
serung  unendlich,  das  Bild  somit  nicht  wahrnehmbar;  bei  fort- 
gesetztem Wegröcken  des  Gegenstandes  von  der  Linse  entsteht 
ein  umgekehrtes  vergrossertes  Bild ,  das  allmählich  an  Grosse  ab- 
nimmt und  dadurch  bei  einer  gewissen  Entfernung  in  seiner  natür- 
lichen Grösse  und  endlich  gar  als  verkleinertes  erscheint,  wobei 
zuletzt  die  Zahl  der  scheinbaren  Vergrösserung  dieselbe  ist,  wie 
die  der  wirklichen  desjenigen  Bildes,  das  von  einem  am  Ort  des 
Auges  stehenden  Gegenstand  durch  die  Linse  bewirkt  wird. 

Für  die  Deutlichkeit,  welche  aus  der  Entfernung  des  ent- 
stehenden Bildes  vom  Auge  beurthcilt  wird,  hat  man: 

1)  wenn  a</*,  so  ist  t  =  d  +       ,  sobald  diess  grösser  als 

t  ist,  ist  das  Bild  deutlich; 

2)  wenn  o>^,  so  muss  </--^^f>  t  sein,    wenn  das 

Bild  deutlich  sein  soll,  ist  aber  gar  d  <  a  —  f*  80  '8* 

das  Bild,  weil  s  negativ  ist,  wie  schon  früher  bemerkt 
worden  ist,  entweder  gar  nicht,  oder  höchstens  nur 
sehr  undeutlich  zu  sehen. 


§.  10. 

Bleibt  n  dasselbe  und  find  er  t  sich  nur  </,  behalten  somit  Ge- 
genstand und  Linse  ihre  gegenseitige  Entfernung,  rückt  dagegen 
das  Auge  allmählich  von  letzterer  weg,  so  hat  man  ganz  auf  die- 
selbe Weise  die  Erklärung  der  nämlichen  Erscheinungen,  wie  im 
vorigen  Paragraphen,  nur  muss  man  d  mit  a  vertauschen. 


s.u. 

Bleibt  endlich  die  Entfernung  des  Auges  vom  Gegenstand  die- 
selbe, rückt  dagegen  zwischen  ihnen  die  Linse  von  ihrem  Ort, 
ist  desshalb  a-f-d=c  beständig,  so  ist,  weil  a  =  c  —  d  ist, 

ad   d(c — d)  _ 
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Nun  tat  wieder  wie  le  6.7  «r  tanebmead,  wenn  d  wirbst  I»» 
I 

nun  i=|  -_ ^  tat ,  so  nimmt  also  m  mit  dem  Wachsen  *>oa  *f 

an  aed  i»t,  so  lange  tp  eiebt  arflsaer  als  1  Int,  rine  |>e*ttJ*e  Znbi. 
grflsser  ala  I.    l>a  »Iber  aadr.  bier  wie  in  f  7.  «  b  Warb«««  an 

die  tiriaae  eebnndrn  Ut .  ao  bat  man  *<»r  Allem  an  traft«», 
ob  dieser  Urruwertli  ^  1  ist;  iat  dieses  der  lall,  so  kann  at  ee* 

poeltK  aein.    Iat  jedoeb  '^y^  ■  (oderr>4/>)  eo  aaeo  »  aueb  gtaai* 

aer  aia  1  aein,  daaa  aber  kann  ai  aclbat  au<b  negativ  und  eW~ 
grrioser  oder  kletaer  ai«  1  aein. 

Ut  aua  fsV,  ao  ist  e>  bfebsleaa  =  £  bei  af     J  .  dem 

nach  entsteht,  wenn  man  dio  I,ln»e  »na  Auge  rfirkl.   ein  mm*f 
« arliacmtfa  und  %efjtr«"»«»ertes  an  fr  echtes  liild.  welrbes  am  yr-ün ■ 
ten  iat,   wrnn  die  Linse  swUrben  Anjte  ond  («ea.en»tand  in  *!rr 
Milte*  «labt,  dann  aber  wieder  in  »einer  (irosse  abnimmt  und  t«r 
natOrlkhen  ffeUngt,  wenn  die  Liaee  am  Geft«n%L*i>d  «lebt 

Ut  rN4A  a«  eaUteht  ebeefalla  inerat  ein  an  frech tas  vereri» 
•rrtea  BUd ,  daa  bei 

un*mlfieh  crosa  iat,  (»o  alralieh  tr  1  wird),  dana  aJ'tticaml  bat 
die  Urne  Ta  der  Mitte  alebt.  in  wekbem  Fall  die  Zahl  der  arbeaa- 

bare.  Ver^M^arao*  Jr_?  Ut  Kdrkt  dir  Linas  ao<b  werter, 
ae  ward  das  BUd  wieder  *r         and  na  endlich  gross  bei 

d  :, » ^  -  <r. 

woravf  es  dann  wieder  aefrerbt  %  eegrfoeert ,  absr  ab»rkm#«»«J 
Mrkatat  tri  endlich  wieder  eben  »*  gross  arsrbaiat.  ala  wesm 

IHa  I>*atlirbkeit  wird,  wie  in  dm  beiden  t nrbrr gebcadm  I** 
r«gra|<brn  brurthciJt 
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XVI 


Entwickelnngen  elliptischer  Integrale 
in  Reihen  und  der  darauf  gegründe- 
ten Vergleichungen  derselben. 

Mit  Bezugnahme  auf  meinen  früheren  im  3.  Hefte  des 
1.  Theils  dieses  Archivs  aufgenommenen  Aufsatz. 

Von 

- 

Herrn  Nicolaus  Wilhelm  Schulze 


Ich  werde  zunächst  solche  Fälle  anführen,  die  unter  der  all- 
gemeinen Form 


zu  Oberweisbach  bei  Rudolstadt. 


begriffen  sind,  nämlich 


J  Vä+ßx*-yx*    J  V X 
Man  reducire  nach  der  bekannten  Verwandlung  von 

dx    .  d(p 


VT      V  l-c*»inya 


das  erste  Glied  auf  die  Einheit  und  zerlege 


1  a  a 
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iti  F<**llc  fr  Äclof ^©  ff>n  «irf  I  «»rni 


%o  Lomwl 


^=Vji*  f  iiy    uml  mN« 


I) 


*     ... .     i  .      .     t           I  • 


drukt 
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o  o  o 

/  e/g?sin^p4  = —     x   u.  9.  f. 

o 

Also  gestaltet  sich  vorhergehende  Reihe  (2),  da  ein  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  integrirten  Glieder  wird,  indem  man 
das  negative  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  in  (1)  beachtet, 
in  folgende: 

5&>»+3|*c« .  4*  +3/>c«.  j*  +  ^  c« ) 

+  wf+rt5  +  -  J  * 


Setzt  man  wie  früher  das  zweite  Glied  =0,  wodurch  »  =— - 

c 

wird,  und  substituirt  diesen  Werth  von  p  überall  statt  p,  so  fal- 
len alle  ungeraden  Glieder  weg,  und  man  erhalt  nach  gehöriger 
Ausfahrung  und  Anordnung  der  Glieder: 

J     V~  l-cVinip» 
_     *V2     rT    3  /  c*  y    3.5.7/  c»  y 

3.S.7.9.11/-    c*  -y    3.5.7.9.11. 13. 15f    c»  -y  -| 


Diese  Reihe  convergirt  desto  schneller,  je  kleiner  c  ist,  sie  hört 
aber  auf  zu  convergiren,  wenn  =1  und  grosser  wird. 


Berücksichtigt  man  ferner  den  Factor  -  in  (1)  und  setzt 

statt  c  und  m  obige  Werthe,  so  kommt  nach  gehöriger  Reductioo : 
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Sef«l  man  A  =  ia  4  ß ,  »o  wird  y  —  •  \  ß , 

f«lÄt.  »enn  man  hierin  *    ß  »t*tt  o  »eltl 


I 


5) 


«) 


/ 


V-' 


In  (I)  A  =  :U  0. 


-i- 


da 
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Anmerkung  ].   Die  Werthe  von  Ar,  m,  n  und  A  sind  in 
I!.,  III.  und  VI.  bekanntlich  dieselben  wie  hier. 

Anmerkung  2.   Es  ist  nicht  gerade  noth wendig,  das  be- 
treffende Differenzial  auf  die  allgemeine  Form 

 dtp  


V  1—  c^sinqp2 

zu  bringen;  sondern  es  genügt,  wenn  man  *.  B.  hier 
z  =  sing>  setzt,  wodurch  man  erhält: 

/dx  1       P  dtp 

VX**  m  V*  J  VT+föin?* " 

Verwandelt  man  nun  auf  obige  Weise 

[  (I  +  P)  "  (P — **sinqp*)  ]-* .  d<p 

in  eine  Reibe  und  führt  nach  den  dortigen  Bedingungen  die  Inte- 
gration aus,  so  erhält  man  dieselbe  Reihe  wie  letztere. 

u.       r    d*     _  p  d*. 

%J  \f  a  —  ßx1 — yx4  J 
Man  verfahre  anfänglich  wie  in  I.,  danu  setze  man 


 c°«<P        ,  1 


also  ist 


/dx  _  1     P  dx   \      P  dz 

VX  —  V«J  V(l+m*jr2)(l-^iÄxa)     ™V*J  V(l+i»)(l-W) 

c     /*  rf<p 

—~~mVaJ  VT^T 


c2sin<p2 
Da  wir  hier  für 

1*  cf<p 


c^singo 


2 


dieselbe  Reihe  wie  (3)  erhalten,  so  haben  wir  nur,  mit  Berück- 

sichtigung  des  Factors  die  Werthe  von  c  und  m  dort  ein- 

zusetzen; und  da  wegen 

Theil  XIX.  13 
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vv) 

die  Urrwrertl»  U  nd  }[  ^  j  »  <•%< 

-  - 

S»t«t  ms  Utrtn  «  4  ?  »Uli  « ,  •*  kocamt 

SHil  m  m  I  ß.  ~>  wird  j  =  •  |  ß. 

I-,  /M  ''' 

.(tat,,/'  • 

WH  frtMt  •       «teil  •  k«*H*I.  •«  Md 
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13)  f\  ** 

J  Va-ß+ ßx*-<u* 

~V2(^2/J)1 1+ 4*1.3« -20  J 

y»  rfar  /»  dx 


/^r  1_   <rfx  P  dz 


~~  mV«  */  Vi— c»! 


Hier  ist 


gesetzt,  also  folgt: 
Da  quo  für 


respective 


9=0  und 


x=rf        ä  und   ar  =  oo 


14) 


a—ßaP+yx4 


13* 
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F8r  A«fe-0  wird  r=«-/J.  aW 
S^tit  man  bieria  0  \  ß  mikit  m ,  »u 


N.WiLltt       hi  (II)  2*  |  0  «UM  A.  r  "«4  4 


♦Seilt  M«  km*  -fi  »Uli  ~ 


r 
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dx  


1    p  dx  1_   P  rdz  


d<p 


-cVm<jp'2 

* 

Es  ist  hier  gesetzt 

 1_  1 

z  — cos9     UD  C> 


mithin,  wegen 


=  Iii/"  2« 

'    z     nur     a:  K 


ist 


uvs.  f.;  also  geht,  mit  Berücksichtigung  von  ~m^a»  dersel- 
ben Reihe  (3)  hervor: 


dx 


4/  ^ 
T  A4 

Setzt  man  A=2«+0»  so  wird  y=a+£,  also 


/»OD 

Substitnirt  man  hierin  a  —  ß  statt  «,  so  kommt 


[ 


91,  /  -..  4x 


SttMt  m*»  In  (V))  A  folflt 


8rlirc4bi  mui  bieri»  «  f  fl  »Uli      m  crgWbt  »kb 

»     ,u  v      Vi  i 

v)     /  **  ~  ~r 

,/  V  .{^Mm4  */  *  a 

Er«t«f  F»ll,  wo      —  iay  positiv  bt 


II 

«kill 
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so  kommt 

/dx  t    p  dx 

woraus  sich  wegen 

qp=arc(tg = x = mx) 

crgiebt: 

j:=0  und  jr=oo  fär  g>  =  0  and  p  =  ^-rc. 

Nun  ist,  wenn  man  den  diesseitigen  Werth  von  c  in  die  Reibe 
(3)  substituirt : 

mithin  wird  dieselbe  mit  Hinzusetzung  des  Factors  jj^j- : 

/**  dx 

Zweiter  Fall,  wo  |J*-4ay  negativ  oder  positiv  ist 
Man  setze 

*  * 

et  '*  ' 

■ 

go  kommt 


V'ay 


^  J  VTFÄJHF^  =  VZf*  ^-(^sin^os^ 
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aad  fear,  all«.  «U  la  (i)  aaa,  «  affcllt  man.  «ra«  »tau 
«i<Hlcr  »iu^rfuhrt  wird,  ntk  %rUr,üvn  Kcdartioa: 


*l)  f       **         =  /Vl'   ^-4-7  Wti, 


\Ua  nrlin«  dl«« «Ab«  Verwandlung  wia  »it  v 
w  ,  »u  wird 


*7 

Wag«  folgt: 


Baaerkaag.    tfca  t'ftt»kk««uag  dea  Ulegrala 

/ 


f*#  d#*  lall.        ^  ^.fh  Ul.  »etd»  *».  4. 

•k»  W»r.r  PMkn«ra  r^eta««*.  »blnt«*  •*» 
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Ueberblicken  wir  die  bisherigen  Reiben  mit  Rucksicht  auf 
ihre  Convergenz,  so  zeigt  sich,  dass  die  (4)  und  (14)  für  jeden 
Werth  von  et,  ß,  y,  hingegen  (9)  und  (19)  nur  dann  schnell  con- 
vergiren,  nenn  ß  gegen  ü  klein  ist. 

Die  Keinen  (5)  und  (10)  laufen  desto  schneller  zusammen, 
je  kleiner  a,  dann  (6)  und  (15)  je  mehr  sieb  ß  dem  a  nähert; 
doch  darf  im  erstem  Fall  weder  a=0,  noch  im  letztern  ß=za 
werdeu,  weil  man  sonst  unbestimmte  Wertbe  erhält. 

Die  Reihen  von  (10)  bis  (13),  dann  die  von  (20)  bis  (23), 
ingleichem  (26),  convergiren  desto  stärker,  je  kleiner  ß  gegen  er 
ist,  und  am  stärksten,  wenn  0=0  ist;  ebenso  findet  eine  starke 
Convergenz  statt,  wenn  a  und  y  gegen  ß  sehr  gross  sind,  nur 
dürfen  beide  nicht  unendlich  gross  werden,  wenn  die  Reihe  nicht 
verschwinden  soll. 

Die  Reihen  (7)  und  (18)  werden  für  0=0,  dann  die  (8)  und 
(17)  für  «=0  dem  directen  Integral  selbst  gleich,  uämlich 

dx  n      Pl  dx  n 

indem  auf  beiden  Seiten  jeder  Gleichung  der  Factor  ^  wegge- 
fallen ist. 

Die  Reihe  (24)  giebt  zu  erkennen ,  dass  sie  nur  dann  schnell 

zusammenläuft,  wenn  2V«y  dem  ß  sehr  nahe  ist;  dagegen  con- 
vergirt  die  (25)  nicht  nur  m  diesem  Fall  sehr  stark,  sondern  auch 
für  jeden  Werth  von  er,  ß  und  y,    selbst  dann  noch,  wenn  ß 

grosser  als  2^äy  ist;  jedoch  darf  ß  gegen  2Vtty  nicht  zu  gross 
werden. 

Uebrigens  bleiben  in  diesem  Fall  wegeo  der  geraden  Expo- 
nenten alle  Glieder  positiv. 

Für  ß  =  2Vay  wird  jede  der  beiden  Reihen  dem  wahren  In- 
tegral selbst  gleich,  nämlich 

P*     dx  n 

Setzt  man  in  (5)  bis  (13)  0=0,  so  werden  alle  diese  Rei- 
hen einerlei,  nämlich: 
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Kl»««,  wird  ...  (II)  fcU  ('il)  Ar  ßr-O: 


H«Ut  MB  endlich  in  (93)  ttW  (2Ü)  0  =?0  iMnd  isjrsl,  •» 
■I 


j\  1 1 


Iii**  n&hrr»  |V(r«rlit«r>f  der  CUner  rufnU  LHlM  Reib»« 
Merkwürdige  |Vb<f  iritrimuimi::  der»«* Iim*ii  :         »inj  h  » 
(Ii  nhil  (II.  i'n  mul  <  |tV) .  im»  und  ( 17, ;   (»'»•.  (IV,  •  ?i 

und  (lh  :  (MV  (.'I).  (I  u»d  (Jflf.  (II).  {  1)j .  il.f)  u»A  *«•• 
a»drr  glntk.  Zur  l  «l«*f»i«ht  d*  •  (»jh/ri»  dal»«  Uli  »ic  turi»  tl#* 
Ofdauag  «i»««M»«i«i«*»lrllL    I,*  t*t 


V  •  - 


/  %  m\ß    ?±*  /  %      --M*  t 
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VW 

p  dx  p*  dx  

J  V U  —  p—ßX*—«X*  ~~/  V — B-ßx*  +  C-ß)** 


rl  dx   /*»  dx 

VV"«-^- ( o— ß)x* ~~J  V — (a— p)- 


P  dx  /»»  dx 

J  V  a+/te*— (a— ß)x+J  V— (a— «-f^'1 


— (a— 

a— 

r  « 


f__dx  <fcr 

J  V  a+ß+ßx*—ax~*J  \ 


=   dx   /»» 


+  £)+/fcr2-f-a.r« 


Da  man  in  (24),  (25),  (26)  die  Grossen  a  und  y  verwechseln 
kann,  ohne  dass  sich  der  Werth  der  Keihe  ändert,  so  folgt 

/»»      dx  dx   

JQV~ *+ßx*+yx*~J  Vy+&*+äx*' 

0*—  4ay  mag  positiv  oder  negativ  sein. 
Ferner 

Pm     dx  P*  dx   

Jo  V a— ßx*+yx*  ~J  Vy^ßx*  +  ax*' 

wenn  fP—4ay  negativ  ist 
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I  ndlkb  gebt  mm  (2?).  (A) 


llrincrkefti  I.    Di«  Hirbttffkfit  der  t '»bereift«  timroun^  »4* 
jjrr  fntefrrmle  wird  »|»*trrhin  durch  eine  andere»  • 

wreetitlidi  verecbiedcnen  .Mciho<ir  aacbgewie» 


ttcmcrkim 


%  %    Dum  die  obigen ,  au  der  F 

r  ,  *  . 


lieibee 

rrf*brei».  wie  Hrrr  lloii|»e*)  darjrr«t»IK 
i.  darf  leb  wohl 


«er  Hrrr  V 

ifl  fr|**«ra.   i«r  ft.r(«a>*i«Mg  ",*'#  4»r«li  d«  ttrr««M 

|tWr  W  akr*rli«-i«.Mk  Met«!  «rr  Hrrr  \ffU*»H  rfrft  J|a(«*U  3»t.  W  V. 
Llbt  III.  Ai«bi«a        H«r»  ll«pp*- 
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m 

lieber  die  Bestimmung*  des  Gewichts 
der  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  erhaltenen  wahrscheinlich- 
sten Werthe  der  Unbekannten,  wenn 
Bedingungsgleichungen  vorhanden 

sind. 

« 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carliruhc. 


In  der  Abhandlung  XIV.  im  achtzehnten  Theile  des  Archivs 
hübe  Ich  im  §.  10.  derselben  angegeben,  in  welcher  Weise  die 
Gewichte  der  gefundenen  Werthe  von  x,  y,  2,....  bestimmt  wer- 
den können.  Ich  will  nun  den  Fall  betrachten,  da  Bedingungs- 
gleichungen gegeben  sind,  denen  x,  y,  z,          genügen  müssen. 

Aus  dem  in  $.  7.  und  §.  IC.  Auseinandergesetzten  wird  man 
leicht  schliessen,  dass  man  in  allen  Fällen  es  nur  mit  Gleichun- 
gen des  ersten  Grades  wird  zu  thun  haben.  Seien  also  xlt 
x%t  ,  xn  die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  be- 
stimmenden Unbekannten,  zwischen  denen  die  r  Bedingungs- 
gleichungen : 

Äl*l  +         "I"  •  "I"  unXn  =  <*  » 

ßxXx  +  fora+  +  ßnXn  =  ß  , 
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beafebrn,       natfirlirb  r\»  Ferner  habe  man  ($6)  dorr  Ii 
a«btunt;  dir  <Jri«  bungen  : 

•i'i  ♦  ^i'f  1  ri  ri  f  —      -V|  ((iewiebt  «,). 
•Vi  I         *  r*r»  ♦        *i  (      „      5?,).  ^  ^ 

I  A»-r,  ♦  r^r,  f  ...  -   ,V.  (      M  £„) 

erhalten,  wo  wieder  m  >  n  -r,  so  »um,  na<h  den  dortigen  Frie- 
trrungen.  die  (•r-^*c 

rin  Minimum  »ein .   *.ihr«*nd  n<><  h  die  (ilru  hungrn  (Ii  begebe» 
|>i<*  |te»timnim»K  der  \\  erthe  tnti  .Tg.  st,..  k.tnn  nun  auf  d'»r»|*«>tte 
Art  ffr««hrhrn.    Sind  n^mlfh   A*(  ,  Aa,  . ...    Ar  nmh  ro  l»«-»t*m 
mmdr   Koeffizienten ,    »o   mulf>|di/irt  man  dir  (l>  henlgdrh 

A,.  addirt  dir        multinlirirten   er.lrn    Seiten  deeaelh 
»juimtlub  tu  (.1)  und  aettt  nun  die  Difere«  hJoii..li«  i  t«-n  der  < 
erhaltenen  Summe  naeh  j,  .  J-,          Null.    Ondunh  erhalt  ob**: 


■ 

«riebe  |f »Irr*  hunern  .  In  Verbindung  mit  (1),  die  \\  ertbe  to«  .r, . 
-r ^ , . ,     t  A|  i  .  -  •  Af  geben. 

Oder  aber  aurb,  »an  kann  termöfe  der  filei«  bringen  f|i  im 

erat  r  der  fan»«*e*  j-,  ,  jt  «1ur<  b  die  nltn»™  »o.dru«  ke*. 

deren  Wertbr  aodann  In  <  \  >  aetren  und  die  l>ifrrentultja<»ti*nfeui 
de«  »o   rrb.ilN'ncn   Au*dni<L»    im  b   d«*h   n*M  h  blr»hrndrn  |  i.W 
kannten  .Null  aetren.  Dadureh  erbalt  man  die  \%  erthe  dte»er  letj 
tern;  d<e  drr  er»tetn  eruetwn  »i*  h  djr^u«  na«  b  «I'  Da*« 
beiden  Wegen  tu  dnu»elhen  Ziele  grUn»! ,  Ut  bekannt. 

Angenommen  nun,  rm  Mge  aua  (\>i 


^1 


jy  •    A\»,.r,fl  |  tfMtj,4,  #f.r,  ♦  r. 


«ml  man  hereirbne  mit  fr  f  h,  .  'r  |  ?  ,  .       die  K^lut ienfeu 

Im  (.lr*t 


Jr,lt.        in  d.r  ef»lm  (.Iruliung  vij,  n.  *.  f  ,    ao  »ind  dW 
(•!fM  bnnc'  ii  J 

;  r»  I  4  |n»X|,  »    I r, /»* i g  /'i, 

t     rf.'.t^.f^.lA,//,,,,     fr,  aV.fl-  r.la 


rf  I  I^.Z/pI.I  ..frtA :*M 

♦ 
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Bezeichnet  man  diese  Gleichungen,  der  Karze  halber,  mit 

l|J?r+i  +  HiJTr-f*  +  =  ÄIi  , 

Is^r+I  +  IU^r+a  +  =  Ma  , 

* 

: 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  arr+, ,  .Tr+a.       (§•  6.): 

fol'Kri  +  Lyl  U]*H-a  +  =[^MI] ,  ) 

[^III]arr+a  +  [.(7Il^r+4  +  =toMII],  (7) 

wornach  dann  xx ,  ,  xr  sich  aus  (5)  ergeben. 

Gesetzt  nun,  aus  (7)  folge: 

*r+i  =  A'[<,m]  +  ^  foHM]  + .... , 
xri%=**lam  + ....     J-  (8) 


I 


so   sind  die  Gewichte  von  xr+\ ,  xT+i ,           bezuglich  gleich 

ßfi»      (§•  19.). 

Da 

Xi  =  At+\Xt+i  +  ^r-f  i^r+a  + ....  -f  a , 
so  ist,  wenn  die  dortige  Bezeichnung  (S.  175.)  beibehalten  wird: 

Q=zxlt    70=  .4r-f i ,    7i  ~^ir+a,   , 

demnach  das  Gewicht  von  xxi 

- 

(9) 

1 


und  ähnlich  für 

Das  so  eben  Abgeleitete  unterliegt  keinerlei  Anstand.  Nun 
behaupte  ich  aber,  dass,  wenn  aus  den  Gleichungen  (4),  in  Ver- 
bindung mit  (1)  folgt: 

ari-ftbflilfl+Fa[flf6if]+....  +  r1o  +  /^  +  ....f   {  (10) 
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d»  Glicht«  ton  sm 

*>l#  «t»  in  <}•       ■n,»f*Rrbm  Int. 


Da,  *»m  brrrit«  ftraagt .  der  Wrrtb  tob  X|  drr»rlbr  inl ,  «4 

ilm  nun  (1)  und  (4).  «di«t  »um  (."i)  und  (7)  crbalt,  *** 


--(,*,,  ,.4'  f  J,HÄ  f  -  )LVIM]  f(i„t|  J,,  ,/r  » .  »|//>IMJ  | 

■riu»  mm  auch  immer  dir  Wrrtbn  %»n  «7,  .       ©.  .  ,         0.  *.  . 
artn  niAfrn.    Suebea  Mir  alno  dir  IL«M-iliiirt*lrn  «<»n  (ya.l/j  mmd 
bridrn  «Sritrn.    •»  erhalt  man  rinr  uientiocbc  (•IrM-bna*.  «»•• 
mn  direc  Korfincolrn  «Icub  aetil 


«Nun  Ul  obrr 

4  9t  ■  (r  ♦  Ih  f  «S  «Mi  *        tili  '1"'  1 1  •  -  rrt 


Daraus  r<Ut.  da»«  drr  koefb/irut  »««  7,«,.^  Ut  il*-*sl«-» 
eben  drr  »<hi  #/,fft-Vt  I,  t  g  u  a.  I.  Garn  »  hro  bndel  *«• 
[yllM],  d*»a  dir  Ko«  Ib/tratrn  %«mi  5/,«!^.  a^Mj.nf«.  •*mniti*cb 
«trüb  u  a.  w.  »md 

Daran«  Mut,  da**  auf  drr  i«nlw  Ncite  obij;rr  CJn<b«mc 
der  k»rftuir»l  *<hi  y,«,  V,  i-t; 

.4rfBi  r  t»,  *  A".i.i%  k    W  •  "  <<t. i  ♦ 

drsaslrif  hrn  di-r  »<»h  »;ri  Vt  u   •   w  .  i>»  <Iim  rtulKio  J»r*r< 


«Sraauirif  nrn  urr  ion       t  »fg  u   «    w  .  »Max««  ftmnio  n»r*r  i*f 
drr  k»rltJii<i<t         |./«  V )  1*1 .  d   b    da-  *ir  »iVirh  /,  ul»  «na, 
*crtl»br«  mit  l''f,  m,.nv  ltrhau|>tui>S  rr«  btlrrltgl. 


|lih»i<  bllii  h  drr  Gcwi«ritr  i»n  i.i,  a  a  vi  ,  dn?  aua  (IÜ  |* 
acb)o*v*ett  wenl'U,  rf;;irbl  »üb  D.t«»i  ibr 

Ul  ntml..h 

'Mt     ''I1IV"  WJ  f  .     |  (*V  |  KVilv  r  1 1  V]  f      |  f,fla  l 
•o  b«bi"|»tr  kh,  d*«a 

(Ä|  -  A 


mei     I)r,.f,  m-UI  maa  di^.m  \W#tb  t«n  ,.tt  ».  J  .fr«  * 
aii<lrr  i<!«i<Ii*<H  pl»i«h.    y»d   bnorrLl  ,    Ja»»   in  fvftlj  Art    k  U 
|»  r  II    Vj    -I  I      drr   1        |,.  r  I  I    WJ    .«  SmJL 
eb«-a««  »a  (j/MIM;>         rr  ..»«-b|  »üb  utuuiil«  lb«t 
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Damit  ist  denn  der  Satz  allgemein  bewiesen. 

Wollen  wir  ihn  nun  auf  die  Bestimmung  der  Gewichte  von 
&\9  .T^,....  in  §.  16.  der  oben  angeführten  Abhandlung  anwenden, 
so  müssen  wir  dabei  in  folgender  Weise  verfahren. 

Man  ersetze  auf  den  zweiten  Seiten  der  Gleichungen  (42)  die 

0  durch  Ax,  Att  ;   ziehe  sodann  aus  dienen  Gleichungen  die 

Werthe  von  arlf  jrs,  um  sie  in  (39)  zu  setzen,  so  erhält  man 

anstatt  der  Gleichungen  (43)  ein  System,  dessen  erste  Seiten 
dieselben  sind,  während  die  zweiten  bezüglich  sind: 

1       ffl  fjl 
^1  j         *2  A 


Sacht  man  sodann  die '  Werthe  von  K* ,  K%,        hieraus  und 

setzt  sie  in  (42),  so  wird  man  die  Koeffizienten  von  Alt  A%i   

in  den  Werthen  von  .rt,    leicht  bestimmen  können.  Der 

reziproke  WTerth  des  Koeffizienten  von  Ax  in  dem  Werthe  von  xx 
ist  das  Gewicht  dieser  Grösse;  der  des  Koeffizienten  von  A^  in 
dem  Werthe  von  ar^  das  Gewicht  von  ,r%  u.  s.  w. 

Als  Beispiel  hiezu  wollen  wir  folgendes  wählen: 

Man  bat  für  die  vier  Winkel  eines  ebenen  Vierecks  die  Werthe 
u>i »  toj,  w^,  u>4  mit  den  Gewichten  m  ,  g^,  g*f  gefunden.  Man 
verlangt  die  wahrscheinlichsten  Wertne  der  Winkel  und  die  Ge- 
wichte dieser  letztern. 

Sei 


so  ist 


also  die  (42) : 


Wl  +102  +  1*3  +  u>4=360°  +  «, 
.r,  +ar4  +  x8+a:4=p, 

4 

4 

gxxx-{-K=zAit 
9 2  +  ^=  » 

4 

04*r4  +  ^==<^4» 

woraus  nun: 

Thtil  XIX.  14 
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V*#4  +        ~  .«1  *WT«  M  *|  -  *4>W*  4  <\***,  *4 

*  ~  *iyt^4  *  9t*j*y*  \  UtU*u*  \  ihihü* 


Dir  *i««H>tl»rbrti  ««ahn«  Hetfitirbatrn  Wrrlhr  »o»  x..  x*.  x? 
x4  erurhrn  »irb  birr au«  .   wmn  man   .1,,  At,  J,  .  J4  Null 
lOT  Ar  fir»i«bU>  MK|  d-if*«.. 

1  '  jhJU  •  JriSfa  ♦  UtU* 


cj4  Vi'/*'/«  I  UtffiO*  ♦  9tU*if* 

X'  ♦  Xl5U  l  .^tfi 

"     *  »fi.fi  *JMr* 

fr'ür  apttj+Jlf«   Fall,  daa*  y(  Pi  —        4*#V»ll  BU» 

ftr  Jtdr»  «wer  CmirM«       .  »o  da.«  -Im,  drr  Wrrffc  dr.  %%» 

Ii  da  tan  ^brben  Gr«  lebte  «Irr  IWob«rb(uiij(  UL 

(In    «Irr    ...  Ilrscbratbang    drr    mr    Ermitflaag  dra 
II  Abt  am  (i  I  e  i  •  r  b  •  r  d  r  *     im  urlitit    dm    irhit  irir  k  «1*4 
kaatiinr  b*n  M#rrr  rtr    |' » I  *  r  •  b  t»  r  t  1*4'» "  t«  rn  drl  M  r  ■  •  *  , 
>  . »Infant  S   Y  dt.  .rn  >*U  «a  .    «a.4»i  )r.l4  «u  l~»rrir» 
Vi  -  ?i  •  9*    V*  b*»p .    Mt  d**»  «Jif  f  ri 


■jag  unrM  blis  Ut.    In  dir««**«  r  ^Ur  «und  dir  t«r«ft^bt«  «•* 
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■  1    j     i  ■■"•t'r  •  tiljkvi  .  \n 


in  Augsburg. 


Io  meinem  Programm:  „Ueber  die  Reibung  an  cylin- 
drisch  en  Zapfen*',  Augsburg  1 851.,  habe  ich  ausgesprochen, 
dass  die  Voraussetzung,  von  welcher  Herr  Professor  Weisbach 
bei  der  Berechnung  der  Reibung  an  einem  cylindrischen  Zapfen 
in  einem  anschliessenden  cylindrischen  Lager  ausgeht,  und  nach 
welcher  sich  der  auf  den  Zapfen  übertragene  Druck  Q  auf  die 
zu  seiner  Richtung  senkrechte  Projection  des  Beriihruugsbogens 
gleichförmig  vertheilen  soll,  nicht  zugelassen  werden  kann,  weil 
diese  Voraussetzung  darauf  hinfuhrt,  den  Normaldruck  in  alleo 
Punkten  des  Berührungsbogens  als  gleich  und  eben  so  gross  an- 
zunehmen, wie  in  der  Mitte  desselben,  während  auf  der 
Hand  liegt,  dass  dieser  Normaldruck  in  den  Endpunkten  eines 
halbkreisförmigen  Bogens,  wo  die  Tangente  parallel  zur  Richtung 
der  Kraft  Q  ist,  nur  Null  sein  kann. 

Dagegen  hat  Herr  Weisbach  in  Nro.  4.  des  polytechni- 
schenCentralblattesvom  laufenden  Jahre  in  einer Mitthei 
lung  unter  dem  Titel:  „Ueber  die  Zapfen  reib ung  etc.,  seine 
Stimme  erhoben,  um  seine  Ansicht  zu  rechtfertigen  und  meine 
Theorie  als  irrig  darzustellen,  wobei  er  selbst  des  unschuldigen 
Referates  nicht  schont,  welches  im  Archiv  Th.XVll.  Heft.  4.  (LitBer. 
Nr.  LXV1II.  S.  877.)  über  meine  Abhandlung  erschienen  ist. 
Dieser  Artikel  des  Hrn.  W.  enthält  aber  so  viele  irrige  Ansiebten, 
dass  ich  es,  abgesehen  von  meiner  eigenen  Rechtfertigung,  der 
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Wl««rn«<han  »f  huldig  MU  arin  ffUnbc.  dtenelban  nihrr  in  b- 
lcu<  htm 

L)  In  Rem*  aof  dia  von  Herrn  W.  vernorhte  Keehtfiititna- 
aeiner  «hen  besprochenen  Hypolheae  erlaub«  kh  mir  ralxeaaie« 
/u  erwidern. 

I)    Da  In    den    toathematUt  ben    Di.rij.linen  Antnrifltea 
keine  HeueUkrafl  haben,   »o   betritt  Herr  W.   mit  der  Beaarr 
kuns,  er  h.*»»«*  jene  llvp«the»te,  drm  liei»iiiele  ton  Pnnrelet  t  + 
ftend,  an^riionniiro ,  gar  Ni«  hta  lür  dir  Iii«  hlt^Lril  deraelbe«. 

'2)  Herr  W.  findet  den  ran  mir  gebrauchten  Auedrurk:  _  «•  kk 
read  p*  auf  der  Hand  l»«*i»t",    am  unrcrhlm  Orte ,   aber  mit  t  • 
recht ;   denn  ra  beut  n  ifkl»«  h  für  jeden  I  »bf  fange  ftf »  anf  4«* 
Hand.  da»a  ein  Zapfen,  welcher  h»  emem  oder  mehrere«  Pn»»a 
ten  •«  unferalotrt  tat.    da»a  er  trfinöjre  dirarr  CnteralOUanf  « 
(•Irif  hz**t«K-Hl  bleiben   »um,    »*t  c»  ilurrh    eine   oder  aaefcrer« 
r  heuen  «der    durrh     eine     t \Haderf  i<-h«.    nie   ia    T*f  % 
I  ig  4.  bi«  7  d.»rgeatcl!t  t»t ,  an  den  I  ndpunkfrn  »etnea  rar  Htr«>- 
tnng  der  Kraft  lj  eenkre«  hfen  |>«rrhme»«ere  AH.    n«  die  Ten 
imlf  rarjiirhtung  dieaer  Kraft  parallel  i.t.  keinen  Dmrk  aaeaw 

3)  Herr  W  meint,  bb  habe  darin  einen  Fehlblüte  be*;»» 
Ifen,  da»"  nb  das  Prndurt  Dt  glei«h  0  grnomnaee  haW 
nährend  e«  rben  ■«  gut  jede  andere  Zahl  »ein  k»nne  l>»e*~ 
l'rodnrt.  abeolut  h m  ee.tr II I .  bat  far  keinen  Simt,  and  ea  Ut  et,.  • 
\h*tir«)*t*t .  nne  Kr.»fi  —i)  in  iMfi  t  utuponeiifen  lerlege*  •-• 
«•«»Ilm,  %«n  denen  dir  eine  nnendhrh  grt»*a  i«t  Da«  I*t»«I«»*« 
O.ä  b»t  aar  dann  einen  ?>»nn,  nenn  e»  «I«  be*«n.frf#-r  Wer-* 
einer  luii«1i»»n  filt  rin«n  beeAnderrn  Werth  ihn-r  \  rrandet tm  Wa 
cr»rhrir,t  f  \nr  e»l<  be  t'un«'i«»n  «."irr  nach  d«  r  aaf  die  l.*b»e 
vom  Keila  *"h  .tuUeoden  Meinung  de»  Herrn  \V. 


fc«  dieaein  Anadra^k  aknd  *bee  a>  a^  dtitehana  anakklng *g • 

(•r&aaea  ,   «ad  man  bat  fflr  jedea  Werth  ton  t>,    alaa  a«*b  N  • 
I 

ü.  wenn  f  Ü»il     Wird  da«eCea  /i  »«a  *  ab4a* 


rurh   drf   \a»»»Knie   dea  Hetfa  ^ 

p  pt.t  i»«  »  «*»  <»ifi|  a  /»,  Kji  jr<1»*n  \%  *»rth  i  -»a  \*  •*  ^bf'-'  d  n><  b  a>* 
nrf    I  lir«ri»   lür    *  «i»<*ri   »üb    >•*»  bt  dr*-fi •*«•!»*»»   iL»{'l»  n  f*  a», 

ist  uiil  «ljr-i»i»   «     i».»<'*»k*   f"-.fT.    a  *U»       II  »*-T.|, 
| 

*      ,      n<  »aat.  t.tid  «oa  rl..ra  0*   t»  be»i>a  ll<  de  Ut 


4y    |>ie  »  ■      II*»»'-  W    cr»»>»b*r  A »  '» <•  a»l<i " S  der    gr«XaM  > 
fab«-«!  I.rkir  »   ra  krile  a»d  **»*f  l>  i  r<aria   ♦  *  i»n«lu»ch»*  iLAf<aV% 
■irlih^f  r^er  aul  t  *  ri  !  I'raen  rahe.   •atciihd*  -  .|en  \  erbMt*«*ar 
taf  d",  »l..wra  l'ail       r.aa  (loilxk  tarlrhlta.   Merf  W  Kir 
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dabei  deu  wesentlichen  Punkt  übersehen,  dass  der  Zapfen,  also 
auch,  nach  seiner  Analogie,  der  Keil  in  seiner  untern  Grund- 
fläche BA  (Taf.  V.  Fig.  8.)  unterstützt  ist,  und  er  wird  doch 
nicht  behaupten  wollen,  dass  ein  so  unterstützter  Keil  mit  beinahe 
parallelen  Seitenflächen  seitwärts  noch  einen  merklichen,  nie  viel 
weniger  einen  unendlichen  Druck  ausüben  kann?  Eine  solche 
liehauptung  würde  durch  die  Erfahrung  eines  jeden  Holzmachers, 
dass  ein  Keil  nicht  mehr  zieht,  wenn  er  auf  einen  Ast  kommt, 
wenn  also  vor  der  Schneide  desselben  sich  keine  Spalte  mehr  öff- 
net, widerlegt  werden. 

5)  Diesen  Unterschied  zwischen  dem  Druckt  eines  unten 
freien  Keile*  und  dem  eines  aufsitzenden  hat  Herr  VV.  auch  bei 
der  Untersuchung  der  Reibung  an  stehenden  konischen  Zapfen 
unbeachtet  gelassen;  es  darf  ihn  daher  gar  nicht  wundern,  dass 
auch  die  von  ihm  im  polytechnischen  Ccntralblatt  von  1840,  so 
wie  in  seinem  Lehrbuche  der  Ingen,  und  Maschinen- Mechanik, 
Bd.  I.  $.  172.,  aufgestellte  Formel  (ur  die  Reibung  an  einem  ab- 
gestumpften konischen  Zapfen,  von  welchem  vorausgesetzt  wird, 
dass  er  sowohl  an  der  Grundfläche  als  an  der  konischen  Mantel- 
fläche mit  seinem  Lager  in  Berührung  steht,  ganz  unrichtig  ist. 
Davon  kann  sich  Herr  W.  leicht  überzeugen /  wenn  er  seinen  ko- 
nischeu Zapfen  in  einen  cylindrischen  übergehen  lässt,  und  dem- 
nach in  seiner  Formel: 

M-'S^r»  +  TimT^' 

in  welcher  M  das  Moment  der  Reibung  in  Bezug  auf  die  Achse 
des  Zapfens,  Q  den  zu  derselben  parallelen  Gesammtdruck,  f 
den  ReibungscoefhYienten ,  rx  den  Halbmesser  der  oberen,  r0  den 
der  unteren  Grundfläche,  und  er  den  Winkel  zwischen  einer  Erzeu- 

P enden  des  Zapfenke^els  mit  der  Achse  bezeichnet    (Taf.|  V. 
ig.  9.),  die  beiden  Halbmesser  r*  und  r0  gleich  setzt.  Dadurch 
wird  aber  auch  sina=0,    und  Ju  erscheint  so  unter  der  unbe- 

0 

stimmten  Form  q;  diese  wird  indessen  leicht  beseitigt,  wenn 
man  für  sina  seinen  Werth: 

sma=   r   , 

worin  h  die  Hohe  des  Zapfenkegcls  bedeutet,  einführt,  und  M 
auf  die  Form  bringt: 

*=W£  +«~»+^%  r-^£±*-> 

Man  findet  dadurch  für  ri  =  r0,  also  für  den  cylindrischen 
Zapfen : 


Digitized  by  Google 


2IMi 


M  =1  fQr0  f  i/V* . 

wfthrend   e«  nieder  auf  Her  Hand   liest,    (lau  rin 
Zapfen   aof  dir  <  \  ltn<lri»4  be  Mantrllai-he  keinen  Druck  tn»(Wi 
da»»  folglich  «Im   M«>mrnt  drr  liVibung  .    wie  bei  einem  eben* 


Oberhaut*  keinen  Sinn  bat.  »andern  rben  «cijjt.  da»* 
meine  Werth  %ou  M  unrichtig  i.t 

Herr  W.  nird  mir  erlauben,  daran«  den  Srblnaa  tu 
da»»  anrh  dir  %  oraii*»r*t/uti3 ,  r*  %ertheile  «ich  bei  »trhrud^u 
Zapfm  der  DrurV  ;»Iri«bf.»r«u$  auf  dir  jur  Arh«e  «etikrechtr  IV»- 
icrti-.n  drr  llrnibf  ui  ^fla.  hr  ubiulntiK         »<>n  air  au~fc 

bffrtbr  n  mau,  «»•«!  da**  t'rnmath  au<h  dir  Formeln.  wekW 
Herr  W.  für  dir  Itnbung  an  k  o  r  e  I  für  m  l  *  ib^e  lundrlr  • 
Zapfen  ffegrben  hat .  und  die.  »  ( b  auf  dimclb»  \  urauaaetamu^ 
«tiiUco,  unrichtig  »ind. 

II.)    Na*h  der,    nie  oben  geteilt,    gSu«ltch  mtaJunfret^« 
Hrcbff.  rt^uoK  eeiucr  HMm(br«r.  kommt  Ilm  W    auf  meine  \~ 
au^artr-ung,  *u  «fife«-|ien,   und  macht  mir  *«»rrr»t  den  UcbrilnW» 
\on<ur1.    i.  b  habe  ni»  ht  erwähnt  oduf  nicht  j{rw  ttaat,   data  «W# 
runder dan kr  m**iurr.  fl\ftulbe»e  airbt  neu  »ei.   Auf  die«*  Ne»- 
heil  iu4i  bi*  if  b  wirklich  ebm  n*»  wcnlf  Ane|mi<b(    ei»    auf  «V« 
Krfmdung  d<-r  alltjr mmten  <»lri<  hgettirbubrditt*uu|(en .  wekfcc  *r* 
mir  drtm.h.  w     h(rl  aufimrndrn  erlaubt  hübe    Jen»«  Mittet.  «V* 
Druck  »inft  k'fprr«  auf  erneu  andern .    mit  dem  er  in  muhe  et» 
drri  Punkten  in  llrruhrung  »trht.   lur  die  rimrlnen  liccubrm 
punkte  daduf  i  b  au  bcMimmcn ,  daa*  man  d»e»e  K*»*pef  auVf 
nlgMen«  einen  derselben  «U  elaati*<h  betrat  htrf,    i»|  «t«  tu 
«Natur  drr  Körper  bc«ründt  tra .    da  die»«  nkbt  u»«ef«t>d« 
S)«leuie  »an  lualrnrlUu  l'unklen  aind  ,  wir  mau  wc  in  drf 
wandte*  Mechanik  n>c*»tcne  mn  «»benbin  annimmt ,  enndara  teeaa» 
drrli«  br  N\  •Ir-iu*»;    jrnr«   MiMrl    i*t  d««hrr  nu  mn  nahrii«-gra  Ar« 
nt'd  A4«  vielfach  ange* endete« *) ,   da»«  irfc  ea  nicht  für  «Hk«ea 
d»f  ffrtmidm  babr  .    Autor  Halen  dafür  «naulubren  .    da  dar«« 
Sbefbaupt  l<»r  mirb  nur  Werth  b«b«>nt    mo  r«  *i<b  upu  ltr**k*<k 
tanvrn  und  l  r(  iHruöfru  baadrlt      Jene«  Mitte!   u>t  eudlK  b  iHln 
da«  rin/ij»- ,  m  #|i  be«  m  dem  rrrrii  htm  /«#rk»  a"ffe«»ea>det 
den  k^»>ti;    u* -»n  mit»»te  denn  dir  #  ls»iun«i«l»n  t*lr»»  bcr«ir a>t*^ 
bedi»« ^un^rn  %  r  t  a  d  dr  r  I  •  c  b    r  .N\«trn*r  to«  maier »rtlr«  iS^itr« 
s«  Huilr   „rhrweu    wnd  in  »I..  «elix  n  danu  aurb  die  «Mt*.br«  d«- 
•ru  l'utiktrn  Mtrk«amrn  Kr^lU-  «Hilukfeu,    um  den 
1  Pi uck  der  riiuelucu  lierubrunK^pnukte  au 


•)  Hrr»         idbuf  bal        k«  mih«  |^ari««nr  »r«  Uf 
l|««tt**tk  H4   I  .  %    tri  .  * rmm  a»«a  im  mm^rtrt  Vl«»#*,  tat  ft**|n 
«•«  H^»W««»a  auf  ^ •>«!•««  aud  tV*bitidra  mmgiwmmdwi  .    mhmm  daa«« 
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Aber  Herr  W,  findet,  dass  die  von  mir  gemachte  Anwendung 
jenes  Mittels»  welche«  nach  dem-  Vorhergehenden  wohl  etwas 
mehr  als  eine  blosse  Hypothese  sein  durfte,  eine  verfehlte  sei, 
und  zwar  desshalb,  weil  nicht  bloss  die  Lagerflächen  Eindrücke 
erhalten  oder  nachgeben,  sondern  auch  der  Zapfen  selbst  und 
dieser  seine  cylindrische  Form  verliere*).  Nun  handelt  es  sich 
aber  einmal  gar  nicht  um  a*ie  Untersuchung  jener  Eindrücke  an 
und  fär  sich,  sondern  nur  um  die  Vertheilung  des  Druckes,  und 
dann  wird  auch  nur  ein  solcher  Gesammtdruck  vorausgesetzt,  dass 
jene  Eindrucke  unwahrnehmbar  klein  bleiben  und  von  einer  eigent- 
lichen Aenderung  in  der  Gestalt  des  Zapfens  keine  Rede  sein 
kann.  Denn  wenn  der  Druck,  welchen  der  Zapfen  auf  das  Lager 
ausübt,  eine  solche  Grösse  erreichen  sollte,  dass  eine  wahr- 
nehmbare Aenderunc  in  der  Gestalt  des  Zapfens  eintreten 
wflrde,  so  wären  die  Verhältnisse  freilich  ganz  andere,  und  es 
wären  ganz  andere  Kräfte  für  die  Bewegung  des  Zapfens  in  Rech- 
nung  zu  bringen,  als  die  Reibung,  abgesehen  davon,  dass  der 
Zapfen  wohl  eher  abbrechen,  oder  Lager  und  Zapfen  sich  bald 
zerstören  würden.  Nehmen  wir  also  davon  Umgang,  da  dieser 
Fall  für  die  Anwendung  keinen  Werth  hat,  so  fragt  es  sich,  ist 
«Tie  Vertheilung  des  Druckes  eine  andere,  wenn  bloss  das  La»er, 
und  eine  andere,  wenn  Zapfen  und  Lager  als  elastisch  betrachtet 
werden?  Wird  und  kann  die  Vertheilung  des  Druckes  in  einem 
Lager,  das  aus  drei  Ebenen  besteht,  welche  durch  Federn  so  an 
den  Zapfen  angedrückt  werden,  dass  diöse  keine  Spannung  be- 
sitzen/wenn  der  Zapfen  keinen  Druck  ausübt,  eine  andere  sein, 
als  wenn  diese  Ebenen,  uod  der  Zapfen  elastisch  sind,  die  abso- 
lute Elastizität  beider  aber  sehr  gross  ist  gegen  den  Druck,  den 
dieser  auf  jene  ausübt? 

Herr  YV.  gibt  ja  selbst  ztt,  dass  die  gegenseitigen  Ein- 
drücke zweier  Korper  unter  gleichen  Verhältnissen 
dem  Druck  proportional  sind**);  können  nun  die  Verhält- 
nisse gleicher  werden,  als  sie  in  unsenn  Falle  an  den  drei  Be- 
rührungspunkten stattfinden,  wo  immer  eine  Ebene  einen  Cylin- 
der  längs  einer  Erzeugenden  berührt?  Gewiss  nicht!  Ist  nun  at 
die  un wahrnehmbare  Tiefe  des  Eindrucks  am  Cylinder,  bt  an  der 
Ebene  für  den  einen  Berührungspunkt,  wo  der  Druck  Nk  ist.  so 
hat  man 


*)  Ich  kann  mir  indessen  nicht  recht  erklären,  wa«  Herr  W.  in 
Bezug  auf  diene  Formänderung  mit  der  Bemerkung  am  Ende  der  ersten 
Cohimne  auf  Seite  199.:  „und  da  ohnedie«  der  Zapfen  der 
•  ehwächerc  Thcil  isl",  tagen  will. 

••J  Doch  wohl  mit  der  Beschränkung,  da««  der  eine  Körper  nicht 
mit  einer  Spitze  oder  Schneide  gegen  den  andern  druckt?  In  dieser 
Hinsicht  geht  Herr  W.  ährigen«  viel  weiter  nl«  ich;  denn  er  linst  (Lehrb. 
d.  Ing.  -  und  Masch.-Mech.  I.  $.  173.)  Spitzen  und  Schneiden  durch 
daran f  rnhende  Prismen  flach  drücken,  ohne  sich  im  Geringsten  um  die 
Eindrücke  aa  bekümmern,  welche  die  Prismen  erhalten! 
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o,  +  f  #i>.Vt  a=#Ag  . 

drille«  Uarührung»|»uiia(«  iat 

r%    o.  |  A,  =  (i  f -|i).Vt=i.Vlv  i,biA,j 

ea  ffgelirn  «ich  al»o  dadurih  Rani  di- *ell*eo  lJeiiebuuff«-a 
ftcfcrn  iWl»  der.  k'Jltrn  #Y,  .  ,Yf ,  ,Y|(  wie  ich  »in  tu  inriitrm 
gr  antra  erhalten  half«,  wo  uiiitetmiiimrfi  i»t  ♦  daa»  jede  I 
allein   »•»  aarh;;ilil,    ata  nach  der  «nr  hergebenden  Bd 

hing  Jet  Zaplait  «iid  dirac  Kbene  lUMnmeo  uaebfraben. 

Mnrir  Annahme  beruht  fibriem«  auf  der  rinfarhra  lle<ra«h 
tuny  .  da»«*  ra ,  uim  »  ine  t  t>llki»nituru«  Itrrührung  de« /aufm*  und 
de«  Lager*  tu  uwbr  ala  iitfi  l*unktrn  xu  rrhalten,    und  dt«  \  rr 
ihr Jung   dr»  I  Irin  kr  •  für  dirarn  lall   xu  lindru,    Ken  Act.  daa 
Laj;«^  allein  aU  rl.i-ti»».  h  an/tih«'fim«>ii .    und  n«ar  um  »o  m*k*. 
«U  bri  df  r  »tatlhndi  ndrri  dn -hendeit  HrMegufttf  dra  Zapfrna  »o* 
jr.lrl    Acuilrr  ii^    *<  int r    «  \  Im.lu hr»   f  orm  t*ni*arit   i'e  *«*•»■»#-•, 
nrrdeii   um»*,    »rrtn  man   mihi  •  ■»n  der   ur»|»ri-nitln  h«»u  \  *« au« 
aet'uiitf ,     d.»**  nur  dt*   lta  iriunif,   au  dt-iu  Xanten  /u   Ohrt  »*  tr.«ir-» 
»ei,  .ibk,»iiin.ieit  und  in  eine  im  lila  bei«* e<  kende 

Crrei  wtUW  n  wi" 


Frinr-r  Itano  i«  h  Herrn  \V.  aurh  einen  ratlnneMrn  (»rund  an 
fahren,   dff  f»;r  dt«*  Iii«  Mi^keit  meiner  Ah«i<  bt  »|»ri<  hl.  Ihrwr 
br«|.-b(  «Urin,  d.***  »t«  b  n»'tnt  Methode  rben  an  n»hl  für  den  1**3 
anMrtirlei«  l.iaaf.   *t»  der  /antt-n  nur  aul  mri    I  henea  aaimbl 
und  dt«-  \erlbrtlun«  de*  Irru.kea  hhim  •  ilVlhaft  beitratst  ft . 
aal  jeden  and«m,    Drun  »rfjt  man  in  drn  allrgrwrinra  (»Um»«» 
tfp*   ani   Krida  drr  .Nnfr  ?    mmir«  |*r  »»flamm»,    «rl,  kt  anf 
drei  lletubrunt^PUtiklr  b-mi-hr«,  den  \\  idrr» fand  A,  cte»tfc  Null, 
uttuml  a!ao  dt«  fbei»«»   I//    .»4    .1   daaelUtt  al*  n»rbl  v«^kaa> 
den  aa.   und  maefcl  •  u.h  I»    ü,   d*m.t  d.e  Winkel  *  und  $  *V 
•«4b«  i^deutun«  rrhjlleit,  «t  im  in  lirm  lall«*,  m  diu  \  prl 
Iflr  1»«  lirruhruaganunktr  unter auch!  «urden,   a«  wet dr»  «!• 
(•It>t«  hur     <i   Uni  dr  n  Inr  drn  trUtifn  I  *H  am  I  ndr  drf 
«bt»rlrt<r  trn  id'l»llMb*i. 

I  ndti'h  mm«  i«  b  llrern  W  hr-nrrkrn  ,  dx%m  *:trtn#  \ 
mrtmn*  niif  drn  in  d«*r  \\  if  kli»  bk«  >(  4M ri'td»-n>1ra  %  rrkaltk^i 
%ir|  u*rbr  dhrrnnafirutul  ,  aj«  drr.rlnt*  rnnuarhrn  ■«  brtnl  |l 
btrf  Ul  *4rf  /  ij'iru  »>n  kl  im  «j nii.idrlbaf rr  tl*fiih'ue;  mit  dra» 
l-«?»-r.  e«  br.it^rl  »»<  b  «irlmrbr  «»i.<fcrn  brnl«-n  rar  |'e4t- 
•ebubfe.  «rltU  Crnua  rbrn.a  du  k  .  -rnn  «.<  bl  •  ie|  d.,kef  ta« 


>    \*fb  *#«    »kif*«  %*»«»«*«tta*f  4»«  ll«r»a  Vt   mm***  m—  a*r 

Uf  »«4  •*« I«  kr»  •  •»  »  >  «-J« #  4«  «  t  (  »I«  «■  •«   lii«i  *r '  p4r>«*  »a  al^**a  4m*m+ 
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als  jene  gegenseitigen  Eindrücke  des  Zapfens  und  Lagers  bei 
unmittelbarer  Berührung  sein  würden.  Diese  elastische  Fett- 
schichte bildet  also  eigentlich  die  Lagerfläche,  sie  nimmt  die 
Eindrucke  auf,  und  ist  daher  da  am  dünnsten,  wo  der  Druck  am 
erössten  ist.  Es"  zeigt  sich  desswegen  auch  eine  wesentliche 
Verschiedenheit  in  der  Zapfen-Reibung,  wenn  der  Druck  so  gross 
und  der  Zapfen  so  dünn  wird,  dass  er  das  Fett  in  der  Mitte  des 
Berührungsbogens  verdrängt  und  mit  dem  Bogen  in  unmittelbare 
Berührung  kommt. 

Diese  Erörterungen  werden  genügen,  um  zu  zeigen,  dass 
Herr  W.  auch  gar  Nichts  für  sieb  hat,  um  eine  gleiche  Berech- 
tigung für  seine  Hypothese  mit  der  meinigen  ansprechen  zu  kön- 
nen,  und  dass  sien  derselbe  vergeblich  bemüht  nat,  meine  Be- 
stimmung des  Druckes  (die  in  ihrer  Anwendung  auf  den  vorlie- 
genden Fall  doch  wohl  neu  ist?)  als  unrichtig  darzustellen. 

III.)  Zuletzt  glaubt  Herr  W.  mir  noch  den  besonderen  Vor- 
wurf machen  zu  müssen,  däss  ich  seine  (im  polytechn.  Centralbl. 
vou  1840)  angedeutete  Methode,  die  Vertheilung  des  Druckes  an 
einem  cylindrischen  Zapfen  aus  der  Biegung  zu  bestimmen,  mit 
Stillschweigen  übergangen  habe. 

Meine  Absicht  bei  Abfassung  meines  Programms  war  gar 
nicht  eine  Kritik  aller  verschiedenen  Theorien  über  die  Zapfen* 
reibung  zu  liefern,  sondern  zu  zeigen,  wie  in  der  angewandten 
Mechanik,  namentlich  bei  Untersuchungen  über  die  Reibung,  jene 
populär  sein  sollende,  im  Grunde  aber  nur  handwerksmässige 
Kräftezerlegerei  nach  allerlei  Richtungen,  welche  schon  so  oft, 
und  namentlich  Herrn  W.  selbst,  zu  falschen  Schlüssen  geführt 
hat,  durch  die  Anwendungen  der  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungeo  zu  beseitigen  sei.  Jener  Vorwurf  wäre  daher  viel 
eher  bei  dem  Werke  des  Herrn  Brix:  „Ueber  die  Reibung"  am 
Platze  gewesen ,  wenn  es  diesem  in  Betreff  der  erwähnten  Me- 
thode des  Herrn  W.  nicht  auch  wie  mir  ergangen  ist.  Denn  ich 
muss  dem  Herrn  \V.  offen  gestehen,  dass  ich  über  seine  Mei- 
nung durch  jene  kurze  Andeutung  seiner  Methode  und  die  da- 
selbst hingeworfene  Formel  nicht  klar  geworden  bin ,  und  dass  ich 
der  Meinung  war,  derselbe  habe  diese  Ansicht  selbst  wieder  auf- 
gegeben, weil  er  in  seinem  Lehrbuche  der  Ing.-  und  Masch. - 
Mechanik  Nichts  mehr  davon  erwähnt.  Da  nun  aber  Herr  YV. 
in  seinem  Aufsatze  wieder  auf  diese  Methode  zurückkommt,  die- 
selbe verständlicher  darlegt  und  meint,  dieselbe  sei  allen  andern 
vorzuziehen,  so  kann  ich  es  nicht  mehr  umgehen,  Herrn  W.  zu 
zeigen,  dass  er  hierin  in  einem  noch  viel  grössern  Irrthum  be- 
fangen ist,  als  bei  seiner  andero  Voraussetzung,  und  dass  es  un- 
begreiflich erscheint,  wie  Herr  W.  auf  einer  solchen  verkehrten 
Ansicht  beharren  kann. 

Herr  W.  denkt  sich  nämlich  den  cylindrischen  Zapfen ,  wel- 
cher sein  Lager  nach  einem  beliebig  grossen  Bogen  BDB 
(Taf.  V.  Fig.  10.)  berührt,  parallel  zu  seiner  Achse  und  zur  Rich- 
tung der  Last  in  sehr  schmale  Balken,  Schienen,  Bretter,  oder 
wie  diese  streng  mathematischen  Apparate  heissen  mögen,  zer- 


s 
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»<  bitten;    c*  nimmt  dann  an.   dann   |edea  dieaer  Brrfter  durch 

eine  dem  Druck,  »«eichen  e*  anl  ilir  Hofen flu  hr  parallel  **» 
Kkh.ua«  der  l.t.l   W.uM.    k  lei.hr   

auf*  lala  K^unccn  »erd«%.  uixl  rcfuli'l  nun  «In  -•  !»  I>rmk  iaw 

1  f^P     filfw^T    flfUtteC    ^«iit*    |2 1  ^  |4  t|  I*  t*f||.l||        I  f    CK  rtlUit 

«ur  Ütaarung  allrr  unmittelbar  unicraiftaten  titeller 
M»«f"  Z«jfHVudruck  I/.  und  natürlich  nur  das  llirguar 
II  dieara  unteralüUtuu  Thel)*»  Bi.dll  in  An.^rwV 
weiche  hiraO  «oll  denn  nun  dir  HiegunE  «Irr  beiden  nicht  ülcr* 
«tAtaten  und  anrh  nicht  „unendlich  dünnen"  Mcktrmr- 
feu?  Hk*tm  bewirkt  wer  dun.  da  die*u  doch  atirh  mit  nje^Vwfen) 
weedea  .  eil»  Hiefuuf  «mnmcni  liehen  .  und  eine  Knill  aar  Ht^f  «nag 
in  Anbruch  nehmen?!  I  nj  wi©  wied  e«  erat,  wenn  der  Z* 
nein  l,«ffer  nur  nach  einer  Geraden  benlhrtf  Da  Ul  nur 
mittlere  ..unendlich  dflnn«  Bevit'4  untcratüttt,  de»«eu  Uiegi 
mrtitimt  int  unendlich  klein,  und  da  »Irr  ;;;irtae  Zupfen/druck 
«eine  liiefung  «er«« endet  wird,  •*»  nun  en  »hnr  ««eiteren  tutto* 
t m (  iljtii  alle  übrigen  nicht  unter  •tötttm 
l4ufen  und 


dir«*   nur  eo  nebenher  l.ufen  und  keine  kraft  tut 
fordern!  !f 

Oer  gania  Zapfe-mini*  k  //  uird  immer  tur  llirfunf  de*  ffuu- 
lenZatdrn«  %  er«  endet.  ahw»  auc  h  deuten  ganaea  tliegu  afnanu  r  e*afl 
in  Anspruch  f  ennmmen  .  und  dr«»rn  Kirf  an««  int  immer  ilfnl  t. 
e*>  er  mir  in  einem  Punkt  auflieft  .«Irr  in  brlirbig  rieten:  «w  >.t 
dihat  etite  ganalicb  rerfrhlte  .Sf»eriitatl  m .  au«  d#r  tttefuuf  aW 
Vrrihrdnitff  de«  Zapfend ruehc«  auf  die  I  aler«laif  u«f*puakie  b^- 
■  t  mimen  iu  wollen.  |)run  der  Xapfen  he«feht  nicht  au«  Heu**» 
neu.  ««eiche  nur  an  der  Wnrret  »r  reinigt,  eunat  aber  uwa 
aiad;    ea  müMti  »ich  alle  Itretter  dra  Herrn  W  milei 


biegen,  und  ea  Ut  «iah er  gjna  gleich,  wie  man  den  iHueh  >V  an 
narallrlr  f  «mpwneuten  aerlegt  und  auf  die  einirlneu  Hretter  « ee- 
fheltt ;   j*de  eiarrlne  dimre  t  nmpnnentert  wirkt  *«r«?en  drr  I 


dtem-r  Hretter  auf  alle  llrettrr  aufleich.    und  e«  kommt  aia 
nicht«  andere«  brran«.   al«  auf  der 
und  auf  der  andereu  da«  gaaic 

it 

l'nd  etne  «nich*  Abaurdilal  flankt  Herr  W    der  *«.wf)  abrief 
\  erfunnr>ubuif  untiefen   tu  taflanen.    um  aie  al«  ei  au 
.  weich«  allen  andern  «  ne/uflrbea  nei  f 

«...  Herr  \\  am  *rhlu«««  .eine«  Artikel« 
ue»de  H-h  mtch  iu  keiner  wi-iter*n  h»tt«-ffnuuf  «eranlanat.  mm  mmf 
ick  aarh  dem  Herrn  Hefereutrn  im  Arrhir  «lherini— .  nana 
Ueferat  «jlM>r  naerun  Ahhandlunr .  durch  «aetVbeu  ahrh.  «lio  eu 
•chrhtt.  Herr  \k  eelrr^flen  erkihlt  hat.  (rf ea  de««eu  ueherue h> 
We  Anertfe  in  S^hata  tu  nrhmen  .  *«e«n  ee  oW»ell 
der  Jalnh^  werth  hudef  .  darauf  tm  untu(wtru*> 


«>n«   U  Ufiilhkifi    «t>r    k.k»fti   Aaal««i^  *lr««a 

•  «  a.«  «  I-»**.  aal.  ftaaW«  Am*  ii-f»re«4  «Vm«  a..ht  4**  aaaa 
«^•«iv     •  M«a 

|)r«B*f^«»c    4»»    H'Jt»  l»t  4kJrw#k  J#«  *a«^*«  MtVaaj 

•  Umt^n  U«ro  i*  Ui«J^  W«f«4l.'kM  A«f^if«  i«4  •« 
••f4tnÄr  |  •»•!*»«#  »c*.r.i/l  »»»Vr» 
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XIV. 

Zur  Abhandlung  UTr.  XIV.  im  acht- 
zehnten Theil  des  Archivs,  (lieber 
die  Ausgleichung  der  Beobachtungs- 
fehler«) 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger 

an  der  polytechnischen  Schule  su  Carl« ruhe. 


Bei  einer  nochmaligen  Bearbeitung  obiger  Abhandlung  habe 
ich  einige  der  angewandten  Betrachtungen  nicht  scharf  genug  ge- 
funden, und  will  desshalb  versuchen,  dieselben  hier  in  genauerer 
Weise  darzustellen ,  indem  ich  zugleich  einige  audere  Bemerkun- 
gen bei  fuge. 

I. 

Die  in  obiger  Abhandlung  zur  Anwendung  kommenden  Sfitze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sind  folgende: 

])  Kftnnen  aus  einer  Gesammtzahl  von  möglichen  Fällen  ver- 
schiedene Ereignisse  A,  Bt  C,....  hervortreten,  und  man  kennt 
die  Wahrscheinlichkeiten  a  priori  jedes  dieser  einzelnen  Ereig- 
nisse, gleich  a,  b,  c,...,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ent- 
weder das  Ereigniss  A  oder  das  Ereigniss  B  eintreten  werde, 
gleich  a-f  6;  dass  entweder  A,  oder  B,  oder  C  eintrete: 
o-f-o  +  c,  u.  s.  w. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  wir  darauf 
hier    nicht  eingehen.     Zur  Anwendung   gelangt   er  in   §.  3. 
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im«!  f  -  H ,  and  iwar  \n  Irl  t  lernt  unter  Nr.  *1  (S.  )64.),  «tntf  «t« 
»'•^ItfWh  n***  Ii mal*  lurfirkkommrn  w erden. 

2)  lat  m  dir  \Vabr~hrii.lirhkril  a  priori  de.  I  ••Irrten«  ein«» 
t'rrignia»ra.  •  dir  eine«  fwrilrn.  mi  i»t  die  \V.ihr»rhrii»lirkk«t 
dm  glri<  bieitigrn  |  tuttrimm  beider  glcirh  m* ;  und  eben  «« 
eitbtlirh  turbrerer  Kreinuia»«. 

Attrh  drr  Henri»  di*»»r»  .N.itir.  Ul  »»  einfach,  du«  wir 
»irr  •»•«hl  erben     I  r  kommt  rbrnl\»M«  imhrftub  tut  Abm< 
in  drn        ft,  S,  II  ,  u.  ».  «. 


Der  %*i<hti£«te  der  i  «riommenden  St\\ie  Ut  aber  Mgmili-r 

'.\)  \\  rnn  rin  brobarhlrtr»  Irri^nin«  tun  » rr»«  hiedrne*.. 
gr»prue«l><n  (a  prien)  giri«h  »..ein  hn»  odrr  n«br*<  h<  mbt hve» 
t'r»j<hrti  h«-rnihren  kann,  und  m.iit  i-t  im  Mandr ,  tum  \  »f  am 
die  W  ahracferHilit'bkeit  dr*  l.rrigni»»r«  (abt;e»ebvri  ««n  nii#« 
dun  b  llr»»bj«  btiJi>'4  *•  uhr  jjriitMiimrii«  u  I  iiitrrffrii;  f<i  hrrt-«hnrrt  ni>t^r 
«irr  Aftetbmr.  irgend  nee  be»tiiuette  dirarr  l  (»athrn  be«tr-avr. 
»<»  i-t  dir  W  .ihr»«  hcinln  hkrit ,  <t.i»«  dir»«  be*liMiwtr  I  iMibrk  t« 
Miikli<hrn  r  tnlrrli-n  hc»tan«lre  h»br ,  d  h  d.i.«  d*a  he<»bji  hl»»* 
fr>eigui»»  in*  ihr  hrrtorgeutrigen  »ri .  rin  llrutb,  dr»aen  /~>hU-r 
«Leu  die  Wahr«  brinli«  hk»'il  .  «Ii«*  man  iura  V m  ju«  für  <4a« 
k«u(frflf-ti  dr»  Ki»-il{ni»»r»  rrb«lf»*u  «urde.  i«c|in  min  dir««»  I  t 
««che  «I»  hr»frhrnd  am*  ihrer,  und  dr»*rn  Nennrr  dir  .Summe 
der  »h«l.<ben  \V«h,»chriiilK  hkeiteQ  für   alle  urefrü««.«»  glr.cfc 

I  rschen  ut 


I'«  tat  dir«  hrkanntJit  b  drr  rr*(r  (*rundaat«  drr  Wahr««  ^ 
luhkril  a  j>«»«leMi>ri ,    d    h   der  \\  4hr»t  heiiiiit  kkeit  der  I  r 
hl"*»rn  ee»  dem  l.iiilntrn  eine»  t.trigtii»*«'». 


Ilri  d«  r  WicJi^W.t  dir..  ,  S.,|,en  Tür  ttn»r,.  /»rrke  d^fte 
r»  »irht    orunsrni»  ••rn  »r»ii ,    rinn»  |ir«  n«  dt  «»rllirn  tu  gcLc%,. 
d*'f  drm  i<*a    H«ie»«n   in  dm    Itrt  lirit  llr  •  »er  ia  pr«*be 
hi  Iii*  de»  )u|rnru«  (jiajj   *I.J  rnU|»r*rhl. 


trenkrn  *«ir  un»  auf  rinrn»  Tuche  a  gleit  b*  I »de*  ; 

brbritM  »*«  h  diraelbc  AlUabl.  » •»«  kucrin  AmJ  dr««. 
effeteti  »md  m,  ,  lul  drm  itteitrn  «of ,  .  «ul  drm  m  Im  ■»«  «*rt««e 
kugeln;  der  Hr«l  b«*trhe  )r*«r«)«  «u*  Mhwar^rn  Man  taa*a>  |.»*. 
*h"«>  da«a  rin  l(r*r  hen  erlaubt  i*l ,  r»ur  Ku^rl  tum  f  i«<  br  «r^. 

llrxh  brtjuem»«!.  «•  ria^m  brhab  .rn  drt  I  «  Ulcr  in  g»Uafr%. 
■ad  avea)  a«-h»  nn«  «*e««*4>  k««r|  wf«nman»n  IH«  lra«e  «ai 
aat  a>arb  drt  \X 
leide  ka«a»«. 


VU«  a,rhl  Imhl,    daaa   dirarf  KU  dr.   «I  , 
•  IrUe«    «nd  m  l««irU.    d.-    *Hr    Ktr,.  b  m 
9  mrm<i  atad ,    mdrav  a4r  aaW  gleich  *lel  Kegele  mlkallre.    *S ^ 
•  rm*e  kvfrl .   die  » tgjf  eoaemm  »ird.   i»l  «Ue  e*.ti 
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eigniss.  Die  Schlüsse,  die  wir  also  aus  diesem  Beispiele  ziehen, 
gelten  zugleich  allgemein. 

Abgesehen  nun  von  dem  Eintreten  des  Ereignisses ,  wfire  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  man  eine  weisse  Kugel  auf  dem  ersten 

Felde  erhielte:--»  auf  dem  zweiten:  — ,  u.  s.  w. 

Nun  ist  eine  weisse  Kugel  erschienen,  und  man  fragt  bloss 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  vom  rten  Felde  stamme. 
Auf  diesem  sind  mr  weisse  Kugeln,  während  im  Ganzen  mx  +m.j 
-f  ...-f  «in  weisse  Kugeln  vorhanden  sind.  Dass  also  die  erschie- 
nene gerade  eine  jener  mr  sei ,  ist  die  Wahrscheinlichkeit 


 r    P_  , 

Mg  -f-  ma  -f- ...     fffu      wtt       m%  ,  Wn 

™ "    "i         -w*  •••• 

> 

welche  Formel  den  Beweis  des  Satzes  enthalt. 

Der  Satz  seihst  wird  nun  vielfach  in  der  angeführten  Abhand- 
lung angewendet,  und  es  möchte  nicht  unnöthig  sein,  auf  die  ein- 
zelnen Falle  dieser  Anwendungen  zurückzukommen.  Zunächst 
in  §.  0.  (S.  157.).    Die  Grösse 

w0/ic0"....e-(A".,t'.H»»,»,,fA,«r,»h..) 

giebt  die  Wahrscheinlichkeit  an,  dass  die  Fehler  r§ ,  £g,   zu- 
sammentreffen.  Sie  ist  eine  Funktion  der  Grössen  x,  y,  x,  , 

und  man  wird  also  auch  sagen  können,  dass,  unter  der  Annahme 
von  bestimmten  Werthen  ftir  x,  y,  z,..,  sie  die  Wahrscheinlich- 
keit a  priori  ausdrucke,  dass  die  Fehler  vly  ra,   erscheinen, 

d.  h.  mit  andern  Worten,  dass  man  für 

Hi  x  -f-  bty  -f- .... ,   Oqpc  +  b^y  -f- .  ,   

durch  Beobachtung  die  Werthe  My ,    finden  werde.  Diese 

Grössen  sind  aber  nun  wirklich  gefunden,  also  ist,  rückwärts  ge- 
schlossen, die  Wahrscheinlichkeit  des  Bestehens  jener  angenom- 
menen Werthe  von  x,  yt         die  Grösse  (10)  auf  S.  158. 

Sodann  in  §.  8.  (S.  Iß 2.).  Die  Betrachtungen  dieses  Para- 
graphen werden  in  Etwas  geändert  werden  müssen,  um  sie  genauer 
zu  machen. 

Ist  zuerst  V—  uN,  und  nehmen  wir  irgend  einen  Werth  N 
dieser  Grösse  als  den  richtigen  an,  was  theoretisch  (vor  aller 
Beobachtung)  frei  steht,  so  wird  dadurch  auch  V  bestimmt.  Ist 
einmal  N  angenommen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori, 
durch  Beobachtung  den  Werth  n  zu  linden,  also  den  Fehler  N—n 
zu  begehen,  nach  j.  3.: 
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ivoriii  k  n<*h    u»br»timnil  Ui.     l>»  aber  d«*  Werth  *  dtech  IU- 
.►Ii*«  liltfti^  wirklich  rrhattrn  .        Ut,  Minc  l»rhrt ,  die  Wahrst! 
lirhkeit,  daaa  4er  »avcrttmimea«  Warth  A  der  rtebtifa  •€*: 

—  «'VA  f  4.  v 

..j  = 


vroria  da*  Savmentetrhen  »ich  auf  .V  brxiebt.  IWaa«  *ür4e  f«i- 
pre« .  <Um  »  der  *ahr»«beint»rh*te  Werth  von  A  «ml  ar  ^  #  trt 
(f  5.).  wodurch  A  Rrfur^ri»  i.L 


Ut  aber  A'  rtrhtiff  angenommen ,  »o  Ut  P'  =  a.Y  stirb  richtig 
grfumJen,  aad  obige  (»ruMte  drückt  soi(fe»rh  such  ihr  \\&br 

»rhrinlirhkeit  »••,  da*«  f '  der  richtige.  Werth  di*»«r  t*r»*aa 

l>*  aber  A  ^.  *♦  «st 


di#  W'ahr»rbai»r»cbkett .  d*a*  rln  (beliebter)  Werth  I"  crrade 
dar  Mehle  ~i    I>#r  P^fmet  d*oet  Urü««  Ut  "  ^ .  *W  **l hat  at~ 

«era«  <Uo»  le»bl  die  »n       (S   MW)  aufeelMbrlra  SrhUtae 


Ut  nun  I'     A  ft  .V  .  ->  lodrt  n.M.   »1*  •«  r!,.«  .  d^. 
I  tirarr(i«rbe  W  *hr •«-•eiujK  hknt ,    m*n  werde  «htreb  Ii 
»ea«  A  der  "obre  Werth  ut.  »ei«  «ird 
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für  die  andere  Grösse.    Dass  beides  gleichzeitig  geschehe : 

7t 

and  da  nun  n  und  ri  wirklich  gefunden  worden ,  so  ist,  rückwärts 
geschlossen,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Annahme,  N  und  A' 
seien  richtig:  , 


4  * 

22e-h*(  V-n)»-A'2;A'-n')» 


Sind  aber  iV  und  N'  richtiir.  so  ist  es  auch  V(z=N+X') 
und  obige  Grösse,  wenn  man  in  ihr  iV'=  F—iV  setzt,  druckt 
die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  aus,  zwei  (beliebig  angenom- 
mene) Wcrthe  von  JV  und  V  seien  die  richtigen,  wenn  man  n 
und  n'  gefunden  hat.  Darum  aber  handelt  es  sich  nicht,  sondern 
bloss  um  den  richtigen  Werth  von  V,  » as  auch  .V  sein  möue, 
d.  h.  ob  N  entweder  diesen,  oder  jenen  Werth  habe.  Beachtet 
man  dies ,  so  wird  man ,  nach  dem  ersten  der  oben  angeführten 
Sätze,  leicht  das  in  S.  104.  Aufgeführte  schlicssen,  wenn  mau 
bemerkt,  dass 


—  00 

c_*9(A'_,,)2_A'«<F-;v-fi')*  Btfd  V 


JJ 


80  dass  man  also  in  S.  163.  nur  JF  an  die  Stelle  von  BN'  zu 
setzen  hat 

Das  Uebrige  ergiebt  sich  sodann,  wie  in  der  angeführten 
Abhandlung. 

Ferner  in  §.  11.  Man  wird  die  dortige  Anwendung  nun 
leicht  ableiten.  Zu  bemerken  ist  nur,  dass  i\  ,  ra,..  die  wahren 
Fehler  sind,  und  dass  die  bestimmten  Integrale  dieses  Paragra- 
phen nur  von  0  bis  x,  statt  von  — oo  bis  -f  <x  zu  nehmen  sind, 
indem  h  bloss  positive  Werthe  hat. 

r.  s.  w.  in  den  übrigen  Fällen. 


> 
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IVr  J.  12.  der  •fifttotirttB 
etstitt  »erdep. 


IC«  bleibt  xofikck»!  i«  unt*r«urhrn  flbri«.  nrlrlH*«  «Wr  w*Jk- 
»rbenJirluU  t'eblrr         den  man  befcht.  mM  Hit  A  d*» 

H«r<b  d»  Formel  (Hl)  fffcebc»««  Wert*  nihil    S*\  mlmm 
ttcrtb 

I  i  M 

1    «vi     *  -VJ 

uiul  »+i  allgemein  4  f  1,    e*  hmhm  #Y,  die  lUdeututig. 

i«  t  II 


' — ) 


~  Ul 


« : 


d»  \Yftbff«l»i«lirbkrit.  d«~  A  |  i  .Irr  mbH**  Wrr«k  i—  A 
um  «l~.  «oft*  im»  A'  dttür  »t.««»»«»«!.  drr  Irbl«  i  b« 
Kr»  »««de«  m*L     S*Ut  »*» 


A\A-r    «  -A\ 


AV    "  M"*-  \V 


*•  I  I  |  A  I  m  Itrtbr  **t«,<trrf    |>,»  i.rC-^  *  >b, 

ttrflh)  -,rd  •^bwefMt.r  «rbr  Ue.t,  ftüun,  i.dr«  A 

•  br«<  brmhrbtl«  Wrrlb  «r«  A  >»r ;  Uf  <f«r  a«  k<*<b 
ttrttb«  nmm  t  «ud  **»  *U*  t.r,**«  Agl»  Ii 


t 
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ms« 


setzen  dürfen,  welche  Grösse  also  die  Wahrscheinlichkeit  aus- 
drückt, dass  bei  der  Annahme  h=h'  ein  Fehler  z  begangen 
worden. 

Was  den  Werth  der  Grosse  K  anbelangt,  so  ist  er: 


„   h'me  »  h'm  e~* 


o  o 

Was  das  hier  vorkommende  Integral  anbelangt,  so  setze  man 
wodurch  man  erhält: 

0  ° 

Nun  ist  bekanntlich: 

/•                 1.3.5  (2r  —  1)V» 
;r*re-x*&r  =  ' 

yOD  1 
^ir+ie-*^^  =  ^.1.2  r. 

o 

Gesetzt  nun  m  (also  auch  r)  sei  sehr  gross,  so  ist 
(vergleiche  z.  B.  Naviers  Differential-  und  Integralrech- 
nung, zweiter  Band,  Zusatz  IV.): 

1 . 3 . 5 ....  (2r  - 1) = V2 .  <Mr«~r  . 

1.2  r  =  VarÄfe-'. 

Ist  also  m=2r,  so  ist 


Ä^+Y  Q2r+11.3....  (2r— 1)V* 

e-r.9/+V(r)»+' 
~~    A'.V».V2.(-2r)re-r  * 

Theil  XIX.  15 
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*«aa«  r  a«J»r  Kim ;  alao 
l»t  H»^rcrn      =  *r  f  I,  *o  hndrt  man  unter  derarIK 


rn 


IM  i 


Fir  a»  ir*0**«**  r  w*rd  (1  f  ■#'r.^'1  — 


«,rd  Um»  für  *i»  groaaea       *  = 


A  ♦  « 


für  Hi.  »«Hr.rttinlirKkrit  erk.lt™.  <!»a«  ei»  Frhfcr  i 
aJa  «*a  A  lur  den  »aftre«  tterfh  %<*  A  aaka 

folgt,  »l«  ia  |  4  ,  mm    ^.     >ii  "im  dar  CaMaigictl  für 

*>  ... 


Aanflkma  Ist  a  4a aa  alaa 
•elWti   brilrufrf,    ffeitirk  liiMtr    ot»fer  Jet  \  ctrau»a*ttaaff  et 


ff 


«.    I folg«  tan  dl«  hr*tilt4lr  4f  6.  Ii  .  d»< 

IM 


III 

r«  dr^  fc.vhat  ^ «  »rhtlgaa .  ia  f.  |?.  be<tt»if  »a  Xataa 

Di*  Gletrkttag  {30<  ist  ti<khf.  n'm  aa»  Cur  «r  U**a 
**det ,   dt«  de«   lirdiagufccvg  I**«  kwn^ra  i  l*»>  grfiürr*  Ii««« 
aa  firbf  aa«  im  aa  laeaa  »et  »fktaalraa  W  »r».  #•  ■  ■  ■  (fUafr«  «*• 
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eben  diese  Bedingungsgleichungen  bestehen,  die  Grossen  vd  (oder 
e)  also  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  so  dass  man  diese 
oder  jene  derselben  zur  Berechnung  von  u  anwenden  kann.  Wä- 
ren diese  Bedingungsgleichungen  nicht  vorhanden,  so  gäbe  es 
offenbar  einen  einzigen  Weg ,  da  sonst  die  Gleichsetzung  der  Re- 
sultate, die  auf  verschiedenen  Wegen  erhalten  wurden,  geradezu 
solche  Bedingungsgleichungen  hervorbringen  würde.  Wendet  man 
aber  Werthe  von  w  an,  die  den  Bedingungsgleichungen  (38)  ge- 
nügen, so  ist  es  fär  diese  Werthe  offenbar  gleich,  ob  die  (iJ8) 
bestehen  oder  nicht,  was  unsere  Behauptung  rechtfertigt.  Die 
e-\-x  des  $.  16.  sind  nun  allerdings  in  diesem  Falle,  sie  sind  es 
aber  nicht  allein,  da  die  x  nicht  bloss  durch  (38)  bestimmt  wur- 
den. Wendet  man  sie  aber  an,  so  erhält  man  den  nichtigen  Vor- 
theil, dass  der  mittelst  dieser  Werthe  erhaltene  Ausdruck  von  u 
der  Art  ist,  dass  er  dasselbe  Resultat  für  u  giebt,  welches  die 
bestmögliche  Verbindung  der  unausgeglichenen  Beobachtungen 
hätte  geben  können,  während  gerade  diese  bestmögliche  Verbin- 
dung so  beschaffen  ist,  dass  sie  dasselbe  Resultat  giebt,  ob  man 
die  unausgeglichenen ,  oder  die  ausgeglichenen  Beobachtungen 
anwendet,  da,  wie  man  aus  (56),  (57)  und  der  Gleichung, ß*] 
=  [tm]  leicht  schliesst: 

^ (fix »  e%  )=y(el-\xi,  +*2>....). 

Zur  Ableitung  der  Gleichung  (53)  kann  man  noch  bemerken,  dass 
die  Differenz 

verschwinden  muss  mit  den  Grossen  Flf  F2,....,  wenn  man  in 
letztere  e  an  die  Stelle  von  tc  geschrieben  denkt.  Sie  wird  also 
als  Funktion  dieser  Grössen  aufgefasst  werden  müssen  u.  s.  w. 


IV. 

Was  die  Auflosung  der  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate angesetzten  Gleichungen  betrifft,  so  wird  die  direkte  Rech- 
nung, namentlich  wenn  ziemlich  viele  Unbekante  vorbanden  sind, 
wohl  weitläufig  sein.  Das  Verfahren,  dass  Gauss  zu  diesem 
Ende  vorgeschlagen,  kommt  so  ziemlich  auf  die  häufig  gebrauchte 
Eliminationsmethode  heraus,  nämlich  aus  dem  aufzulösenden  Sy- 
steme von  Gleichungen  des  ersten  Grades  ein  neues  zu  bilden, 
das  eine  Unbekannte  weniger  enthält,  u.  s.  w. ,  bis  man  endlich 
auf  eine  einzige  Gleichung  mit  einer  Uobekannten  kommt. 

Das  Gleichungssystem  (18)  in  6.  6.  wird  die  allgemeine  Form 
der  Gleichungen  enthalten,  welche  oei  den  Anwendungen  der  Me- 
thode aufzulösen  sind.  Man  bilde  nun  folgende  Grttseen: 
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tl^"!)!  MjrrflJ«  t    (frJVI|. 
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Bildet  man  »^djAn  wnl»i 
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erhält  man  aus  (/): 

foc*.2]r  +  [#c<Z.2]w  + ....  =[gcM.2]9 


Bildet 


nun  eben  so: 
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1-  % 

T  i 


-         1        -1  ii 
Jl     *    .. .      *  <r 

t     £  Ii  ^ 


eifckJl  »AB  MM  (f  I 


U  w*Jrl»f  Wr,^  m,a  biet  «eilet  »ekt.  Ul  Mir.  HM» 
B.  »eck«  l  hUtülf  :  t.a.e.«,  M 

i«r  Jle»tuat»«»ff  %«•  *. 
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^    [ge* .  4]i>  +  [gef.  *]w  =  foeAf .  4] . 

4]*  +  fo/»  4]«>  =  [fffM .  4] ; 

iur  Bestimmung  von  «  die  (/"),  zur  Bestimmung  von  y,  x  die 
(/'),  (/),  (18). 

Man  siebt  zugleich,  dass  die  säramtlichen  Gleichungssvstcme 

(/),  (/'),          die  Eigentümlichkeit  beibehalten,  «reiche  die  (18) 

hatten,  dass  nämlich  die  Koeffizienten  der  Unbekannten  in  hori- 
zontalen und  vertikalen  Richtungen  einander  gleich  sind. 

Wollte  man  das  Gewicht  von  w  kennen,  so  hätte  man  nach 
§.  10.  den  Koeffizienten  von  [fffM]  in  dem  Werthe  ^"^Tjjj  zu 

suchen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Grossen  [gaM],  [aeJU] 
sSmmtlich  Null  setzen,  da  dies  offenbar  an  dem  gesuchten  Koef- 
fizienten Nichts  ändert;  alsdann  zieht  man  aus  den  Gleichungen 
(Ar),  (W), ....  i 

[ffbM.\]=zOt       [gem]=0,   [fffm]  =  [fffM], 

[gcNJl]=:0t       faeilf.2]=0,    [^/ai.2]  =  [^lf.l]=[5/afj, 

u.  s.  w.,  endlich: 

so  das«  der  gesuchte  Koeffizient  gleich  ra^jq  5st»    »ithin  das 

Gewicht  von  w:  fa/2.5].  Macht  man  so  nach  und  nach  iede« 
Element  zum  letzten,  so  kann  mao  die  Gewichte  derselben  leicht 
erhalten. 

Hätte  mao  endlich  noch  folgende  Grössen  gebildet: 


so  wäre  die  letzte  dieser  Grossen  die  in  C.  15.  verlangte  Summe 
[gv0*\.  Dass  die  Grössen  (K)  gleich  mit  den  Grossen  (*),  (£0,... 
gebildet  werdeo  können,  versteht  sich  von  selbst. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  ziemlich  einfach.  Man  hat 
nach  {.  15.: 
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Ijt«* I  "         *  *5#  fr  ««  +  •  —  -*)•) 

! 

»  «|yrK:t,  fr  fr  (*c«|i^ 

»  

; 

H*ja  WJr.,  ■  -'-l.vA.WI50— ?lgr.1l\:m     •    1(5  IT 

=  [^\^'"  I  lv«''l*.  I  If-rfc.  t  - 

"f  Jff|'l5«Al5«  I  [.7#r|:<,  f  ....  —  [*•"):* 
4  lar*'lfb«  4  -Iv^lyo^  fr  Ijk*]^  fr      I  !*.*•]. 

.1  «I 

Nan  tut,  in  l'<»L*9  »Irr  <»Icm  hurtyrn  O*).  A\r  ?r»t#  Zetir  Noll 
rütwulrlt  n»A«  »«»ilann  «Iis  Irbrigr  und  bruttilrt  «Ii*  <ilvick»»r*~» 

; 


tUachlrt  aun  »i.-.lcr. 

frf»ct  dir  «.l.i.l.u.  ^B  .f  .   ,X  ,  «.,1  >  A    .   •«  »ffc.ll 

! ■/'.•*!   15«'       •  -1r •' •  !*•■"•  - K' 

♦ 


.... 


%<■¥-');,  -        W.'J-.        fr  (.,¥»*! 
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Wie  man  hier  weiter  sehen  kann,  ist  klar,  so  dass  man  endlich 
erhält : 

!>>o*]  =  [gM*.n], 

worin  n  die  Bedeutung,  wie  in  $.  15.  hat. 

Da  man  [$rt>o*]  leicht  direkt  berechnen  kann ,  so  hat  man  hier- 
durch immer  eine  scharfe  Kontrole  der  Rechnung,  die  bei  Zah- 
lenrechnungen ohnehin  äusserst  nothwendig  ist. 


V. 


In  der  fraglichen  Abhandlung  ist  der  Beweis  der  Grundformel 
(3),  von  der  Alles  abhängt,  auf  Betrachtungen  gestützt,  die  aller- 
dings in  Frage  gestellt  werden  können.  Schon  im  elften  Theile 
des  Archivs  Nr.  XXX V 1.  (S. 369. ff.)  hat  Herr  Professor  Matzka 
(jetzt  in  Prag)  einen  Beweis  dieser  Gleichung  gegeben.  Die  fol- 
genden Betrachtungen  ruhen  auf  ähnlicher  Grundlage  und  dürften 
als  Nachweis  jener  Gleichung  gelten  können. 

Die  Häufigkeit  der  Fehler  ist  im  umgekehrten  Verhaltniss 
ihrer  Grösse;  ein  gewisser  Fehler  r  wird  desto  häufiger  vorkom- 
men, oder  besser  gesagt,  sein  Vorkommen  wird  desto  wahrschein- 
licher sein,  je  kleiner,  desto  weniger  wahrscheinlich,  je  grosser 
er  ist.  Allgemein  werden  wir  sagen  müssen,  die  Wahrscheinlich- 
keit eines  Fehlers  e,  der  bei  einer  Beobachtung  soll  begangen 
worden  sein,  sei  eine  Funktion  <p(o)  dieses  Fehlers.  Hinsichtlich 
dieser  Funktion  wissen  wir,  dass  (o>(— t>)  =  g>(tO,  so  wie,  dass 
sie  rasch  abnehmen  mus« ,  wenn  v  wächst,  mithin  ein  einziges 
Maximum  hat  ßir  r  =  0,  und  zu  beiden  Seiten  dieses  Maximums 
gleich  verläuft.   Jedenfalls  ist  ihr  Werth  Null  für  *  =  ±a>.  Da 

cw  fr) 

ferner  <p(v)  abnimmt  mit  wachsendem  e,  so  muss     ^  immer 

negativ  sein,  in  so  ferne  wir  bloss  positive  Wcrthe  von  v  ins  Auge 
fassen.  Um  nun  w(v)  selbst  bestimmen  zu  können,  wollen  wir 
zunächst  nur  eine  Heihe  von  Beobachtungen  einer  einzigen  Grösse 
A  ins  Auge  fassen  und  zugleich  annehmen ,  es  seien  diese  Beob- 
achtungen sämmtlich  gleich  gut.  Ist  n  die  Anzahl  der  Beobach- 
tungen, sind  ferner  t?t ,  r2,   ,  vn  die  (jedenfalls)  begangenen 

Beobachtungsfehler,  so  werden  diese  (allerdings  unbekannten) 
Fehler  ihre  VVerthe  ändern,  je  nachdem  der  wahre  Werth  der 
Grösse  A  sich  ändert.  W«  Ich  es  der  wahre  Werth  von  A  sei, 
weiss  man  nicht;  theoretisch  sind  alle  möglichen  Werthe  von  A 
zulässig,  und  jedem  entspricht  ein  anderes  System  von  Fehlern 

t?!  ,  ra,   c».     Die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Fehler  sind 

bezüglich  <p(vx),  ,  <p(rn);  die  Wahrscheinlichkeit  somit,  dass  sie 

säunutlich  zugleich  vorkommen:  v 

9(*i).<p(r«)  (<p(rn)=0. 
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Hai  man  nun  irgend  "cl<*hen  \\  rrth  \\ir  A  al*  de«  wahren  **r* 

nuroinrn  ,    »o  erlangt  auch  V  cinm  bc*(numtrn  Werth,  und 
jenigr  Werth  ton  .1  wird  tu  mahlen  erin.   für  den  ♦  ein 
t.Mi»  nird. 


Man  kann  die«  auch  noch  *o  betrachten.    Nei  t  der  «n 
\Wtth  ton  .1;  tf|  ,  au.  ....       dir  durch  dir  lieohachtuncen  fri*aa> 
denen  Werth«  dieaer  («ro^ae ;  »o  »»od  die.  begangenen  Fehler:  i  —  «h 
 «-••  «wd  die  tiri, 


drückt  die  W'abrarhrinlirhkcit  aua,  daaa  man  atatt  dea 
neuen  \Wrtb«-»  :    lur  A  durch  licdi..i  lituni*  linden  «»erde  «>k 
....  D-traua  fidgt  nun,   narh  I  .  nachdrm  <l »«•  Wcrthe  mx  , 

#»  er»«hirnen  »ind,  da»«  die  Wihr»«  heiiilicbkeit  #  2  an  wtrhlWth 
der  richtige  Weith  »on  A  gr»*e»en,  iat 

o;':—«,)?':-  -et>  .        -  ■«.> 


worin  «  airh  auf  alle  r«r»tjlirhen  Werthe  *»»e  s 
Werth  X  Ul  der  MahrarhrtnlM  h.tc.  (ur  den  die»e  Cir«>»»e  er«  M* 
limurn  iat.  Da  der  >rnnrr  ni<  ht  mu  :  abhängt,  eo  wird 
iur  licatinmuüi  von  i  haben - 


« 

o.  h  wenn  man  br<urrkt,  d**»        . ...  .  I. 

«<r,)  u,r.) 

Je  früeae*  nun  dir  Anrjhl  n  der  |r  machten  Benhachtona^m 
iat,   de»lo  aitherer  wird  luan  daranl  rechnen  dorfro,    d.**a  un.tr« 
den  begangenen  I  ehlern  clmh  «tri  «und  be/üsrb«h  gleich  jri»»** 
ite  und    nrgatite  KMcr   » t>rk<»i»tnrn .    Mithin    a'»«1*»^  d>* 

•er  n  i*L    l)a  Mir  dir  I Vnlrr  eU  rem  rufllhge  antirltatrn  ,  »* 
«lird  d»e»e  Annahme  m  «bl  grr<-«  htJnf  njt  »rin.      \hrr  jr  e.t'*«#r  ■ 
Ut  ,    dc»t«   »m  brref    wird   nun    d^r^ut    i  ihlrn   d^rlrti.     da»»  det 
«ehre«  brinWb»te  und  der  Mjhrr  Wnlh  «<>n  .1  tu*eaaa»e 
da  «ir  nr»  dr»  -ab/rn  Wnthe  durch  >  e-n       .l^ue«  der  lle-W 
*<  b  t  u  "  ge«>  »aVnbar  iiwutri  aarhr  n^brrn  auil»»™      |>*-»narh  *•  w* 
de»,  je  fft*»*cr  n  tat,  die  in  u,  »*»f k«»mn»enden  IVhler  «•,, 
r,  aith   iavMer  »ehr  den  «ah/m  aahern .  a»i**rhen 
t§t#*<  bunjc 

♦  rt  ♦        |e.  .  0 
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besteht  Eine  Abhängigkeit  darf  zwischen  den  Grössen  0| ,  az, 
aa  keineswegs  bestehen,  da  wir  voraussetzen,  diese  sammt- 
lichen  Grössen  seien  direkt  durch  Beobachtung,  also  unabhängig 
von  einander,  gefunden.  Würden  nun  die  zugleich  bestehenden 
Gleichungen  (a)  und  (ß)  von  einander  verschieden  sein,  so  könnte 
man  z  zwischen  beiden  eüminiren  und  man  erhielte  dann  eine 

Gleichung  zwischen  ax ,  ait           oN,  gegen  das  eben  Gesagte. 

Damit  aber  diese  beiden  Gleichungen  identisch  seien,  muss 
nothwendig 

allgemein  also 

q>(v) 

sein,  wo  k  eine  negative  Konstante  ist,  indem  <p'(v)  und  v  von 
verschiedenem  Zeichen  sein  werden,  während  <p(v)  positiv  ist. 
Setzt  man  also  Jc= — 2h2,  so  ist 

^=-2Ä«u,   1.9(0)  =  -A*tf*  +  l(c),  9(»)=c.e-*,»\ 

wodurch  die  Gleichung  (2)  bewiesen  ist.  Von  da  an  folgt  alles 
Uebrige  nun  leicht. 


«8 


XX. 

d«>  I  «  <ju«Uon  du  3  rm?  demre. 

M.  K.  J.  Bjürling 

«  Wtiitru  •*  BareV 

(Kitrait  de  laperrt  de»  Traaaactioae  de  lAred.  Wo 
acieecea  de  Mockbol»,  Sftoct  de  *J.  Ort.  1*30.' 


II  eat  bim  roiinu  qu«  l  »n  a  Iruutf  daa  draaotialrelme  de  b 
|>ro^o«lt»oa  «|«r  Ir«  rtnnf*  de  la  ffetirfaJe  e<]Mlinii  algrbnejai 
den  drgre  au|*Mr<ir  au  4« nur  i»#  pru  tritt  »ri|»nnvr  a*  a»»« r« 
de  qoHiiuc  fonrtmo  alffrbrt«{iM°  dra  r»»rllioeala  de  I  rnatti  m 
Mai«  ea  h  rat  paa  p«iurl4t«t  «»Mitr  i|u#  rrl«  ta«  prut  »«  (4*»  a* 
aao\fti  d  uii«  («im  ttoa  «W  «|«eli|uf  autir  cljaar,  p.  rt  d  at»c  f«»«w!r--* 
Boutooirlriii^e.  loeantbmiijur.  elliplu|ii«  »Ir  de*  c»rfb*»r«U 
ctre  aoe  rctberrb«  d^na  er  rbjmpa  U  He  nta»«|erf  ait  paa  d 


\wmi  prralablrwntl         ap+cUMr  d*  re  geaue 


A  c»  H«*  je  aail.    n«  n  4  p.a.  e».n.*r  »I 
|a  f<»ra»r  d»a  fJtii.n  Ar   l  r,|u  iti  .»  du  .U»r  drfft*  in*  1/ 

raa  »pe«i»l  «/  «■  Inn  a  »n«m#  l#  rim  I  r  rrd  •  c  1 1  Im  1 1  *  ,  a* 
d  a  p  I  «*  m  äffet  Dt  llrmril  aas  rir  inf  i  du«»  •  i 

ijurli  »feijur  Jf  i  r  d  e  c  '  * ,  |«»oM  u  fo«lr  I  '*a  ipjr  .  I*  «j«ia*l«**  . 
rfjnt  *hi  ia*agtn«irr  *«i  ir<Ur  r4  t»MM>*i«|.tr  «»**»(  S  | .  1  um  ap|H**a« 
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les  deGnitions,  par  lesquelles  od  est  convenu,  il  n'y  a  pas  long- 
temps,  de  fixer  dans  ces  cas  le  sens  de  ces  meines  notations*). 
Ces  quelques  lignes  suivantes  feront  voir  quecette  assertion  est  bien 
fondee,  et  que  Ton  peut  avoir,  en  effet,  directemetit  et  avec  la 
plus  grande  faeiiite,  i'expression  convenable,  de  la  forme  dont  il 
s'agit,  des  racioes. 

1.   Afin  de  resoudre  l'equatioo  du  3ieme  degre 

■ 

(1)  *8-ax  +  6=0, 

Von  peut,  en  posant  2ycosx  au  Heu  de  xt  cbercher  teutes  les  va- 
leurs.de  2yct>&z  qui  satisfont  ä  lequation 

fy^cosh  -  2<weos2  +  $=0, 

ou  a  lequation 

2y»(cos3x  +  3cosz)  —  laycosz  +  b  =0 , 

ou  meme  a 

(2)  2y»cos3i  +  2(3#2  -  a)yco«  +  6=0, 

ou  bien,  en  posant 

%y*— a  =  0,    ou  plutdt  y=y|, 

cbercher  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  cosr,  ou  meme  de 
z ,  qui  satisfont  ä  lequation 

2y8cos3i+6=0, 
c.  ä  d.  toutes  les  valeurs  de  i  qui  satisfont  ä  l  equation 

2Q)lcos3z  +  6=0, 

ou  (en  omettant  a  present  le  cas  de  a  =  0)**)  a  l'equation 

C0832  -  "  <%«)!  * 
ou,  ce  qui  revient  au  meme,  ä  la  suivante: 


•)  Voir  p.  ex.  les  Actes  de  l'Acad^mie  des  eciences  de 
Stockh.  pour  Pann^o  1847  pag.  275;  Exercices  d'Analyse  et  de 
Phys.  mathlm.  (T.  III.)  de  M.  Cauchy. 

•*)  II  eit  bien  evident ,  en  effet,  que  dans  ce  cas-la  notre  asser- 
tion  ci-dessus  ne  se  trouve  paa  nullemcnt  en  defaut. 


i 
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pjr  roiur-quent  f outen  I««  rarines  dp  re<|uatl»n  proj»*»ee  *e  itwi 
tenf  rompri.c*  datt«  U  »reo »4  mriubre  de  t  *•«•  aatre 

x    2^  !|  »«.:»jarreo«((-  p^*.  )>:. 


S.    Poar  n«  laUeer  rien  *  dr»irer  k  ert  e?anfl.  »r»t»«  i 
itirf  k  (»ment  «|u  rn  efet  dam  Ion«  lee  r.ia.  le« 
lequatiun  |»ro|M»»r«  rUnl  re.-U  («  non      0).  Ira  », 
que  fourriit  rctle  foraaulr  (3)  rotnririeM  preri* 
ordiiiairr«  dr«  racuic»  de  l>qua(i«»n 


I) 

»  A  -  6«  =  e» 

m  r  Unt*po*i  lif,  rt     -    .       .   rtiimer       I  (au  , 

(caane  irredactibih«). 
,t  .14/ ■  ***** 

6  dr,i^,,*ftl 

tonpn»  et.lrr  !«-•  lun.lr.  0  el  m , 

rl 


»mit.  e«  |i«»*iit  MK(ffMi(rMrn(  .'i     0  et  _  1 


*  *  4f  •* 

i  e  ■•  *      i  • 
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com  nie  en  general ,  o  e^tant  nameriquemeot  >  1 ,  lexpression 
arccos((o))  represente*) 

Arccos  ((y^)) ±*.log(Vrt5  + V«51!), 

%b 

notre  formule  (3)  donne,  a  designant  (pour  abr^ger)  (^öjr  ' 

«  =  2^  ^.co8{Vsarccos((il))+i.logV^ ^+^oM|, 

a  savoir,  +1,  selon  qiie  b  est  negatif  ou 
positif, 

=2^  l ■  cos  |'™  ± i . log  V  V««+V.^"j  . 

le  nombre  entier  m**)  etant  pair  (0  in 
eins.)  ou  impair,  selon  que  b  est  neg.  ou 
positif, 

»  i-m 

3  .  J(cos-3-  it.sin-jj-JY  V«*+V  «*— 1 


nur     .  .  mn  w 
cos -j- ±i.sin-y-  ) 

(savoir,  le  merae  signe  avant  la  lettre  i 
dans  les  deux  termes), 

c.  ä  dire,  dans  le  cas  de  b  negatif  [puisque  alors 

cos~±i.8io-3Ä-  est  =  ((!)))*, 

dont  on  obtient  les  trois  valeurs  en  posant  successivement  m  =  ö 
et  =2],  les  trois  racines  ordinaires: 

(3")        arl=:ü  +  V,    *,=/nj  +  /J»Vf  *,  =  /PU+/IV, 


•)    Voir  p.  ex.  le«  Actes  de  l'Acad.  184T.,  pag.  292. 

•')  Ow  coneoit  bien  qne  Ton  peut  n'avnir  egard  ici  aux  valeur«  ne- 
gative« de  fit ,  vu  qu'en  effet  le«  deux  exprecsion«  double«  co»(a-jrö) 
et  co«(  —  aJrö)  iTindiquent  que  le  nemo,  l'uhe  et  l'aotre. 
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I.  fi,      d**lpt*ael  \m  troU  t«U«r*  d*  Orpft         ((!))•.  «t.  *V 


1=5 CO  ^•t«V"*->.  v-=CO*v v"'-v«'-' 


dan«  le  caa  de  6  pnaltif  j  puUqoa  alor. 

mit       ,     ,  Mit 

»•  j  1  i.m  ^    c*t  s=((— 


par  le  •in»e  miaut. 


.1 ). 

m  rfant  »*a-tlf  ( 


dl  ffl    ttii  *  I  f      Jm  t  n^ni    f  *J  *  i  m    <  I  rft      _  1 ftia_»|f  a 


et  qtf  Im  a ,  •»  ovtre , 
II  *•  r«aA*  Q-«  ei*  U  fot.«J-  (J) 


♦      -     .  <    1  *i%  :U\  ~r*%  T*  *  1  ' 

(C^6  4ül«^)(cM-j     |  INI      j  ) 

■ 

'I    *  -w  f.  ««.  U«  4«lv*  4r  I  IM.*    j*(  **» 
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(savoir,  le  möme  sigiie  avant  la  lettre  i 
dans  les  deux  termes), 


ou  lien ,  i  etant  =  cos  ^  -f  tsin  ^ : 


VA  1      2*     .  .  2«         2Jhc  .  .  .  2kn  //  _ 
j  -J(cos^-  +tsm-^-')(cos-2-db»sin  ~y*)V  y+V  y*  +  l 

5"  V~»+V"'B+1I  * 


(cos-j-  +isin-j  )(cos-^-ii8iD-^-) 


par  cons^quent,  si  Ton  observe  en  outre  qu'en  effet 

2*  .  .  •  2* 
cns  -j-  +  tsin  -«j- 

est  une  des  valeurs  de  l'expression         et,  par  suite, 

.      2ä  ,  ,,  2«.  .     2A*    .  .  2Ä»  . 
( cos  3-  +  isin     )  (cos  -g-  db  ism  -  3- )  =  (('))* » 

on  retrouve ,  aussi  dans  ce  dernier  cas ,  les  formes  ordinaires  (3") 
des  racines,  y  ätant  toutefois 


Th«il  \l\ 


IC 


2U 


Ucbunggaurffaben  für  MchDIer. 


U  k  r  i  i  U 
\—  4mm  Htr%  Pr*t  Dr.  *eliW»ll<t  m«  Orr. 4.. 


•««Imm*.  dl*  in.  fVi,i1li<  ke  »hfirhmrn,  »«  d*.. 
lür  m  _        d«ti»  gilt  (»IgriMl*«  Throrcm: 

r»fi  \on  »Irti  l»ei«!ro  une»dtUhi*n  lUihrn 

fe-i-fi+fitfut   

t  Pif  I  ea*  ♦  fif  I   


fedrt  «4.  1   Ii.  für 

I  I  I  I 

fr»     ^  •  fi      j  •  ^  •  fi     j  ■ 


dir  «l.^n  IW.! 

I  I  I  I 

'      I  J  *      1  *  Z  I  ♦  4  j  1 

4«  b«k»»Mti«k  fl-  lihjj  t>t 
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Lehrsatz. 
Von  dem  Herrn  Prof.  Dr.  Sch  lömilch  xu  Dresden. 

Die  Summe  der  endlichen  Reihe 

I  .  .  (m-*)(m-Z)  (m-3)(m-4)(m-5) 

*  +  — — o — * +  ras  

(m-4)(m-5)(m-6)(m~7) 
+  1.2.3.4  *  +  — 

oder 

I  +  (m  -  l)j  *  +  (m—*)*x*  +  (ro  -  3),x»  +  

t 

worin  2  eine  völlig  tvillkübrliche  Grosse  und  wi  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  bezeichnet,  ist: 

^  L( VTM»— 1)-  (Vi+4*  +  I)»JVl+4r' 


/ 
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XXII 


incellc 


I«  Arm   in  «irlen  fi#uebunfett  ao*jrf»i«irhn#tf»«  Wcrbr  4**» 
Herr»  Ytm*—<x  Doppirr  in  Wim;    „Yemiirb   riarr    I  - 
»f  itt  ro«n  «Irr  an«U  litrbf  d  (iromrlrl»  il«  (,m«JUf - 
ritte»  iru  rinmlii  Ii  rendenAlgoritbmuB  I* r m f  1*4»  4 
•  elcbe«    dir  Iii   »n   fiel«*   \  ef  bf  rttun*   erfunden    tu  babr«  **bc»~* 
» »•  rm  jedenfalls  aehi  trrili<*i»t,    hmlrt  **rb  auf  Srttr  |  »*»  i.» 
^endc  ifelegrntli»  be  flerarrkung  ,  die  leb  <u  weiterer  liekanaf « er 
dang  mir  biav  MiitsuCl» «- » I •* ri  rrl.mb*.  t» 


Itekanntlif  h   babe«  Mboa   Fuler,   LacrtHKC   u»d  A a»J»— w 
allgemeine  \<<r»rbriMen  für  Aultuidunf  re*tib«  *M«-r  (  aftr«  t^tf 
ben.    IU  e»  mir  aber  •*  Kernt ,    aU  ob  tUr  n*r  blolgende  ««**  *  •  t 
Im-L  mnlrn  wrsrntltrb  %  er»rhir dt»  n.»ri\  »•»  *trd  m Alt  e»  ent*  b«» 
u.  Nru  ki  arr  hirf  in  kunr  ai.lwbre  Ul     x  ■  nur  »'U<be  I  a»<u~«. 

d*»B  «oMobl  aU  socb  ,  d  b.  JrtcB  re«ipntlrr  \\  retb 

intexrabel  iat    »o  i»t  ilir  Cune,  deren  («leirbnng 

>•••./'•—  ■■/,"., 

jedeetelt  re«til»abH    **d  d*  I  rii.ra  beliebige«  St««ir* 

d**»«n  Urlrfl  der  Anadtnrb 
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dx 


<p(x) 

Ist  z.  B.  * 

<p(x)  =  &r—  5 , 

so  bat  man  wegen 

f  (3ar-5)d.T  =  V2— 5*  J  C 

und 

und  daher 

y=%^-%*-y6l(3*-5)+C, 
eine  solche  Curve  und  ihr  allgemeines  Integral  des  Bogeus 
A  =       -      +  %  I  (3x  -  5)  +  C . 
öder  es  sei 

<p(x)-=z  B\nx\ 

mithin 

sinxc£r = — cosa:  +  6 

und 

* 

/ — —  =  1  tang  VU  x ; 
sina:  °  '* 

daher  ist  die  rectificable  Curve 

y  =  yjtang  V^a:  +  cos  a:  4  C 

und 

A  =  yj  tang  xj%x — cos  a:  -f  C. 

Oder 

g>(a:)=  V/iar , 

also 


und 


»»niil  die  leetilirable  (  unrc 


lo  Nr.  |H.t.  and  Nr.  IM,  (S.  tt?  )  der  Mi  Hbeiluat  ea  de# 
ailirf»r«rhrni)r  n  (ieaellacbaft  tu  Hern  ibeiii  Itevr 
K.  Wulf  Faltende«  über  M  a  u  f  e  r  f  u  i  *•  und  \<il|aire  mit,  «i*a 
bcbanntlirb  gejrn  einander  m-br  leindlirb  i;r*iuut  waren : 


Mautiertui*  «tarb  erai  aaal  Jabra  aarb  Ntavf I  K«aif 
n.'*mfirb  am  '17.  Juli  IT.VJ,  und  <**ar  xu  lla»el  in  den  Arme*  Je- 
bannea  II.  Ilernoulli  \\4brrnd  ar  im  Todeskampfe  lag,  lui 
aacb  \-h.irt  aarb  liaarl.  und  l.r..  liernoalli  bitlea.  iba  m» 
<;aafbtj<r  iu  brwhea  Uiaaer  er*jbtle  ibm  »an  dem  ZtfatataV 
Mau|»r  r  t  ui«,  und  »einem  »rbtilirbra  Wuuacbe,  »üb  aoeb  ml 
Yellaire  *u  ter»«»bnen:  aber  \  »Itaire  eaUrbuldigle  aicb  e» 
mr-inmt  »«hrtarben  (»eiMindbeit ,   aad  »lall  drn  Naget  fa  bt daaaa a 


dra  rt  darrb  eeinen  Iroclor  Akaltia  Maujierfai»  fr  üb*»  a  ir« 
TndtrnKa'irn  f eM-blage* .   feene  dar  »illic«  Maaa  aia  Aat™«rl  maf 


dia  lialadum:  tur  \ef~.baeaft  einen  ««eilea  f.  4  reu    fcr  Und 
lirb  In  »ttma  Unatbe*  aia  Hildnua  «aa  Mauuertu.e  mkt  da« 
Yereea. 

I/o  (lob«  mal  cunna ,  qu'd  a  a<a  moaurer . 
Iletleat  an  moi.umrut  oa  aa  gloire  ae  foade, 
Hoa  avrl  eat  da  fcier  la  fuure  du  moudr . 
0«  lal  jdairr  al  de  t'ecUiret ; 


m  ei«  be  at  ibm  •«*|bal  in  den  Xeiteu  ibrev  Frenud^bail  tu  dteacua 
Z*i*«rke  geeebriebre  balle  Ihre*  \  etea  *efdf«»*cn  iba  jrtat,  a*d 
ar  ecbrteb  aal  die  Kml~*l*  daa  liiUea  die  acue«  V 


%eal  lu  j|t*uf  •  t|u'au  le  lw 
Piarra  SJefeau  ue  inl  <lemei.lt 
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Par  moi,  dit-il,  le  monde  est  applati.... 
Kien  n'est  plus  plat,  tout  le  monde  l'avoue. 

Dieses  so  von  Voltaire  boshaft  besudelte  Bildnis*  soll  noch  jetzt 
auf  der  Basler  Bibliothek  aufbewahrt  werden. 


Ueber  Euler's  ungemein  grosse  Thätigkeit  äussert  Herr  R. 
Wolf  in  den  Mittheilungen  der  naturforschenden  Ge- 
sellschaft zu  Bern  (Nro.  201.  202.  8.  53.) sich  folgendennassen: 

„Wie  Euler  in  56  Jahren  (auch  mit  aller  Hülfe,  welche  ihm 
Fuss,  Kraft,  etc.  während  seiner  17jährigen  Blindheit  mit  wah- 
rer Aufopferung  leisteten)  32  Quartbände  und  13  Octavbände 
selbstständiger  Werke,  —  daneben  gegen  700  zum  Theil  sehr  grosse, 
mit  den  tiefsinnigsten  Speculationen  und  Rechnungen  angefüllte, 
und  alle  Theile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  Besch  lü- 
gende Abhandlungen,  welche  in  den  verschiedenen  academischen 
Sammlungen  abgedruckt  wurden,  —  und  dann  noch  eine  Menge 
erst  gegenwärtig  zur  Publication  geordnete  Abhandinngen  schrei- 
ben konnte,  so  dass  der  jüngere  F.uss  in  seiner  „Nachricht  über 
eine  Sammlung  unedirter  Handschritten  Leonhard  Eulers  und 
über  die  begonnene  Gesammtausgabe  seiner  kleineren  Schriften" 
die  Anzahl  aller  gedruckten  und  ungedruckten  Schriften  Eulers 
zu  809  Nummern  angiebt,  die  in  einer  Gesammtausgabe  in  Quart 
mindestens  2000  Druckbogen  einnehmen  würden,  ist  bereits  fast 
unbegreiflich.  Wie  aber  Euler  neben  dieser  schriftstellerischen 
Thätigkeit  noch  Zeit  fand,  als  Lehrer  und  Erzieher  zu  wirken,  — 
geographische  Arbeiten,  Nivellements  etc.  zu  beaufsichtigen,  Lot- 
terien und  Finanzprojecte  zu  prüfen ,  —  Inschriften  auf  Medaillen 
auszudenken,  —  Unterhandlungen  mit  fremden  Gelehrten  zu  füh- 
ren etc. ,  und  doch  weder  eine  grosse  wissenschaftliche  Correspon- 
denz,  noch  die  Lectur  wissenschaftlicher  und  politischer  Bücher 
und  Blätter,  noch  Ciavier-  und  Schachspiel,  noch  seine  Familie 
und  namentlich  die  Leitung  einer  allabendlichen  Hausandacht  im 
Mindesten  zu  vernachlässigen,  ist  wahrhaft  erstaunen« werth ,  und 
man  würde  es  nicht  glauben,  wenn  nicht  alle  seine  Biographien 
thatsächliche  Belege  dafür  anführten.  Und  doch  schloss  sich 
Euler  den  vielen  Besuchern,  die  oft  aus  weiter  Ferne  zuström- 
ten, nicht  ab,  und  fand  immer  Zeit  Jedem  zu  dienen,  der  sich 
mündlich  und  schriftlich  an  ihn  wandte,  —  o bschon  die  Zeit  Air 
ihn  so  schnell  ablief  als  für  Andere.  Mochte  Eulers  Beispiel 
Alle  beschämen,  welche  sich  immer  über  Mangel  an  Zeit  belda- 
en,  —  namentlich  wenn  das  Anliegen  keine  goldene  Rückwand 
ietet." 

 !  . 
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Oer  berühmte  Danirl  Hertioulli  fuhr  einmal  mit  ei 
Herrn  Tränt.  Aradmticien  hot4fii»te  de  Pari»,  im  Waceo, 


da*«  beide  »i<h  lärmten.    In  Kulte  eine«  urlrhrten  t»e«|*rirW*. 
iIm  »ich  cMuchen  ihnen  enU|iaiin,  frai;te  Hr.  Tränt  aeioen  C** 
f.,hrten.  wir  er  bei»»«*.   ..Danirl  lleruoulli."  war  4t«  Antwort 
Herr  Tränt  staubte  *e lirt  tu  «erden,  und  antwortet*:  „l  m4  M~b 
bei«*«   Isaak  ,Ne«  Ub."     Her  nun  Iii   bewien   ihn  nun  durrfc 
Adre«»en  %on  llriefen .  dir  «  r  bei  »ich  trug,   da*«  er  nicht 
•rberit  habe,  und  nun  «ab  ai<  b  auch  Herr  Tränt  ala  Herr  Tr»»t 
su  erkt 


Druckfehler. 


Tbeil  W.  Seite  III.  (int  Inhalts« erieicht.ia«)  Z.  I.  ».  uw  uiaJ 
Rc«al»esme*t"  ».  tu   „k  n«rU  eminent  r 

Tbeil  WH  S  7*  a.  ».  u.  in  der  Note  matt  „Sammt 

„DiMartna." 
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literarischer  Bericht. 


C*  «'schichte  der  Mathematik. 

In  dem  Journal  des  Savants.  Mars.  1852.  p.  134. 
findet  man  den  ersten  Tbeil  einer  von  Biot  verfassten  sehr  inter- 
essanten Anzeige  des  folgenden  ftir  die  Geschiebte  der  Mathe- 
matik wichtigen  Werkes: 

Correspond  an  ce  of Sir  J  saac  Ar ewton  and  Profes- 
sor  Cotes  etc.  C orr espondance  du  Chevalier  Jsaac 
Newton  et  du  professeur  Cotes,  avec  des  lettres  de 
plusieurs  autres  personnages  eminents;  le  tont 
imprime'    pour   la    premiere    fois,    d'apres    les  ori- 

?;inaux  conserves  dans  la  bibliotheque  du  col- 
ege  de  la  Trinite  ä  Cambridge.  Plus  un  appendice, 
contenant  d'autres  lettres  et  divers  Berits  de  Newton, 
aecompagne  de  notes  qui  pr^sentent  le  tahleau  de  sa 
vie  scientifique  et  un  grand  nombres  de  details  bio- 
graphiques.  Publie*  par  J.  Eddieston,  M.  A.,  fellow  da 
colMge  de  la  Trinite,  avec  les  fonds  liberalement  ac - 
cordes  par  l'adroi  nis  tration  du  meme  College.  1  vo- 
lume  in  8°  de  316  pages,  oroe*  d'un  beau  portrait  de 
Newton.   Cambridge.  1850. 

Dies  ist  nämlich  die  französische  Uebersetzung  des  Titels, 
die  ich  filr  jetzt  nur  mittheilen  kann.  G. 


Geometrie 

Theodosii   Tripolitae  Sphaericorunf  libros  tres 
Ernestus  Nizze  recognovit,  latine  redditos  eraenda- 
vit,    commentariis  instruxit,    appendieibus  etindice 
auxit.    Cum   quattuor  tabulis  fap.  incisis.  Berolini 
1852.   (Georg  Reimer.).  8. 

Die  Sphaerica  des Theodosius  von  Tripolis  sind  jeden- 
falls eines  der  schönsten  Ueberbleibsel  des  griechischen^  Alter- 
Band  XIX.  74 


- 
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thama,   und  Uir  .Studium  tat  für  einen  Jeden,  wer  eieb  f»r  eW 
»y/ntbetiacbe  t.e««»rtne  inteccaeirt.  ein  »ehr  e,eei|»nete«  IlüH  »*■*-*££#■•* 
f ur  l  oliunu  in  der  feineren  Caeonictrte  überhaupt     \\\t  h-ib«*« 
daher  Aber  die   %  erlief  ende  neue  Au»icab*  dieee*  t,riechm*rl 
(»eontetrra   •<  Dr  feircuet,    UIMI  der  ecimn  ciurcu   aourre  »aw 
Arbriten,  insbesondere  durch  nelee  l'rUf.riiuf.g  der  Scbn 
de«  Arcbimcdca  (Stralsund.  |hJ4.  4).  verdiente  Nrrr  Her««**« 
hat  nick  durch  diene  Arbeit  ein  neue«  Wnlien*t  um  das  Srusmuaan 
der  lirnmrlr»r  ki  der  »trennen  W  ciee  der  srierhiachco  Mal 
tiker  erworben.    Wie  »eben  der  Titel  besagt,  erbalten 


hier  de«  grii  bUtwml  Teil,  eine  Uteiniache  I eh .-r.. 


,  and  einen  Apnend ii .  welcher 
\|>l  •  i  !  v.  Additameuta  cumplectena  tum  Arabia  inte* ra  .  tarn  rw 
cetitt<irum  eelecta.  Ausserdem  iat  ein  Indet  verborura  betgeg r»*a 
welcher  «Iii*  in  dem  \Wrkr  *  urk«>mnieml«n  frierbiacben  AuaoVi 
mttil 


rren  i»encuiun;;rii  m  iJirini«!  itrr  r»i»r4»  ur  «  ninsii,  un«  «im 
Werl*,  in  d.-r  1  r-j.r-M  Im*  j.-.JrnUlU  »rhr  au  erleicbtetu 
Die  (oliffitilrii  Au^ualn n  »nid   \«u  >U>m  Herrn  llrr 


iat. 

benuttt  »Ofden;  l.d  prmr.  J  »   tVu.tr.  I'.trketia.  I55K.  4  — 

Joecphl  liuntii.  Oioo.  1707  H.  —  Sphaerkae  doctrinae  pr 

neu  gr  et  Ut.  nunc  primum  editae  per  Cunr.  Daaypodium 


nr»  gr   et  tat.   r  |-r.  ..ut     niitae  per  \  unr.  podium  > 

l«ratl  löTl  H  -  The.ul        de  aphaeriei.  libri  treu,  a  Jn.  \ 

Urte  rrstiteti  et«    \  iennne.  ISJ9.  4.  -  Tbeodos  Ut.  p.  r*. 
lycum   Meaaenae.  iroS.  r.  — •  Wie  von  dem  geehrten  Herr«  Ifee 
aus^cber  una  bricnVb  tuitgethetlt  worden  iat.   ao  taadee  rneh  en> 
der  Ifteibge  eines  S«  hulnn  ifinmn  \>>n  llrur  h*.il  »■»<•  Jahr»  IM?. 
"  aul  ton  A.  ,N«LL,   .«*.r,  de«.  bek.i,„,tri.  l.lrrarUeW.  !Wm 
tugrn.  '••wf*  \  nfn.  bläfe  ig  Tr»tp<  .n. Irrungen ,  die  •  »bea 
jf.»»»rrrti  Theilc  |uk  Ii  »i  h"«n  nngew endet  m  imlen  »ind.  «4at 
*e  «Schrift  *u  k«  tifirf*.  weiche  auch  aua»«*r  dem  noeb  ruHr^fm 
tbe  Verschlage,  iu  I  •  v  u—r  -••   rnthaltea  »oll    V\  er  «■  *a> 

pn  reebt  aebr.  daaa  dieae  newr  Ausgab«*  einer  der  bewten  man 

Sihuhru  4m  «erdiente   lieacbtumj(   limlft*  nt-»*e.    f  inc 
l  ebcmetxaiHC  den  Tbeodnaiua  bat  der  Herr  \f 

l.efrit. 


AMronomle. 

Wander  de«  Himmel«  nder  f eme iaf««a liehe  Dar 
•  te  Man  k  dea  Welt«  >  •  t  *  r»  •    \    n  J    J  «Litlrew.  \  i  er  t  e 
Auflege.    Nach  dem   neuesten  Zuataude  der  Wiaaen 
aebaft  bearbeitet         C  arl  t.  Lille«»,    Oirectar  der  b 
b    Mterawarte  in  Wien     Träte  und  twaita  Lieferant 
M  •  n  c  *  r  t    Hoffmana     liaa  gaeie  au«  aeeba  Liuferun 
«en  baatebeade  Werk  kaalet  |lg  Thlr 

fW  Werth  dieeea  jrdt  io  eioer  »irrlro  Au6«;e  eracbe 
dea  Werks  Ut  allgemein  anet kannt ,   und  wie   |r«M  die  \  er b 
tanf  U4  .  w  riebe  das*albe  mit  Neckt  (elundra  bat.  bew  ■Uen  es 
- i<rti erholteo  Aaiagen   fefiafsam      In   .Irr   1  K*l  Kai  >Urmm  W 
«— ea  Werth,  owd  .«  b«*mUen  m 
Ucrk 
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vollständige  Kenntniss  der  gesammten  Astronomie,  so  wert  dies 
mit  nur  ganz  elementaren  mathematischen  Kenntnissen,  die  sich 
fast  bloss  auf  die  bekanntesten  Sätze  der  Elementar -Geometrie 
und  die  einfachsten  trigonometrischen  Begriffe,  die  übrigens  in 
dem  Werke  selbst  auch  grösstenteils  erläutert  werden ,  erstre- 
cken, möglich  ist,  verschaffen  könnte,  wie  aus  diesem  Werke. 
Dabei  liefert  aber  dasselbe  keineswegs  eine  blosse  Topographie 
des  Himmels,  wie  so  viele  andere  Werke  dieser  Art,  sondern 
die  Kenntniss,  welche  aus  diesem  Werke  geschöpft  wird,  darf 
wirklich,  iu  dem  Maasse,  wie  die  vorausgesetzten  mathematischen 
Kenntnisse  gestatten,  mit  allem  Rechte  als  eine  wissen- 
schaftliche bezeichnet  werden;  der  Leser  wird  durch  dasselbe 
auch  in  die  wichtigsten  astronomischen  Beobachtungsniethoden, 
mit  Rücksicht  auf  die  dazu  erforderlichen  Instrumente,  eingeführt, 
und  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  von  dem  Wege,  auf  welchem 
der  Astronom  zu  seinen  Resultaten  gelangt,  sich  ein  höchst  an- 
schauliches Bild  zu  entwerfen.  Wir  verweisen  in  dieser  Bezie- 
hung z.  B.  auf  das  dritte  Kapitel  über  die  jährliche  Bewegung 
der  Sonne,  wo,  nach  Erläuterung  der  Einrichtung  und  des  Ge- 
brauchs des  Quadranten  zum  Höhenmessen,  die  Bestimmung  der 
Polhohe  des  Beobachtungsorts  durch  Beobachtungen,  der  Declination 
der  Gestirne,  der  Schiefe  der  Ekliptik,  der  Nachtgleichepunkte,  über- 
haupt die  Bestimmungder  ganzen  Lage  der  Ekliptik  gegen  den  Aequator 
in  so  vollständiger  und  so  ungemein  deutlicher  Weise  gelehrt,  dann  fer- 
ner auch  die  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  mit  den  nöthigen 
historischen  Beziehungen  besprochen  wird,  dass  über  alle  diese 
Punkte  dem  Leser  nichts  zu  wünschen  übrig  bleiben  kann.  In 
gleich  ausgezeichneter  Weise  sind  aber  alle  übrigen  Pnrtieen  des 
Werks  bearbeitet,  und,  so  wie  fiir  jeden  Gebildeten,  halten  wir 
dasselbe  daher  selbst  auch  für  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  höheren  Unterrichtsatistalteo ,  die  öfters  der  Astronomie  ein 
ins  Einzelne  sehendes  streng  mathematisches  Studium  zu  widmen 
nicht  haben  Zeit  gewinnen  können,  gegenwartig  für  eins  der  ge- 
eignetsten Werke,  mit  dessen  Hülfe  dieselben  die  erwähnte  Lücke 
in  ihrem  Wissen  wenigstens  in  so  weit  vollständig  ausfüllen  kön- 
nen, als  es  der  Zweck  des  Unterrichts  in  der  Astronomie  und  ma- 
thematischen Geographie  an  diesen  Unterricbtsanstalten  erfordert. 

Nachdem  wir  so  über  den  Charakter  des  Werkes  im  Allge- 
meinen berichtet  haben,  müssen  wir  noch  einige  Worte  über  die 
Verdienste  sagen,  welche  sich  der  jetzige  Herausgeber  des  Werks, 
der  verdiente  Sohn  des  leider  zu  früh  verstorbenen  J.  J.  v.  Littrow, 
um  die  vorliegende  vierte  Ausgabe  erworben  hat.  Diese  Ver- 
dienste bestehen  hauptsächlich  und  zunächst  darin,  dass  alle 
neuen  Entdeckungen,  mit  denen  seit  dem  Erscheinen  der  früheren 
Ausgaben  die  Astronomie  in  materieller  Rücksicht  bereichert  wor- 
den "ist,  nachgetragen  und  die  numerischen  Angaben,  in  denen 
das  Werk  gleichfalls  grosse  Vollständigkeit  darbietet,  nach  neue- 
ren Bestimmungen  vielfach  berichtigt  und  ergänzt  worden  sind. 
Jedoch  ist  dies  keineswegs  das  einzige  Verdienst,  welches  Herr 
Carl  v.  Littrow  sich  um  die  neue  Ausgabe  erworben  bat.  Viel- 
mehr haben  neuere  Beobachtungsrnethoden ,  neue  Beweise  für  die 
Richtigkeit  der  Erklärungen  verschiedener  Erscheinungen  überall, 
wo  es  erforderlich  war,  gehörige  Berücksichtigung  gefunden.  Um 
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dies  dariutban,  koanen  wir  die  Leaer  auf  kein  besseres 
hinweisen,   «1«  auf  die  in  6.  3fi.  S.  S5.  bin  24.  Ol.  gege 


}.  31».  S.  &T>.  Im»  S.6L  irr 
der  neuere«  KourMhi 
Beweine  der  Viru4rrh»uii;  «Irr  Krde , 
Krlauterung  drr  Art  und  W  fu»« ,    \*\v  «lir.r  Vereucbe  am  k> 
am /u»  teilen   sind.    Jedrr  l#e*er   wird  «ich  durch  dir  Dar.tclto»; 
dir»rr  Versuche  grwi..    sehr   angelogen   und  befriedigst 
Dieeea  Beüuiiel  »oll  nur  daau  dienen ,  die  l.wr  darauf  ■ 
»am  tu  machen ,  da»«  in  dic.er  neu«  n  Ausgabe  allea  Netie . 
aeil  den  fr»il««  r»  tt  Ante  il"  '«  in  der  \\ issnnschaft 
macht  hat,  s-.r-i  ,1t- - *t  Im -t u<  k  sichtig!  worden  tat 

Möge  da*  Werk  auch  in  seiner  neuen  Geatall  aur  im 
Irren  Verbreitunf  einer  gründlichen  kenntois«  drr  herrliche«  \\  a» 
aenschaR,  welcher  ea  gen idiuet  i«t .  beitragen!    Dem  r.rscbe* 
der  folgenden  Lieferunsen  »eben  wir  mit  \  erlangen  enteegen. 
werden  dieselben  sogleich,  wrnn  aic  in  um 
in  die.em  LitrrarUcbrn  Berichte  anteigen. 


Annale n  der  k.  k.  .Sternwarte  *u  Wien.    Nach  dem 
ßefebl  Seiner  k.  k.  apoatoliacben  .Majestät  a « f  öffent- 
lich •   koste«  h  e  r  a  u  a  g  e  g  e  be  n  von  Carl  r.  Littrow,  Di 
rector  der  Sternwarte  u  a.  w.    Dritter  folge  /«eiler 
Band.    W  ien.   Gedruckt  bei  Sommer.    IbjJ.  H. 


W  ir  freuen  una  aehr ,   eebon  jeUt  den  für  Astronomie 
Interesairendeo  Le»crn  dra  Archive  das  Lrnchemen  de.es  mnln 
Bandes  der  dritten  Folge  der  Annalen  der  k.  k.  Stern- arte  *« 
Wien   anieigen  in   können,    weil  wir  auf  da«  Lr  sehe  inen  die**-. 
Bandes  schon  im  Liter.  Ber.  Nr  LXXII  S.  4>2I.  aufmerksam  si<  a> 
ten.    Dieser  Band  enthHlt  nämlich  die  Fortsetzung  des  au«  Arge 
lauders   /onenbeobaebtungen  abgeleiteten  Sterneatah>t« . 

(I  f*  e%4%^*ti    «K  Yltslt^tlUftf^      'f  W     f  tb     U  f  I  tl  U  f  t>*»m  f*  \  f*filtf*fi%tll<  t )  lv  * '  I  f    Tl  * ' 

a.  a.  O.  berichtet  haben,    we.balb  wir  uns  hier  damit 
dorfen,  den  Lesern  dea  Archive  diene«  schone  1' 


Vermischte  Nehmten. 


Silaua  g«  berichte  der  k  aia  er  I  ir  be«  Akademie  i«t 
W  ........  hafte«  a«  Wir.      (S  Literat.  Ber.  Nr  LXJUl 

S.  VJL). 

Jahrgang  iHSi.    \  III.  Band    I   Urft.  3.  3i  Heldin 

t  r  r       \iAr    uber   ilir    Ii  »>  fit ut- j  •  n    ■!  r    Nt       .  f  ^- »>f  „■■■  a    des  L-*b4 

-ihr,,   km  |Cf.v  g  p-.Iinsirlem  Lieble     -  S  rtj.  knatek  h» 

.m  Kl  ubee  Stell  n*g.  ALI,,.  .Ilung  :  .Die  dT|~IU  Iwrcknng  aW 
da»-»»  *tih\i,,iSf  |*oljfi.^i  U.  I.nlii..  »r  ci..<  KlMbeo  Anre 

*  V»l  D  '<  I'  I«  1  •  f  We.lrtc  Mktlhrilui  ^r«.  uw  »sc  Tb****»  sSrs 
farbigen      L..hte.     «in     D..|.|*r1.trf  I..  i,efmJ      —  X 
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Haidinger:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Körperfarben,  oder 
des  farbig  durchgelassenen,  und  der  Oberflachenfarben ,  oder  des 
farbig  zurückgeworfenen  Lichtes  gewisser  Körper.  —  S.  1*34. 
Petzval:  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  Lndulations  lehre: 
Gesetz  der  Erhaltung  der  Schwingungsdauer. 

Jahrgang  1852.  VIII.  Band.  2  Heft.  S.  165.  Pohl: 
Nachtrag  zur  thermo-araometrischen  Bierprobe.  —  S.  170.  Stein- 
heil: Rectißcation  des  Gehaltmessers  der  optischen  Bierprobe. — 
S.  176.  Doppler:  Ein  weiterer  Beitrag  zur  Bestimmung  der  mag- 
netischen Declination,  aus  einer  der  absichtlich  angestellten  Be- 
obachtungen vorausgegangenen  Zeitperiode. —  S.241.  Schrotter: 
Bemerkungen  zu  Jacquelain's  Aequivalentenbestimmung  des  Phos- 
phors. —  Vorläufige  Mittheilungen  über  das  Phosphoroxyd.  — 
S.  246.  Haidinger:  Farbenringe  durch  Anhauchen  auffrischen 
Theilungsfiächen  des  Glimmers.  —  S.  275.  Pohl  und  Schabus: 
Tafeln  zur  Reduction  der  in  Millimetern  abgelesenen  Barometer- 
stände auf  die  Normaltemperatur  von  0°  Celsius.  —  Diese,  Be- 
obachtern des  Barometers,  welche  die,  viele  Zeit  raubenden  Ke- 
duetionen  der  abgelesenen  Barometerstände  möglichst  abkürzen 
wollen,  nebst  ihrer  lehrreichen  Einleitung,  sehr  zu  empfehlenden 
Reductionstafeln  sind  auch  in  einem  besonderen  Abdrucke  er- 
schienen und  zu  haben. 

Jahrgangl852.  VI». Band.  3  Heft.S.331.  Pohl  u.Scha- 
bus:  Tafeln  zur  Vergleichung  und  Reduction  der  in  verschiede- 
nen Längenmaassen  abgelesenen  Barometerstände.  (Auch  diese 
Tafeln  sind  in  besonderen  Abdrücken  zuhaben.).—  S.  413.  Kreil: 
Ueber  den  Einfluss  des  Mondes  auf  die  horizontale  Componente 
der  magnetischen  Erdkraft.  —  S.  417.  Schaub:  Beobachtungen 
des  Encke'scben  Cometen  an  der  internus  tischen  Sternwarte  in 
Triest.  —  S.  422.  Spitzer:  Note  über  Gleichungen.  —  S.  442. 
A.V.Ettingshausen:  Bericht  über  zwei  Abhandlungen  Theod. 
Schönem  an n's:  l.  Ueber  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Wurzeln  irreducibler  Gleichungen  Statt  finden,  insbesondere 
wenn  der  Grad  derselben  eine  Primzahl  ist.  2.  Von  der  Empfind- 
lichkeit der  Brückenwageu  und  der  einfachen  und  zusammenge- 
setzten Hebel -Ketten -Systeme.  S.  445.  Pohl:  Beobachtungen 
während  der  Sonnenfinsterniss  am  28.  Juli  1851. —  S.  457.  Dopp- 
ler: Ein  Beitrag  zur  genaueren  Ermittelung  des  Reibungs-CoeHi- 
cienten  zwischen  Eisen  und  Erde  unter  verschiedenen  Umständen. 

Besonders  abgedruckt  ist  auch  erschienen: 

Karl  Fritsch:  Kalender  der  Flora  des  Horizontes  von  Prag. 
Entworfen  nach  zehnjährigen  Vegetations-Beobacbtungen. 


N  e  c  r  o  1  o  g, 
Leopold  Carl  Scholz  von  Strasznltzkl. 

Meine  ursprünglich  an  Herrn  Director  von  Littrow  in  Wien 
gerichtete  Bitte,  mir  einen  Necrolog  des  leider  zu  frühe  den  Wis- 


Digitized  by  Google 


942 


.Schall  von  Straeaaitaha. 
auch  da«  Archie  einten  Betlriae  verdankt,  au  «WicMax 
aal,  wabrarbcinlicb  auf  Herrn  »oa  Cittrow'a  Vcraala«a«ns .  H«r- 
Nintoa  Spltrer  in  Wiea  aa  erfüllen  die  (tüte  gehabt,  uaii 
rn-r-aruKro  Necrolor.  den  Ich  nachiitahend  mittheile.  a<(  dra 
M  gm  den  Zeilen  br  gleitet: 


„leb  erfuhr .  daaa  Sie  den  Wun*rh  hatten,  eine 
ton  «Inn   leider  ao  frtih  verewigten  l*r<»fpm»or  >i<  hulr  ton  Sfri 
aitaki  au  haben.  Ich,  acta  ehemaliger  Aaaialenl.  war  in  d«-r 
mir  eine  ta  »erechaaVn,  tan  eeirten  Schnett,  and  hin  ao  Ire*, 
*elbe  in  beliebiger  llcnutrung  au  fiber  »enden  frcilirb 
neJbe  wenig  ton  »einen  Wirken  ala  Mcoftrh.    and  ala 
»land  er  wohl  am  hr»rbaten(  vielleicht  unvergleichbar,  da.  Se»n 
Streben  «rar  nur  befriedigt,    wenn   er  Ingtftck  lieben   er b- »h*^ 
»rin  er  Arme  uateratAtat.  nnan  er  Gebeugte  anfs^ru-htet  h>*n* 

Vm  A*+    1"   _M_  1        fc  1    \V'1.l.lll.m»»»  .klr*ir4 

■         W«»     Ort    »  i'  Uilll     und     T»  •■IiIIMCi     O'  Wrf     IWlif  I'  "i 

die  armrn  hatten  aa  ihm  einen  eorgcndca  llebevollrn  Vater.  W 
aach  mit  der  Zeit  aeia  Wirken  ala  l«ehrrr  »rfi;r»wii  «erden  mi 
fer  war  in  Wien  ala  auegejeirtiitrtrr  Hadagat:  liochtriebrt) 
Handrln  aU  Menarh  wird  denen,  dl«  iha  kannten,  anvt 
bic  i  be  u . 

Wien,  am  15.  «September  lftS& 

.Simon  Spitxtr, 
Su}i]>f*nt  der  Elementar«  und  höheren  MalHmaitt 
k.  k.  polytecbeiachce  Inalitute  aa  WT 


Leopold  Carl  Schal«  roi  Straarnitiki  wnraV  *a* 
31.  Mir*  IHM  an  krAau  geboren,  brachte  aeiae  er«te  JugeneWt 
in  t.alUM-n.  tbeiU  in  Zleeanw.  theila  in  Ntr>  au.  kam  in  ememi 
Alter  von  V  Jabrrn  narh  W  icn.  tiat  loa  tiymenatum.  lfter»iCa  ua  4*+ 
leiaten  tivmua**aM*laene  eprarb  er  dem  frotcoeor,  der  arme  VW 
lar  um  iiie  Wahl  ihran  künftigen  Beruf  ea  befragte ,  eutach»*^*'« 
den  Knt«<hlM««  au«,   er  aollr  »ich  ra  eirkta  anderem,  ala 


altoalttfte  er  mit  Aaoaeicbnung,  beanebl«  «oriugti«b  die  V 
•utiu'ro  der  Herren  Profeoa<»ren  v,  l«iltrew,  t,  II  au  *  »ftner. 
v.  Kttiagebaueee  and  Hembow.  ta  dernelhen  Zeit  länaa  aa 
+i>  %  anrb  in  dir  ('»llegire  Aber  j-rAlt*rbe  (•eonetrie         liiuktt  «i 

M.kan^er  jurmVaeV^V^^^       eTeVbr  einen"""  ilTahrtl«*  Jnm^ 
1 1 cur  oard  er  «um  Addenden  Cur  die  l^hrgegcuatlaac  der  hUta-o 
rajitik  und  |*h>»ik  bn  den  Her  ran  l*r  «fr       ee  v  Baumgartner 
( jettig em  «»trrrei* htarbea  r  inani  -  und  H«od«-l  «tu  i  «Maler i  and  Jenho 
b*-  *  teilt ,    and  trug  in  den  t  weiten  Abt  bedangen   dir»e  W 


cur  «u41rn  /ufrirdrabnt  der  .Studio  IfltU  I  •luakuM  au»l 
Lag  ra  ihm  rodln  b  im  Jahre  l*i7  mn  Hr«de*a»r  aW  Mall 
±n  k-  k.  1.^ « ma  in  l^tibarh  rrnanal  ra  «rtden  Hiee  gah  ee 
t»*k*tiJrm  auoaerordeatliche  \  vrleoungen  aber  habere  Math  mihk 
uad  pvt'uUre  A«tfvm>mie.  welibe  leUlrfra  L>e»<MKief>  n 
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fanden.  Die  Landwirthschaftsgesellschaft  für  das  Herzogth.  Krain 
erwählte  ihn  zu  ihrem  Mitglicde,  und  spater  zu  ihrem  Secretair. 
Im  Jahre  1832  reiste  er  zur  Versammlung  der  Naturforscher  und 
Aerzte  nach  Wien.  Zwei  Jahre  später  ward  er  zum  Professor 
der  Elementar-Mathematik  und  praktischen  Geometrie  an  die  Fran- 
zens-Universität  zu  Lemberg  befördert,  allwo  er  das  philosophi- 
sche Doctorat  ablegte,  und  das  Jahr  darauf  das  philosophische 
Decanat  versah.  Seine  dortige  Wirksamkeit  dauerte  nur  4  Jahre, 
im  Jahre  1838  ward  er  als  Professor  der  Elemeutar- Mathematik 
an  das  polytechnische  Institut  nach  Wien  versetzt.  Im  Schuljahre 
18**/43  trug  er  zum  ersten  Male  höhere  Mathematik  au  dieser 
Lehranstalt  vor,  und  dann  abwechselnd  ein  Jahr  Elementar-,  das 
andere  Jahr  höhere  Mathematik.  Nebstdem  gab  er  an  Sonn-  und 
Feiertagen  Vorlesungen  Ober  Arithmetik  und  Algebra  für  Schul- 
lehrer und  Handwerker,  dann  auch  über  den  Gebrauch  des  engli- 
schen Rechenschiebers,  musste  dieselben  jedoch  seiner,  fortwäh- 
renden Kränklichkeit  wegen  in  den  letzten  Jahren  aussetzen.  Län- 
gere Zeit  war  er  Mitglied  des  Österreich.  Gewerbvereins.  Im 
April  1848  ward  er  von  Seiten  des  polytechnischen  Instituts  zum 
Vorparlamente  nach  Frankfurt  a.  M.  gesendet,  besuchte  dann  in 
Heidelberg  den  von  ihm  hochverehrten  Geheimrath  Professor 
Schlosser,  und  machte  seine  Rückreise  in  Gesellschaft  mehre- 
rer anderer  Wiener  Abgeordneten  Ober  Cftln,  Hannover  und  Ber- 
lin. Im  Mai  1848  wählten  ihn  seine  Wiener  Mitbürger  (von  der 
Vorstadt  Wieden)  in  den  neu  geschaffenen  Geraeindeausschuss, 
in  welchem  er  vorzüglich  zur  Verbess  erung  der  Lage  der  Classeo- 
lehrer  (sogenannten  Schulgehülfen)  beitrug.  Im  Studienjahre  18*9/M 
begann  er  Vorlesungen  über  populäre  Astronomie,  sah  sich  aber 
bald  seiner  Gesundheit  wegen  genöthigt,  die  zwei  wöchentlichen 
Stunden  auf  Eine  zu  reduciren,  und  endlich  diese  Vorträge  ganz 
aufzugeben.  Die  auffallende  Abnahme  seiner  Kurperkräfte  wurde 
von  den  Aerzten  nur  als  Folge  seiner  übergrossen  Anstrengung 
dargestellt,  und  ihm  der  Curort  Gastein  angerathen.  Das  dortige 
Bad  wirkte  für  einige  Zeit  günstig  auf  seine  Gesundheit,  nach 
einigen  Monaten  stellte  sich  jedoen  seine  frühere  Schwäche  wie- 
der ein.  Zur  neuen  Organisiruug  der  Gymnasien  und  Realschulen 
ward  er  vom  hohen  Ministerium  fiir  Cultus  und  Unterricht  vielfach 
zu  Rathe  gezogen,  und  im  Februar  1851  zum  Coromissär  für  Ma- 
thematik bei  den  Gymnasial-Lehramts  Prüfungen  ernannt,  welches 
Amt  er  bis  wenige  Monate  vor  seinem  Tode  versah.  Im  Frühling 
1851  besserte  sich  sein  Gesundheitszustand  allmalig,  so  dass  er 
sich  stark  genug  fühlte,  der  Sendung  des  Unterricbts-Ministeriums 
zur  Welt-Industrie-Ausstellung  nach  London  nachzukommen.  Er 
machte  sich  dort  noch  ausserdem  mit  der  Einrichtung  der  verschie- 
denen Lehr-  und  Hildungsanstalten  bekannt,  vor  allem  interessir- 
ten  ihn  die  Adult-Schools  (Schulen  für  Erwachsene,  die  bereits 
in  einer  praktischen  Thätigkeit  stehend,  das,  was  ihnen  an  Theo- 
rie abgeht,  auf  diese  Weise  nachzuholen  streben).  Beinahe  alle 
diese  Anstalten  werden  in  England  durch  Private  (Gesellschaften) 
unterhalten;  es  lag  daher  auch  in  seiner  Absiebt,  unsere  Bürger- 
schaft und  vorzüglich  die  Wiens  durch  eine  Broschüre  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  und  einen  ähnlichen  Geist  in  ihnen  zu  er- 
wecken. Auf  der  Rückreise  hielt  er  sich  einige  Tage  in  Paris  auf, 
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bcrftkrlr  einzeln«  deoteche  St&dtc.  und  wir  in  Gotha 
der  Veraammlung  der  Naturforncher  xugegea.  Im 
gelange  er  nach  Wien  iurürk.  In  Man  d.  J.  wurde  er  »m 
auagex etrhncten  Wiener  Afite  von  der  daaigen  Hocharhale  aai« 
(jenaueate  unter  »u»  Ut,  und  dieser  anrät*  h  eebon  uinuM  die  mm  -t 
nungaloaiekett  »eine«  Zustande»  nun.    Durch  eine  «w  eckovle-M-K'« 
Diat  und  vollkommene  Schonung  blieb  er  no  %iel  nie  mJrgficn)  •«* 
l*eiden  «err»eh»nl ,  90  daa*  er  »elbat  noch  fort» tri rend  buftc. 
«ich  Allen  %nn  der  Wirkung  de«  \  i'ialaucr  linden  terencach.  Dort 
nnrb  II  Tagen ,  die  er  dort  zubrachte,  Mar  er  eine  l^enbc.  >rirna 
Krankheit  bcetand  in  einer  Entartung  der  Mieren .    die  in  im**m 
abnormen  Functionen  den  H-*rn  fort««  fahrend  mit  h.lnri 
gertrn.  allen  Organen  ihre  kraft  benahmen,  und  luleUt  ria 
gen  Ordern  herbeiführten.  Kr  atarb  am  0  Juni  \hii  nn  e»*np 
«och  in  \  «nlau ,  um  die  ecrh»te  Stunde  den  NachmitLaga. 
letzten  \Yorte.  beiliung  um  1 1  I  hr  V...M.  waren.  iuer»t  It«»*- 
ftl»*»r    auf    Befragung    »crnchralicb,    mit    Anetrenguag .    jr  •■  m 
mit    Hcdeutenhcit    geeitrof  heu  :     „  Alle    guten    (•rinler  Uhr» 
l.ottdrn  Herrn."—  Am  darauf  folgenden  rreita««  war  da*  Lwkre 
heganf  ui»t» .  au  dem  ungeachtet  der  groeaen  r  nlfcrn«ng  *oa  4  Mo 
len,  der  Dirertor  und  alle  Profeaeoren  dra  t>ol\  Irehoisrben  InaCtf» 
tee,    dann  »ine   »ehr  rehlreirhe  Aoiahl  von  Ntudirceden  h 
kamrn.  w  riebe  letrterrn  den  Karg  trugen  und  ihn  in*  Utmm 
nenkten.    Di' Tbeilnebme  war  K'<>»«  und  allgemein  für  der» 


Seine  Werke  in  cbroeologiecber  Onlmji>-  waren  folgende 


1)  |>ae  feradlmigc  Dreieck  und  die  dreieettige  l>> ramide. 

Hr  ufoner  lhj#. 

2)  rllemente  der  reinen  Matlt«  iiuiik  für  den  akademiarlM 
braurb  I.  Tbl.  Algebra.  Wien,  Ilrubner  IMI. 


3)  Klcmenle  der  r.  inen  Mathematik  für  den 

brauch  '2  1hl.  tieomeirle,  Wien,  lleubncr  1*13 

4)  .Neue  Mrlho  ie  tut  Aufuridung  reellrr  W  uirela  hu 

ri*t  her  («Icirbangcn .  Wirn,  Hcubner  IMJ. 

5)  Anleitung  mm  («f-braurlie  de»  engliarhcn  |{c«  Kr 

Wien.  Lohrmann  |Ktl 
fl)    Handbuch  der  beooudern 

Praktiker,  Wie«.  Gerold  IMI.    I  Aul  IM* 
?)    Handburh  der  Geometrie  für  l'raktikrr.  Wien.  t»eroW  1*00 
H)    Der   mathematisch  •  a*tr«»nomi»<  be   Thed    in  taalettt  •  Weti 
kande  (IÜ.  Aul.).  I*e»lh  bei  Hartlcbea,  nach  beaweM**» 
abfrdrurkt  (l*eatb  IM?./ 
V)    GruudJchren  der  Anahaie,  «crfaaal  tu  l«aibach  im  Jahre  tttfA 

litho^raubirt  IcU-f.  ia  Druck  gelegt  l*O0  bei  GevaU 
lU)    AnLn»  »gründe  der  Geometrie  an»  d*r  An»cb»«"tiC  WgriC- 
ma*»ig   abgcleitrl.   im  Aufträge  de«  I  nlerr»? htaaawi  *-i f 
rmma  Ar  die  I   GrtmmatltaMaaae  euegen*  bette« ,  W  ar«, 
IWI. 
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▼  OB 

Johann  Augusi  Gruner*, 

Profcscor  zu  Greifswalri. 
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Mit  drei  lithographirten  Tafeln. 
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Sa  m  m  In  n« 

trtgonom etri§rh er  li</ gaftrii. 

Von 

Willi.  t.nll<*nliAiii|i, 

Keytar  *>r 

Krete  Abtbeiluna; :    Kein  mathrmatinche  Aufgaben. 
Mit  rV™    «r  H.    brorh.    PreU  I  N*r. 

DU 

Kiemente  der  Mathematik. 

Vau  LrttLilcn  fflr  den  rnalbrmatiecben  Iriilrrricbt  nn  nynjuif 

und  IteaUchulen. 

Von 

W  <.nll<*lll4AIII|» 

Mit  Fifr-Taf.    gr.  H°.    PrcU  1 '/«  Tblr. 

In  nnterietchnetetn  Verlage  i»t  entrhirnen  und  empfehl*»  »m 
den  Herren  Lebren»  tor  Kiufubrun«  in  Schulen  auf  d«a  t  reundJ*  b»W 

C  Adam*. 

Geometrische  Aufgaben 

mit  besonderer  Rücksicht 
nur 

geometrische  CoristrtU'tion. 

Mit  II  Kupfrrtj/rln 
|rr.  H*.   geb.  Prn»:  J  'I  Mr.  »drr  3  fl.  13  kr  rhnal 

Himcrthur,   fttrloer  \«  br  ItucbhniMlIw*. 

Der  Partieprci»  für  Schüler  wird  um  ein  llcdcu 
tende«  pro  Kxcniplar  berabftenetzt,  ao  *ic  im  Fall  drr 
Kiofuhrung  uojtc*  ähnliche  \orthri!e  prbuten  ttcrdcm. 

In  allen  Becbbandluagen  Ut  ju  babrn : 
A.  l**t+\  (Ittrertur  ao  der  .HrmmUr     «nd  rtmim  ftdrrrenrbnle  » 

Lo^irithmotcc'hnik 

m.  d.  Anwendung  d.  Logarithmen  auf  d.  I.rbeti.  Necb  d 
engl.  Schrift  v.  B>mr  u.  narb  d.  r  raiu   %.  korjlrk  NrbwJ 
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lieber  das  katoptrisehe  und  dioptri- 
sche  Belenchftingssystem  für  Iieucht- 

thürme. 

Von 

dem  Herausgeber. 


i. 

Einleitung. 


Die  ältesten  Leuchthflrme  wifrden  wahrscheinlich  bloss  durch 
freie  Fener  erleuchtet,  ohne  Anwendung  irgend  eines  besonderen  opti- 
schen Apparats.  Der  berühmteste  Leuchtturm  des  Alterth ums  aulder 
Halbinsel  Pharos*)  vor  dem  Hafen  von  Alexandrien,  wel- 
cher im  Jahre  283  v.  Chr.  G.  von  Sostratus  erbaut  wurde  und 
531  Fuss  hoch  war«  wurde  wahrscheinlich  durch  ein  blosse«  Holz- 
leuer  beleuchtet,  das  14700  Rheinlandische  Ruthen  weit  sichtbar 
gewesen  sein  soll.  Freilich  hat  man  aus  einer  Stelle  des  Pli« 
nius,  wo  derselbe  von  der  Verwechslung  des  entfernten  Feuers 
mit  dem  Lichte  eines  Sterns  spricht,  schliessen  wollen,  dass 
schon  damals  Lampen  gehraucht  wurden,  doch  ist  so  wenig  Zu- 
sammenhängendes und  Zuverlässiges  über  dieses  von  den  Alten 
ftir  ein  Weltwunder  gehaltene  Gebäude  bekannt,  dass  sich  darüber 
etwas  Gewisses  nicht  sagen  lässt.  Der  Thurm  war  aus  einem 
weissen  sehr  harten  Steine  erbaut,  und  mag  1600  Jahre  gestan- 
den haben.  Die  französischen  Gelehrten,  welche  Napoleon  nach 
Aegypten  begleiteten,  berichten  in  der  „Description  de 
I'Egypte",  dass  noch  eioige  Pfeiler  des  Thurms,  vielleicht  die 
Reste  eines  Theiles  der  Gründungen  oder  Vergrüsserungen  des 
Plateaus,  auf  welchem  das  Gebäude  stand,  bei  ruhigem  Meere 
unter  dem  Wasser  sichtbar  sind**). 


•)    Jetzt  Faxillori. 

**)  Ich  entlehne  diese  Notizen  aus  dem  Werke:  Ueber  Leucht- 
thürrae. Nach  englischen,  französischen  and  deutschen 
Quellen  bearbeitet  tob  A.  Heu,  Ingenieur  in  Göttingen. 
Berlin  1851.  S.  11.   Nach  der  Encyclopedie  methodiqne.  Ma- 

Theil  XIX.  17 
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Ween  man   einen  besonderen  ootiachen  Apparat  in  An« 

irhlum 


duug  bringt .    ao  muu  de«»*  n  r.itirichtong  immer  auf 
j£ # jf? ä fi t\ t* t  " crtJtti t   tlä»*«*  i*f  aJIip  %on  ftfictu  l^tittitt'f*' tl«*ti  f^uti^tc, 
«on  einet  reckt  sweckmiaaig  eingerichteten  iLampe ,  au»j 
Lirhutrahlen   entweder   durch   liefleiio«   oder  durch  Itefreet»»« 
in  eine  aol«  he  Laer  bringt,  daa»  dieselben  aJimmfli<h  nach  para«V 
lele«   Nirbtungen  fortgeben,  und  natürlich  dureh  eine  gee»g»-eie 
Stellung  de«  Apparat»  auf  jeden  beliebigen  Punkt,   der  erlern** 
Ut  werden  «eil.  gerichtet  werden  können. 

Die  katoptri»cbeu  Apparate  bestehen  allgemein  au«  parab*e* 
•eben   HohUpieger» ,   in  deren  Brennpunkte  »ich  die  Ump«*  be- 
findet ,  nnd  gründen  airh  auf  den  bekannten  Sali  «on  der  Pi 
bei,  da*»  jeder  von  ihrem  Brennpunkte  auagehende  Nadiaa  ve* 
gegen  die  Parabel  nnter  druiaeibcn  \S  mkel  geneigt  Ut.  wie 
durch  den  Punkt,  ia  welchem  die  Parabel  von  dem  Nadwta  «e* 
gctrofiVn  wird,  mit  der  Ate  iler  Parabel  g«-mg«»ne  Parallele,  wei- 
cher Nat*  eigenlli«  h  nur  ein  besonderer  Kall  de»  bekannten  .> 
von  der  KUipae  i»t .  da»«  alle  aua  dem  einen  c 
in   einer  i  iii|  *r    -<n»,.<  im  nur  f  rrinrrn  »on 
bekannt '  u   L  (lt«ptn».      f.    <t>undgeeet/e  *o  refle«  tut  arrdea 
aie  in  dem  anderen  Brennpunkte  der  Kllipae  »t«  h  aammtl«*« 
wieder  mit  einander  t  ereinigen.    Ufr  «tierat  paraboli»«  be  St—r  get 
rur  Heleu«  btung  der  Leu«  btt hilrme  angewandt  hat,   Ut  «teilt  r*" 
na«  bekannt;  nach  William  Hutchinson  »«dien  aie  arU  im 
ITttf  bei  «ier  l,euc  btfeu^r«  tu  Hidatone   und  llevl»«« 


in  Anwendung  g**bra«  ht  worden  »ein;  in  Krankreich  »oll  aie  T  e  «  . 
lern  *«er»t  im  Jahre  l?M  empfohlen  hatten .  nnd  von  dem  aar« 
rühmten  linrda  wurden  au»  plattirtem  Kupferblech  vert 
m  auf  dem  l^wrhtfburme  «an  t  ordou  a  n  am  I« 
ange*»r  «In*- 1*  §".a  kann  hier  natürlich  nicht 
airht  »ein.  die  oben  erwähnten  allgemein  bekannte« 
den  kege  Urb  tut  trn  tu  bewet»«*n  und  n"»her  in  erliutern.  I 
ateht  aber  d»e  in  mathrin.it»»«  her  lieaiehung  intereaaawte  I  n 
von  allgemeiner  .Natur  ,  ob  die  Lllipae  d»e  einaig«  t  orte 
welche  dm  Ligeemrfeaft  hat.  alle  enn  einem 
Strahlen  durrh  keieiion  nach  dem  bekannten 


anntew  kato| 

w »awirr    in    nnrtn   und  «lemoethen   Pnwkte  tu  %eee»t> 
ea  nu  bt  no<  b  andere  dieae  Ltgenecbaft  he*it*r«de  t  «e» 
ren   gteU.    IIa  mir  nicht  bekannt  i»t.    daao  diese  f  rage 
völlig  genügend  beantwortet    worden  aei.   en  < 
genden  gaoi  im  Allgemeine«   eine  %  otl»<aod>ff *» 

»-il.rr,    m  m    i.f.       Ii  -  i         m  >.    Mi    «!:,  .rr      V  I ,  I,  ,  r  i  r  tu  i  ,       tr.r.  -  ^» 

liger  /•»*•«  k  bei  der  Betrachtung  ilea  katoptriftrhen  Heirate ht«»x"» 
•\aleaaa  i»t .  >la  alle*  I  •  brige .  *«aa  über  «'iea>«»«»  >«  »lern  tm  b<  n>« 
km  wäre.  aUeemnn  bekannt  i»t  ,  und  m«  dergleichen 
llmge  hier  eicht  wiederholen  will 

llioptriaehe  IMewc  «longa  »pparwf«  at«d  i«at  nrlvwi 
ITT3  im  <  »ndorcet,  im  Jahre  l*»ll  «on  Hrew  ater  eu»pi'<.'hWa 
wnrrlrn.  aber  d<>«  h  erat  In  Anwendung  grlnaamen  ,  ala  der  be- 
rühmte I  reaael  im  Jahre  |h.*J  «eine  »"gcnanale«  t*«ly  •  •««!- 


riaa.  T.  III.  Art  f  bara 
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Linsen  erfand.  Fresnel  gab  in  diesem  Jahre  über  sein  neues 
Beleucbtunessystem  eine  jetzt  selten  gewordene  besondere  Schrift 
unter  dem  folgenden  Titel  heraus:  Memoire  sur  un  nouveau 
Systeme  declairage  des  phares;  par  Bf.  A.  Fresnel, 
Ingeoieurau  corps  Royal  des  ponts  et  chausse'es.  Paris. 
1822.  4.  Diese  Schrift  enthält  aher  nicht  das  Geringste  über 
die  mathematische  Theorie  der  Polyzonal-Linsen,  so  instructiv  sie 
auch  übrigens  in  anderer  Rücksicht,  namentlich  in  Bezug  auf  das 
eigentlich  Praktische  der  Beleuchtung  ist.  Eine  andere  Abhand- 
lung von  Fresnel  soll  sich  in  den  Schriften  der  Societe  pbi- 
loraatique.  Ann^e  1822.  p.  123.  befinden,  welche  wahrschein- 
lich mehr  über  die  mathematische  Theorie  enthalten  wird,  die  ich 
mir  aber  bis  jetzt  nicht  habe  verschaffen  können.  In  den  physi- 
kalischen Lehrbüchern,  auch  in  dein  Treatise  on  Optica  by 
Brewster.  New  edition.  London.  1831.  p.  323.,  finden  sich 
nur  ganz  oberflächliche  Bemerkungen  über  die  Polyzonal-Linsen, 
und  selbst  in  der  neuen  Ausgabe  des  Gehler'schen  physika- 
lischen Wörterbuchs  kommt  Überdieseiben  nichts  weiter  vor, 
als  die  ganz  kurze  und  wenig  genügende  Notiz  im  Artikel  Brenn 
glas.  Tbl.  I.  S.  1209.  Die  neuerlich  erschienene,  schon  oben  er- 
wähnte Schrift:  Ueber  Leuchttürme  von  A.  Hess.  Ber- 
lin. 1851.  4.  liefert  allerdings  die  mathematische  Theorie  die- 
ser Linsen  mit  der  ausdrücklichen  Bemerkung  (S.  48.),  dass  die 
entwickelten  Formeln  von  Fresnel  herrühren.  Die  Schrift,  aus 
welcher  Herr  Hess  seine  mathematische  Theorie  geschöpft  hat, 
ist  aber,  wie  es  wenigstens  scheint,  das  wichtige  Werk :  Account  of 
the  Skerry vore Light bouse,  with  Notes  on  the  illumi- 
nation  of  Lighthouses.  Edinburgh.  1848.  von  Alan  Ste- 
venson über  den  berühmten  Leucbtthtirm  auf  dem  Skerryvore 
Felsen  auf  der  Westseite  von  Schottland,  welcher  von  dem  be- 
rühmten Verfasser  des  Werks  im  Jahre  1838  erbauet  wurde,  nach- 
dem schon  früher  Robert  Stevenson  den  Skerry  vore  Rock  mehr- 
mals auf  amtlichen  Reisen  besichtigt  hatte.  Die  von  Herrn  Hess  ge- 
gebene mathematische  Theorie  leidet  aber  an  grosser  Unklarheit, 
so  viel  sich  urtheiten  lässt,  auch  an  Ungenauigkeit,  so  dass  man 
in  der  That  fast  zweifelhaft  wird,  ob  Herr  Hess  diese  Theorie 
selbst  vollständig  verstanden  hat;  und,  so  gern  ich  auch  das  Ver- 
dienst der  Schrift  in  praktischer  Beziehung  anerkenne,  da  in  der- 
selben Vieles  gesammelt  ist,  was  ohne  dieselbe  der  Architekt  in 
vielen  anderen,  oft  schwer  zu  erhaltenden  Werken  mühsam  zusam- 
mensuchen mü'sste,  so  glaube  ich  doch  nicht,  dass  die  gegebene 
mathematische  Theorie  irgend  wie  geeignet  ist,  ein  wirklich  kla- 
res Verständniss  der  Sache  zu  vermitteln.  Hierdurch  bin  ich,  für 
die  Sache  selbst  mich  lebhaft  interessirend ,  veranlasst  worden, 
zunächst  eine  strenge  mathematische  Theorie  der  Fresnel'schen 
H  aupt- Polyzonal-Linsen  mit  aller  mir  möglichen  Deutlichkeit  im 
Folgenden  zu  entwickeln,  um  so  mehr,  da  sich  in  den  gangbaren 
physikalischen  Werken  gar  nichts  irgend  wie  Genügendes  über 
diesen  Gegenstand  findet.  Ausser  der  Theorie  der  Haupt -Poly- 
zonal-Linsen, die  übrigens  auch,  wie  wir  späterhin  sehen  werden, 
als  secundärer  Beleuchtungsapparat  benutzt  zu  werden  pflegen, 
werde  ich  auch  noch  die  Theorie  der  secundären  Beleucntunes- 
apparate  entwickeln,  die  jetzt  wohl  den  meisten  Beifall  gefunden 
haben. 
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II. 

Da«  k atoptrlache  Beleuchtung sarete m 

Narh  d*ra .  vu  in  der  Eiitlritung  k**-^!  *«irdrn  \ 
wir  nie«  j*t*t  die  folgende  Aufgebe  aiffoulu*ea  ret  »u«  h«n : 

l>ie  (  irffA  so  bestimmen,  welche  die  £i«*n*chnft 
beeilten,  deee  eiealle  aoe  einem  und dcm»el  Wen  Henkle 
idMfvIif ndt  l«icbtatrablen  necb  d*m  bekannte«  bat 
eptriacben  Ge»etae  *o  refleetlree,  des*  eieb  diesel- 
be« necb  der  lieMeiioa  wieder  •immClirb  in  einem 
»od  demeelben  Punkte  vereinigen. 


W  'it  lci»*n  nn«cr«*i  Il*tr*rhtuitir.  t in  tn  M* inkltge*  t  o*>rdi«*l 
analem  d«r  xjß  te  (»runde,  n«d  nehmen  di*  gerad*  Linie.  •  < 
dtifrh  Im  \ru<  M<  t.dm  Punkt,  von  welchem  die  aanm.t!..  hro  * 
entgehe«,  nnd  derch  den  Punkt,  in  w  riebe»  »ich  die.rlbci 
der  fieuVitori  an  der  gr*wcMrn  t  une  «ieder  •emmtltch  mit  «*e> 
AoJrr  »#rriniyen.  seht,  al*  Alf  der  jr  an.  Die*  i  nceiitgrartjl. 
»rir ii  mjü  di*  t  «Kardinal«»«  dea  Punkt**.  v*w  dem  di*  »inimlli«  W« 
Strahle*  *u*t*bm.  und  ft.O  **t*u  die  i  txrfdinalm  dr*  P«*>kl«v 
in  «eb  b*«  d.c**IWe  ne<  b  der  UaftViion  en  der  gerbte«  <  «n* 
mtk  «4i«eitltcb  «i*d*r  mit  einander  tereinif*«.  ferner  e**c*  s. 
m  die  t  t»*riiia*t*n  tre;*«d  einen  beliebig*«  Henkle*  in  d*r 
len  i  er»*.  Iii«  (»Inrbong  der  Nomial«*  '(er  gemocht*«  t  «r»*  *a 
«Um  Punkte  (j-*>  »*l.  wenn  Mb  die  lautend*«  loordiuat*«  «Nnreb 

OJ,  e  beaCM  bt»*n ,    bjch  de»  l*ehfrri  dr?  bübef*n  t»roaj*liK?: 


Ahm  k.ben  «U.  da 

t^Hn  g***n  di*  Nurmal*  in  d**a  Pu»ht*  <m' 
Vt  mkei*  geneigt  *i«d ,  u«*h  riacr 

[t 
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y  ,  y    .  dx 

x—a  '  jt — 6  '  jjy 


,  —  • 


Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen,  so  kommt: 

x—a^dy     x—a'x—b'dy  x—b'K,dyJ 
y       dx        y       y     dx       y  fdx~\* 


woraus 


_y  y_      r _jl  T3x V, 

a     x—b     '   Vjc — a  x — bJ'VJhjJ 


<D'=- 


ergiebt,  was  offenbar  ungereimt  ist.  Daher  moss  man  in  der  obi- 
gen Gleichung  das  untere  Zeichen  nehmen,  und  erhält  also  die 
folgende  Gleichung: 


dx  y  dx 

 +  dy 

dx  v      dx ' 


1— ^  *  Jy  l~x^b  •  % 


3) 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

y       dx       y       y    dx       y  /Bx\* 
^o"+  x-ax-b'dy-x-rb'Kby) 

 y  dx       y        y     dx       y  fdx\* 

x—b     $y    x — a'x  —  b' Sy  *  x — a'\.dyj  ' 

also,  wie  man  leicht  findet: 


2  u_  y 

r8j?V      2  X-6  dx 

VyJ      y  ,  y  "fc 


» 
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II. 

Daa  k  atoptrlacbe  Releeefetone;  aayatrm 

Narh  d*m ,  waa  in  der  Kietoiteeff  p*aaß;t  wnrdee  Ul.  »©U*-i 
wir  atee  jetat  die  f«ltr*ndc  Aufgabe  atifaulu»ee  rer»u<h«-e: 

Di«  Cerven  ae  beafiaamee,  welche  die  fciej'ear  bad 
beaitaea,  daaa  aiealle  an  einem  uo •!  deemel ben  Heek i« 
iiik^rlirndt   Lichtitr-ahlri)   nick  d»m  lirk  amtf  ■  bat- 
eptriacbea  Ge»etae  ee  refleciiree,  da««  eicb  dieeel 
bee  eacb  der  Keflriion  wieder  •  um  t«  t  Ii  c  b  ie  eieeei 


Wir  !rtf»n  unterer  lietr«<h  tun  ff  ein  rechtwinklige«  l"oordta*t«e> 
e^ateai  der  Jy  ae  (»rende,  mm)  nehmen  die  gerade  Linie,  «riete 

titifr  b  den  Iroi  ht«  udm  Punkt    r*e  Welchem  die  »iiimitli«  h*-t>  Ntr*kv-^ 

■et«ebe«,  eud  derrb  dee  Penht.  ie  welchem  »leb  dir«- Iben  ne*t 
der  HewriM»n  aa  der  gewuchten  tune  wieder  »aramtlich  m*t  e«a> 
«»«irr  »efeinigen.  gebt,  al»  Ale  der  .r  an.  Ute«  iw4it<i>trUt 
iren  ejO  die  4  «»ordinetre  de«  I'unLlr«,  ?*te  dem  dir  •Amrvtfif  i 
Strehlen  auatrebm.  and  A.U  eeiea  die  4  uoidinelen  d»a  l'nwilaaK 

•*  b  •«meitltcb  wieder  etil  einander  ««reinigen,  ferner  «e«*e  m. 
e  die  4  wor dienten  irgeed  einen  beliebigen  l'enkle«  ie  der  gateibl. 
lew  4  «h«.  Iii«  (»Irtrbeng  der  Normale  der  gr*wrhirn  4  er«*  «e 
dem  l'eekre  (xy)  »•!.  wene  wb  dl*  leeienden  t  ««»f  din«l*w 
m.  r  l»eir*<  bnm .  n*rh  den  l^hffu  drr  logieren  4«rua»rtr»c 


f  -       y^#<«  — x). 


AUo  h*W.  wir.  de 
«»■Hf*  geg*e  die  \a*»*U  ie  dn 
itieheif«  geneigt  «tad.  neck  ri»er 
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y  ,  Bx         _y_  . 

ar— a     By  ,     x—b  '  By__ 

,  JLJp        1  ' 

x — a  dy  x  —  b  oy 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen,  so  kommt: 

y    ,  Bx  _  _y  g_  Bx  y_ 

x — a      dy     x—a'x — b  ' By  x — 6  V^ByJ 

-A+&-A  At-AC^ 

worau«  sich 

ä7^a~~  x—b~  ~~  CäT^ä""  x — b)  '  Oy) 

also 

CD'=-' 

ergiebt,  was  offenbar  ungereimt  ist.  Daher  mnss  man  m  der  obi- 
gen Gleichung  das  untere  Zeichen  nehmen,  und  erhält  also  die 
folgende  Gleichung: 

dx  y    .  Bx 

dy  l~~x~-3>  '  By 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich : 

y  .  8*         _jl  8jr_  /?*V 

_    _jr  &r      y       y    Bx  +    y  T—^* 

x—b     Sy  +       a'ar  — 6'  Sy     x— a'  \.ByJ 

also,  wie  man  leicht  findet: 

i-  *  " 


(9*^ka  „  x  — a  3T— o  Bx__i 
ByJ  ~     y  .  y  &y~~ 
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lJt*\  man  äi+**  qu^4r«li»rh«  («Itlchveg  in  IWru«  mmi  d+m  m  ifev 
» orkoMM«  ntleo  Difirrmtlftlquorienlcn  *l*  allbekannt«  (»r  m4 
g*«Obf>li<be  W#t»c  nof,  no  «rbilt  iu 


fe"«-i:,"***V"i»»(Ä),iii»u*),i 


.eUej.Ut 

un(i  urhme  9,  f  itrv  p»>*itiv  arid  nrgAÜT .  ah 
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2T 


ötanc:<p     x — b  c.i      u  —  « 


dtangi//     a:— a't?y 


folglich  nach  dem  Obigen: 


«hu  pi*)/;! 


sin(y  -f  t/j)  tangq? 

♦on^    C08  (y-f  t^)J;l   

vtougy      uutgiy  — SiiHy  -f-i/ij  tanir*  n£ 

cos(9  +  ^)J;l  ör 

ctaog^/ 

tangy     cosip    $in(y  *f  tfr)cogy  —  cos(y  +  ^)siny  J-  siny 
tangif;  *  cosy  *  sin(g>  +  ^/)costf;  —  cos(9?  +  ^)sint^:f  sirn^  ' 


d.  i. 


aUo 


Aber 


dtangy      ainycost/;2  aintfr^singp 

dtangij>~  sin^cosy2'  sin 9  -fein^f/' 


dtangqp   sinqpcosi//2 

dtan«^         sinij/  cos<p2 


dtangy  cos^*  B<p 
atang^^cos^'ä^' 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


oder 


ainy 


sin<j>~  ^  aintp 


Integrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten,  so  ergiebt  sich; 


Digitized  by  Google 


24* 


/ZW 


IIB 


Ist  f  w  dl  t^  I .  ^  JmImi 


r«.  Wertb  K.bro  kann,  r -  Ojf^h 


flrn  inuM,   icoofrrn  C  »inen  «ndlu  hm  •«•Hin  br»t 
Wrrth  babrn  »oll ;    m»  «rb&Jt  tost»  tua 
Form«!  «Uf  liilr-ralrrt  huunt  : 


4  \. 


I  f  tu»'» 
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V'<i)*-'  .VMS?*' 


=  c2 


oder: 


Legen  wir  nun  den  Anfang  der  Coordinaten  in  den  Punkt,  in 
welchem  die  Axt  der  x  von  der  gesuchten  Curve  geschnitten 
wird*),  so  ist  für  .r  —  O  auch  y  =  0,  und  nähme  man  nun  in  der 
vorstehenden  Gleichung  die  oberen  Zeichen,  so  erhielte  man 
c2  =  0,  also  c=0,  was  nach  dem  Obigen  nicht  zulässig  ist;  da- 
her muss  man  in  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  unteren'  Zei- 
chen nehmen,  wodurch  man  die  Gleichung 


erhält.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  weil  för  x=:0  auch 
y=0  ist: 

.  0 

Nun  ist  aber  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  för  der  Null  sehr 
nahe  kommende  Werthe  von  ~ß- 


x — a  x — 6 


*)  Gäbe  es  keinen  solchen  Punkt,  ao  würde  eich  die«  von  selbst 
als  ein  Ausnahmefall  herausstellen. 
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also»  weil  gleichzeitig  x=0,  y  =  0  ist: 

1 

Folglich  ist  nach  5) 

*"'VKsyr+'»VHti)r-» 

»der         y   ,)'!  I  '..•■<'!  l. :J 


7/ 


welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 

Ffibrt  man  aber  die  Multiplicationen  aus,  so  erbalt  man: 


l/oftrfrirt  man  auf  l.e,.Jrn 


0(?nn  fuafi  nvn  wleil?r  äuf  Heiden  Sailen  fiua'lfift, 
»14  h   na«  h  lr»f  htrf  Krrhnuiic  «Iii»  (  Iri«  hon»»  - 

•■  »«•!U.)T"C'1)":i+C-'.),L"(r'.),l 

oder 

-«'-»«••cycw- 

oder 

-  4»)  V 

=   b«V:»«M*j<x-.;«  ■•io^x-e^x-o)«,  •*! 

«rifkr  Cflritbuti  *  oua  ln<  bl  auf  J»r    I\j|irrft*!r  I  >>m  b«inr1 

y4        u*-6v  *  > 


NH»:#»(i  ü«-i»fi    4i«^i  A)«-4«ii~o> 

V-4V 
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Lust  man  nun  diese  Gleichung  wie  eine  gewöhnliche  quadratische 
Gleichung  auf,  so  ergiebt  sich: 

*■= I  abUx-a^H'-b)*}  ±  (a*+b*)(x-a)(x-b)  | . 
FSr  x=0  erhält  mao  hieraus 

S*  =  (jri^a  I  «*(«»  +  b*)  ±  aHa*  +  6«)  | , 

und  da  nun  fflr  x  =  0  auch  y  =  0  sein  soll,  so  kann  man  offen- 
bar bloss  das  untere  Zeichen  nehmen,  d.  h.  es  ist 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

Aab  I  a(a: — a)  —        6) )  I  b{x — a)  —      —6)  } 

welches  jetzt  die  Gleichung  unserer  gesuchten  Curve  in  der  ein» 
fachsten  Gestalt  ist. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

Sollen  nun  die  reflectirten  Strahlen  sämmtlich  der  Axe  der  x  pa- 
rallel sein,  so  muss  6  unendlich  gross  angenommen  werden,  wel- 
ches die  Gleichung 

9)  y^-Aax 

giebt,  und  zeigt,  dass  die  Curve  eine  Parabel  mit  dem  Parame- 
ter 4a  ist,  in  deren  Brennpunkte  sich  also  der  leuchtende  Punkt 
befindet,  welcher  die  Strahlen  aussendet. 

Nimmt  man  den  durch  die  Coordinaten  ^(a+o),0  bestimm- 
ten Punkt,  welcher  in  der  Axe  der  x  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  durch  die  Coordinaten  a,0  und  6,0  bestimmten  Punkten 
liegt,  als  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  parallelen  Coordi« 
natensystems  an,  in  welchem  wir  die  Coordinaten  auch  durch  x, 
y  bezeichnen  wollen,  so  muss  man  in  der  Gleichung  7)  für 
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AU«  Man  fÖr 


l 


itiuaa  man    l«#M*hiihv  alt  ria#  trtipn  ' 

D^-rc«  *lrd  dl«  CleitW*  7) : 


U-  \(m  j.t!  :/|  !(•  Mi: 


4  L 

f*    ~~  M  4.» 


--  »Ii-' 

Au»   ijir-A^f  (»Iri«  httlkf   rf^irbl   *irb,    4x*t   tlW  ('iriff  fin*  |  ilajaa# 
•rief  nta>#  |f  n^f  fc^l  1*1»    J^fkÄfti     m  »i  iitt«|  A  flr^tc«^  tt^rf  ajai^l4»> 
i  hf  \  oca*4rW«i  W*W  ■     St»«  ftlkfralrM  mm  «b^r  *»f  4«*  .V»*!, 
«Jj»#  *       n*fi  «{rftVtiatfi  )m   rtjjriillirhrti  Ämfc# ,  m  da.*a  fc 
•W  •       4««  Ma  rf«t«tt  I  «M»rdtf»atrea«/«t*A#  <J«jfcb  da»  I 

•a  4m  m  4mm  im  (  *tdnKfM^«M  «Wb  4w  f» 


Digitized  by  Google 


255 

ordinaten  6,0  bestimmten  Punkte  nieder  zusammenkommen,  nur 
dann  die  Rede  sein  kann,  wenn  a  und  6  gleiche  Vorzeichen  ha* 
ben.  Daher  bleibt  uns,  ausser  der  Parabel  in  dem  obigen  beson- 
deren Falle ,  von  allen  unserer  Aufgabe  genügenden  Curven  nur 
die  Ellipse  übrig,  deren  Gleichung  nach  dem  Obigen 

I 

ist.  Nehmen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  der  Kürze  wegen 
a  «nd  6  beide  als  positiv ,  so  sind  ~  (a+A)  und  VSZT  die  beiden 

Ilalbaxen  dieser  Ellipse,  und  der  Ausgangspunkt  und  Vereini- 

§ungspunkt  der  Strahlen  sind  offenbar  die  beiden  Brennpunkte 
erseihen  in  der  Axe  a  +  6,  weil  die  Coordinaten  des  Ausgangs- 
punktes und  Vereioigungspunktes  im  zweiten  Systeme  nach  dein 
Obigen  .  , 


iL  b. 


+      «nd   6-j(a  +  6), 


+  i(a  — 6)  und  — 


also 


sind. 

Unserer  Aufgabe  genügen  also  wirklich  keine  anderen  Curven 
als  die  Parabel  und  die  Ellipse,  erstere  in  dem  aus  dem  Obigen 
bekannten  besonderen  Falle. 


III. 

Das  dioptrische  Beleuchtungssystem. 
Hauptlinsen. 

Schon  Descartes  hat  in  seiner  Dioptrik*)  gezeigt,  wie 
elliptisch  oder  hyperbolisch  gekrümmte  Linsen  zu  coostruiren  sind, 


*)  Renati  Dee  Carte«  «pecimiaa  Philonnphiae:  tea  Disiertatio  de 
methodo  recte  regendae  rationi«,   et  veritati«  in  ecientiis  inveatigandae : 
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weiche  alle  tun»  einem  und  ilem«e0>ea  l'nnkte 


pnrnlleJ  nind.  Haben  nach  diene  L 
*» rfrfi  drr  N<h  wir  ritt  keil  Ihrer  prakf»«rhen  Anafhhrunt;,  eim>  n>i»*V 
liebe  Anwendung  nie  gefun<lrn  ,  »o  nebnint  doch  elnr  k»r«r  \ 
ül»cr  ihre  f  nwi»tnirtlon  an  dir»em  Orte  nicht  gen»  Miweflmi**«; 
tu  »ein,  welche  Ich  daher  jetit  gebt«  «rill. 

In   Fig.  I.  «ei  Ober  der  IfannUie  AB    mit   den  Hn« 

Senkten  /*  nnd  ^  eine  Uli ip»e  be»chn«  l>en,  «reiche  iwei  beere 
ledi» ,  ein  aaaaern»  and  ein  Inneren,  ron  einander  l« 
l>ae  Brechung**  erhalt»!»»  für  dm*  au»»ere  und  da»  innere  Mr 
•ei  »  I  l>ie»em  Brechung m  rrhi»ltiü»»e  sei  dm*  Verhalt»**» 
.4*;*/ gleich,  nn  dann.  "enn  wir  die  halbe  Hauptaar  Uer  El- 
lintf  durch  «.  ihre  Kirenlricttal  durch  e  beaefcboen, 

e :  r   ■  u :  I 

Int.  Int  nun  MN  ein  per» Irl  mit  der  Ate  AB  HnC*K>n<l~  «*~ 
K  (lipon  in  iV  treffender  Strahl,  »o  hfhaupfr  u  h ,  d***  >Im»#H» 
in  .\  •«  erbrochen  wird,  da*a  der  gebrochene  Strahl  A'/'  dnrrh) 
den  Brennpunkt  /'  der  rltipe*  gehl.  I  n  dien  in  bewen» 
»an  »ich  die  Normale  A\>T  der  Mipn*  in  dem  Punkte  A 
gen,  eo  haJbirt  die»«?  Normale  nach  einer  bekannten  Kigei 
iUr  £llip»e  den  Winkel  /AV.  end  nach  einem 
trtnrhen  N»Ue  babert  wir  alae  die  Proportion 


»ich 


Nr  i  >/:  rk  i  /"A'  a# ;  rk. 


taru.-iu-.e  xr-.rk. 


Nr-,  rk  m  :  I 


etfiebt.     Berechnen  w»  nun  dm  Winkel 
Winkel  /WA  durth  «.    *o  i.t .    «eil    VA  mit  .<JJ 
•  =  ^JA.V  »Iw.  i.  |w.k  /AA 
metrischem  S+Ur 


yr  #  A  =  ainn 
folglich  nach  dem  Ubiern 


rw»    e4    M«u«ea.     AüüfUiMi.     i#.t.  4*. 
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Ist  also  o  der  Einfallswinkel,  so  ist  0  der  Brechungswinkel,  wor- 
aus mittelst  des  Vorhergehenden  der  zu  beweisende  Satz  unmit- 
telbar folgt.  -Umgekehrt  wird  also  auch  jeder  aus  F  ausgehende 
Strahl  FN  in  Di  so  gebrochen  werden,  dass  der  gebrochene  Strahl 
MN  der  Axe  AB  der  Ellipse  parallel  ist. 

In  Fig.  2.  sei  Alles  wie  in  Fig.  1.,  nur  habe  jetzt 
der  einfallende  Strahl  MN  eine  solche  Lage,  dass  er,  über  N 
hinaus  verlängert  gedacht,  durch  den  Brennpunkt  F  der  Ellipse 
geht.   Dann  ist  ganz  wie  vorher 

]SF:FK  =  n:\. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  MJSL  wieder  durch  o>,  und,  indem 
wir  uns  durch  N  mit  AB  die  Parallele  NFt  gezogen  denken,  den 
Winkel  FlMC  durch  0,  so  ist  Ö=^AKN,  also  im  Dreieck  FiVK 
nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze 

NF:FK=  nnfiiato», 

folglich  nach  dem  Obigen: 

sin  to  :sinö=l  :n . 

Denken  wir  uns  jetzt  aber  die  beiden  brechenden  Media  mit 
einander  verwechselt,  so  dass  das  innere  und  äussere  resnective 
das  äussere  und  innere  wird,  so  ist  offenbar,  wenn  to  der  Einfalls- 
winkel ist,  6  der  Brechungswinkel,  und  der  Strahl  NN  wird  also 
in  N  nach  NFl  gebrochen ,  welche  letztere  Linie  nach  dem  Obi- 
gen bekanntlich  der  Axe  AB  der  Ellipse  parallel  ist. 

Fügt  man  nun  zu  dem  Vorhergehenden  noch  die  Bemerkung, 
dass  Strahlen,  die  aus  dem  Mittelpunkte  eines  zwei  beliebige 
brechende  Media  von  einander  trennenden  Kreises  auf  diesen 
Kreis  fallen,  an  demselben  gar  keine  Brechung  erleiden,  weil  alle 
Halbmesser  eines  Kreises  auf  demselben  senkrecht  stehen,  so 
wird  ohne  weitere  Erläuterung  unmittelbar  die  Wirkung  der  fol- 
genden von  Descartes  angegebenen  Linsen  verständlich  sein. 


In  Fig.  3.  sei  über  AB  als  Hauptaxe  die  aus  Fig.  1. 
bekannte  Ellipse  beschrieben.  Wird  nun  aus  dem  Brennpunkte 
F  als  Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen  Halbmesser ,  der  nur  klei- 
ner als  FA  ist,  ein  Kreisbogen  GH  beschrieben,  so  entsteht 
durch  Umdrehung  der  Figur  um  AB  eine  Linse  GAU ,  welche 
so  beschaffen  ist,  dass  von  ihr  alle  von  F  ausgehende  Strahlen 
so  gebrochen  werden,  dass  alle  gebrochenen  Strahlen  mit  AB 
parallel  sind. 

Ferner  sei  in  Fig.  4.  über  AB  die  aus  Fig.  2.  bekannte 
Ellipse,  und  aus  dem  Brennpunkte  F  als  Mittelpunkt  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser,  der  nur  grösser  als  FA  ist,  ein  Kreis- 
bogen GH  beschrieben,  so  entsteht  durch  Umdrehung  der  Figur 
uro  AB  eine  Linse  GAB,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  alle 
nach  F  hin  coovergirenden  Strahlen-  von  ihr  so  gebrochen  wer- 
den, dass  die  gebrochenen  Strahlen  sämmtlich  mit  AB  parallel  sind. 

Theil  XI\.  18 
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lo  Fit.  *•  »ei  /**V  der  eine  Zweit  einer  Mypettiei.  wefch«  i 
an  ei  lirrcbmd»  Media,  rin  Jlnefterr*  und  eis  innert»».  4nti  Brf 
rbangiMrrbaltniM  n:l  i*t,  to»  riunnder  trennt.  Ihr  Ha>«i»ta** 
dir»rf  flvperbrl  ari  Ati%  und  e  und  ^"  arim  ihre  hriden  He^^n 
pttnktr  l>rm  VerbaHnie»*  mlicidM  Vrrhaitai»e  tf.AH  finn 
■n  d*«»  iU,  «mn  wir  die  halbe  Hanntaie  durrh  «.  die  fwe* 
Imitat  d'if  <  Ii  r  b'*/r»»<bnco, 

r:o  —  n:I 

int.    Int  nun  /'A  ein  rnn        auagrhrnder,   dir  ll%y»erbrt  in  * 
tnlfmder  Strahl ,  ao  behaupte  leb,  dann  dernelbe  in  A  no  t^nr« 
rbru  wird,  dan*  drr  nrhrorbrnr  Strahl  M/  drr  Air  J/J  r*skf>~ 
int     Ul  naml.«h  AM.  dir   Y.nnalr  drr  IHperbel  in  .V  «• 
bekanntlich ,   «ran  Arv  dir  \  eHhiie<**n*Hf  t«it  /.V  übrf  A  fem^»« 
i<M,  — /\>Ä^r —  «U,   da   AA    drn  Au**m»»lnket  (M 

dra  Ihrierk»  /  A/  balhirt,  nach  einem  bekannten  g^anelrtiiWi 
Satte : 

A/\A/=  /  A  fA". 

fidjtli<  b 

.%/  -A/:/A_/A    .VF  >A. 

•  I 

iu:J,^«  r -  Ar  *A 

Ilegeirhnen  »ir  non  dm  \\  inkrl  /'AlT.  durrh  •  .  <ini  Wink»!  Jf>4 
dunh  »,  *v  i*l  »#  _/AA.  und  Ufcjluh  iiu  l»meik  /AA  aw»  • 
einem  bekannten  tritfvnumetfiMben  SaUe 

nW  nach  dem  ObtKn* 

ainw.nin«  n:L 

|»t  d^hf-r  •#  der  t.infolt** inkrl .  *>«  i»t  n  drr  M  —  fr.^.j--^  -tt  — _ 
Wutnil  iIm    ..Inn   au»;*»»)>ri>ihear  llr luu^tung  lirmoru  t*l. 

M  in  Ym  *   nitfi  /»^  d..    lu,  1»^    1   bei*!  mI.  HM~-rU^  •»-. 

•  trht    di.-     «.-t-rjdr    I  r-    f",  //   ±u(      Iii    «rtiLr. «  |»t.    •  > 

nach  <U»*n  \  t*rbrrt;rbendm  dun  b  I  i.ulrrbur.;    «Irr  r  t?ur  »*•  4/ 
r«n*»  itlan  •.«>•!%**       |,»t»»^  f.  4//.    itvlrh«*  all**  »«»m  luw-'kMa*1! 
.Mr*M«-u       bn-ht,   da«*  drr  gebraebenm  Strahlen  aawanWb  n»' 
IU  ,**<*JM  aund 

llrtnrlf«  «frill  a.  a  U  no.  Ii  manebr  andrf*  b«r«W  r«4W 
rendr  lintmcblnn^rai  a» .   dir   *brf  im  «rtf         »mim  n(iw 
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liehen  Zwecke  entfernt  liegen,  als  dass  wir  uns  hier  auf  dieselben 
weiter  einlassen  sollten,  da  dergleichen  Linsen  doch  schwerlich 
jemals  praktische  Anwendung  finden  werden. 


Wir  wollen  daher  jetzt  zu  der  Theorie  der 
Linsen,  welche  den  Hauptgegenstand  dieser  Abhandlung  ausma- 
chen sollen,  übersehen,  wobei  wir  wohl  als  allgemein  bekauut  voraus» 
setzen  dürfen,  das«  diese  Linsen  aus  einer  Linse  von  der  in  Fig. 7. 
im  Allgemeinen  dargestellten  Form  in  der  Mitte,  und  mehreren 
dieselbe  concentriseh  umgehenden  kreisförmigen  Glasriugen  beste- 
hen, so  dass  also  ihre  Theorie  nothwendig  in  zwei  Theile  zer- 
fallen muss,  nämlich  in  die  Theorie  jener  Linse  in  der  Mitte  und 
in  die  Theorie  der  dieselbe  umgebenden  Ginsringe.  Die  Theorie 
der  Linse  in  der  Mitte  kommt  aber  wesentlich  auf  die  folgende 
Aufgabe  zurück. 


Erste  Aufgabe. 

In  Fig.  8.  seien  die  Linie  MM'  und  die  beiden 
in  der  auf  MM'  in  G  senkrecht  stehenden  Linie  FH 
liegenden  Punkte  F  und  N  gegeben;  man  soll  aus 
einem  in  der  Linie  Fü  liegenden  Punkte  als  Mittel- 
punkt einen  durch  den  gegebenen  Punkt  iY  gehenden 
Kreisbogen  BB'  von  solcher  Beschaffenheit  beschrei- 
ben, dass  ein  von  F  ausgehender,  unter  dem  gege- 
benen spitzen  Winkel  t  gegen  FI/  geneigter  Strahl  zu 
erst  bei  MM'  und  dann  ein  zweites  Mal  bei  BB'  so  ge- 
brochen wird,  dass  der  bei  BB1  aus fa bren de  Strahl 
der  Linie  FH  parallel  ist,  wobei  wir  natürlich  vor- 
aussetzen, dass  ausserhalb  der  beiden  Linien  MM' 
nnd  Ä/?',''  und  zwischen  denselben,  zwei  verschiedene 
brechende  Media,  etwa  Luft  und  Glas,  liegen. 


Au  flosung. 

Man  nehme  den  gegebenen  Punkt  F  als  den  Anfang  und  die 
gegebene  Linie  FH  als  den  positiven  Tbeil  der  Axc  der  .r  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensvstems  der  xy  an.  Die  positiven  y 
wollen  wir  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x  annehmen,  als  auf 
welcher  der  Winkel  i  liegend  angenommen  wird.  Dies  voraus- 
gesetzt, wollen  wir,  wenn  die  Linie  MM'  von  dem  aus  dem 
Punkte  F  ausgehenden  Strahle  in  E  getroffen  wird , 

FG=p,    GE  =  q 

setzen,  wo  v  nach  der  Voraussetzung  gegeben  ist.  und  auch  q 
aus  p  und  uem  gegebenen  Winkel  t  leicht  mittelst  der  Formel 

18* 
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berr<  hnrf  werdet»  kann ,   ao  da««  Mir  im  Füllje  «den  al*n  ftvk  * 
aU  bekannt  tu  betrachten  berechtigt  »ind.    IHo  erale  I  «ordiaufci* 
des  ia  der  Linie  /'//.   «I.  b.  in  der  Au  der  .r .  liege*  «oll«»4»o 
Mittelpunkt«  de»  Se«urhlcii  krei«e«  oder  krci»h»iren»  m  f. 
r  aei  «1er  Ilalhme»»er  de»aelb«n,  wo  r  jiuaiti*  oder  netaliv 
«oll»  jenarbdem  «irr  auf  dieaen  Rreikbntfeo  fallende  Strahl  4*  ■  ■■  « 
i  <»r>«  «*e  odrr  eonveie  Seile  trifft.    Ilenken  wir  uim  ms  in  a** 
.1/  *#'  da*  KinfalUloth  muhtet,   und  bereirhnen  den  Brcrbanc* 
winkel  in  £  durrb  a.    den  reziproken  lirechuagaoapanentm  in* 
Loft  und  ÜU»  aber  durrb  « .  a<>  iat 

•im'       '  «in« 


*i)    «in«  u»in/, 

m>  daaa  auch  a  au«  den  izeRebemiu  (■r"»*,»en  i  nnd  p*)  leirbt 
rechnet,   und  daher  im  K»li;codeu  al«  bekannt  angrooi 


Wenn  nun  drr  KreUhnffrn  //// ,  dr«»en  lU»timraurtf  amei  ■« 
Aofffabe  i.t.  *..«  dem  bri  /.  in  .1/ V  Kel.rorhetien  Strahle  m  de« 
Punkte  .4  «elfofeti  wird,  und  dir  <  <.<m!ii.at' n  d.e»e.  Punkte«  «a 
dn»  «nseiMimmenen  .N>  »lerne  durrb  j»,  .  r/t  be«eirbn+t  «e*4en 
an  i«t .  fben  «rii  der  Punkt  dein  um«  drro  M»ll«-I|»u«kte  fO>  m*t 
dem  llalbrue»»er  r  be*rhriebrnen  KreUb«i»en  HH'  nntenWe*  «^t 

:»>  </',-»/«  t  *»«  r*, 

nnd  außerdem  bat  man  ofenbar  diu  CiWbung 

4)    9,     •/  =  (/»,  — /*)lan«o 

fr     Ii ;  *ina  |  Orot« 
5)     am"  f  ^ 

m«  der  abaohit*  Werth  »on  0  nie  arü*»er  al«  ^.O1  in  aebmnn  m*. 
•f»  habrn  Mir,  wrd  Jrr  bei  A  «u*f.ibrr«dr  .Nlrahl  a*«-b  de«  UraW 
gun^en  der  Aufgabe  mit  dt-r  l.mir/7/,  d.  b   mit  drr  Ate  4er 
partllr!  »^in  ••»II.  i»ai  b  drn  tun  mir  < ruber  rnl •*  u  krhra  aJtt*nt*« 
aen    opli-rheo    i;rnn.|f..r»e|n>    d.e    für    alte    «Tl.rhe    l  -  **** 
ebonrrto  die   frr.-r.rt.tn  (.rundf*««  M.Ion,     ne^rn    w«|rb#r  ~t 
w-d<»<h    b»rr     Auf    iiiriiir>        O  j*  1 1  »  r  b  e  n      V  n  t  r  r  mm  »  b  «  »  £  e  • 
Tbl   II    l.rit.ais?     IM?    H.  1J"     lerwriuen  ruu«».d«r 
folgenden  itletr  bui^en  : 

4,  •«  »> 


<  •    <«    H         .etat  1 
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oder 


ü  =  sin« — sin(«  +  0)  (cos0 — p\  1  -  *-f- ) ; 


r  siu0^ 
f*=co8(a  +  0)  (cosö  —  fiy  1  


6) 


Icos«- 

4  /  sinfr'^ 

sin«—  gin(tt  -f-  0)  (cos0  -  ftV  1  ^-  ); 

*  f* 

also  durch  Division 

-sina 

7)     tang(«  +  0)  =  =  ■  > 

'  COS« — u  .  1 

r  1— -COS« 

mittelst  welcher  Formel  der  Winkel  0  gefunden  werden  kann« 
wenn  man  bei  der  Berechnung  dieses  Winkels  nur  das  Folgende 
berücksichtigt. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

-9O°<0<+9O° 

ist,  so  ist 

»Ii 


«  —  *JO°<«  +  0<a-|  90°, 
d.  i. ,  weil  hier  offenbar  «<t\  also  jedenfalls  a  <  U0°  ist; 

-  <J0°  <  a -f  0  <  +  180°. 


Daher  ist  « +  0  immer  zwischen  — 90°  und  180°  zu  nehmen. 
Ist  nun  tang(«-|  0)  in  7)  positiv ,  so  lässt  diese  Formel  keine  Zwei- 
deutigkeit bei  der  Bestimmung  von  «  +  0,  und  demzufolge  auch 
von  0,  zu,  weil  dann  a  \-  0  nur  zwischen  0  und  -f  90°  genommen 
werden  kann.  Ist  aber  tang(c«^0)  in  7)  negativ,  so  kann  a  +  0 
zwei  um  180°  von  einander  verschiedene  Werthe  zwischeu  — 90° 
und  H  180°  haben,  die  wir  durch 

 1*  >        '  '■<'' 

(  w-f  180° 

bezeichnen  wollen.  Der  erste  Werth  giebt  0=u—a,  und  folglich 
nach  der  zweiten  der  Gleichungen  6): 


■  .! 


i       v       i/ ,  sin(?«~«)2 
sm«--sintt;cos(f<— «)  — fiW  1  5—  }; 
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<Ur  wwr\t*  Wmth  tfcht  h  \  im  —  a),  aUo  nach  der  ««r»tr» 


d.  i. 

am«  =    »inilicftvtai— *)  f  fi^  I- 
Die  beiden  C;icicbnng*n 

4/",     *m{«  «)» 
alM  =  »In« :  crM(ai  — «>     ^  1--  ^ 

t  *  «II»  (  M      c;  f* 

•in«  =  »iiin  rAn<«  —  0;  |  *y   1 —       ^t  } 

fcrtfin»n  ibrr  offenbar  nirht  BUffirtrh  rrfifllt  «+tn,   otid  mm 
alm  im  torlktffndrn  »all»  dm  >t»i»rh»n  -  W  und  f  INT 
den  Werlb  %on  «  f  *  nrbmeti.  duub  Hrl.hw  di»  <.W«baa* 

•ioo     mn(«  f  *»)(ro*/f     py  I — •  j 

erfüllt  wird,   ao  «Li»»  M^fii  h  b*i  der  ltr»timn>fjnf  dra  l\ 
•  und  al»n  .vicb  dr«  \N.nUU  <»,    miltrUt  drr  (.Ifn 

air  ria»  /Meidriii^kcil  bleiben  kann,  n< 
d*o  l<e*rln  b.-l»lKt. 

Ava  der  (•Irjrbun*  ?)  crbllt  man  auch: 

I-tanr/.|Ä)      1     /  — —*n») 

4  i. 

I—     "  «in  i  IV»  •) 

hj      U»f  IV  ^  , 

I  —       ro»i  43"  -  « ! 
>» 

A«<b  i«t 

t 

•in  »1 

'f  I 
I  - 
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also 


9)   Unf,e  =  ^™ 

'         ft         1 — acot 


pcosa  ' 


welche  Gleichung _ear  keine  Zweideutigkeit  bei  der  Bestimmung 
des  zwischen  — 9(r  und  4-90°  liegenden  Winkels  6  zulässt,  und 
daher  den  Vorzug  vor  allen  übrigen  verdient. 

Da  p  der  reciproke  Brechungsexponent  för  Luft  und  Glas  ist, 
so  ist  fi  <  1 ,  weshalb  man  den  Hülfswinkel  tp  mittelst  der  Formel 

10)  cos9=ftcosa 

berechnen  kann.   Dann  ist  nach  9): 

2sin  ^ 

woraus  zugleich  erhellet,  dass  tangft  immer  positiv  ist,  also  6 
zwischen  ö  und  +UÜ°  liegt. 

Auch  ist 

tangd2  f*2sina2 


sinö*= 


1  +  tangö*       (i**  i  n  «*  +  ( 1  —  f*cosa)a 
~  1  —  2j*  coso  +  fi'2  ' 


folglich,  indem  man  zugleich  berücksichtigt,  dass  «:osö= 
sin6:taog0  ist: 


tisuia 


IS) 


cos0  = 


V 1— 2^cosa  +  ^*' 

1  —  flC08« 

V 1  — 2^coso+  fi2 


Hat  man  0  mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  gefunden,  so 
lassen  sich  ferner  r  und  r  auf  folgende  Art  bestimmen. 

In  5)  haben  wir  schon  die  Formel 

8in0  =  (*-j>)siP«  -f  flcostt 

T 

gefunden.  Da  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  der  Punkt 
iV,  durch  welchen  der  gesuchte  Kreisbogen  gehen  soll,  gegeben  ist, 
so  ist  die  Linie  GN  eine  gegebene  Grösse,  die  wir  «durch 
ö  bezeichnen  «vollen.   Dann  haben  wir  offenbar  die  Gleichungen 
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/".V  :  p  4  ü ,    t.\  -1  |  r  ; 

•ich  die  Gleichung 

p  |  ü    r  |  r 

rrj>bt    AUo  Ut  r  u     r,  und  ful^uh  nach  de«  OKfr« 

•ich  *ur  IU.tia.mM.jr  ton  r  die  I* 


•in«  f  mu'« 


ergebt  Zar  lfe»ti»toim*  101  r  h*t 
Kurtncl 


a  i 


•Urb 


|f.)     r        |  7 

•  III«   |  HO" 


I  •>        •        /»    |  j  |  - 

'.'•in  ,(«  |   I(  (ü  M 
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Zur  Bestimmung  von  pt ,  qt  hat  man  endlich  nach  dem  Obi- 
gen die  Gleichungen: 

(Pi— *)*  +  7ia  =  r*,   ?i =  P)tanga. 

Weil 

p=(yt—  9)cot« 

* 

ist,  so  ist 

\  (qi—q)cota  -  (r— p)  }*  +  { (7,-7)  +  q  |*=r», 

also 

(Vi  ~ ?)2coseca* — 2 {(r  - ^)cot« — v | (?i  —  7) 
=  r2  — v2, 

oder 

(ft — 7)*— 2{(r— ^)cosa— ^sinaK^i  —  </)sina 
=  {ra-(r— p)2—  Lisino«. 

Bestimmt  man  nun  aus  dieser  quadratischen  Gleichung  qx~q, 
und  berücksichtigt,  dass 

Pi—P=  ?i  —9 
cos«  shia 


ist,  so  erhält  man 


19)  Pi-P=7}^± 

'     cosa  sina 


=  (r— p)cosa  —  osina + V  r2 —  { (r  —  /?)sina+ocosa  |2 

Weil  aber  nach  16) 

I 

osinö  —  ocos« 


t-p 


sina  4-  sind 


+ 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


(ocosa— ^sinajsinö— q 

(r_p)co,0-,8ine(  = — sing+6in<) — ?> 

.  .  (Ösina+ocosaJsinO. 
(r  -p)  s,n«  +  7co8«  =  — iTn«-i^iSe  
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Iii): 


C(»fHf  aiha 


f  <Mf>" 


d.  i. 


.  1 

I  f 


1 


"«•!  ♦•i.'  '<».) 

I  *  

r...„  «) 

•  »  _ 

1 


«ick  mir  Mrk  ft«*t,  M«kb«tt  «Irr  UmU  Uerll» 
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Pt  ~P  ._  9i—9 
cosa  sina 

man  zu  nehmen  hat. 
Weil  nach  13) 

_  (5  sincc -f  r/cos« 
r  ~~    sina  +  sind 

ist,  und  ö ,  qt  sina,  cosa,  sind  positiv  sind,  da  a,  0  zwischen  0 
und  1)0°  liegen,  so  ist  r  positiv,  und  der  einfallende  Strahl  trifft 
also  jederzeit  die  concave  Seite  des  Bogens. 

Das  Product  der  beiden  Wertbe  von 

Pi—  P  9\  ~~9 

cos«  sin« 

ist  nach  19): 

{ (r — p)cosa  —  ^sina  j4  +  { (r — jt?)sina  +  ycosa  }2  -  r* 
=  (r—  />)2+92— r1. 

Wenn  nun 

(r-p)»+f»-r»<0 

ist ,  so  liegt  der  Punkt  (pq)  innerhalb  des  gesuchten  Kreises  und 
das  obige  Product  ist  negativ.  Also  haben  die  beiden  Wertbe  von 

Pi-P=  9i -9 
cos«  sina 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  man  muss  in  diesem  Falle  für 

Pi—P^  9\~9 
cosa  sina 

offenbar  denjenigen  der  beiden  Wertbe  dieser  Grosse  nehmen,  wel- 
cher positiv  ist. 

Wenn  ferner 

(r-p)2  +  92-r*>0 

ist,  so  liegt  der  Punkt  (py)  ausserhalb  des  gesuchten  Kreises 
und  das  obige  Product  ist  positiv.  Also  haben  die  beiden  Wer- 
tbe von 

Pi -V  _  9i—9 
cos«  sina 
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jrlrirfttr  Y  orr  rieben.    Die  Natur  tmierrt  Aofgabr  fordert 
Kalk  offner .  daaa  dir  Wrrlbe  »on 


roia  »iu<i 


po»iti»  aind.  und  drr  frf»a»te  dicaer  beiden  \\  rrtb»*  w«4 

der  ficnftft#  ae \n. 


Im  AUgrairinm  Laim  man  daher  tl|(n,  (Um 


immff  den  ff»  aalen  der  beiden  vhigen  Wertbn  diantr  t*f' 


Denkt  man  aich  durrb  l'mdrrbtinj  drr  Figur  um  fV.V  ri 
pJan-con« rit  Linsr  bf>M  hricbvn ,  drtrn  l)i«kr  in  drr  Milte  darrb> 
dir  gr^ebm«  Uf*»»m  c»  l»r»fiinmt  wird,  »o  lt*«ttrorat  a>,  t»  »br* 
|>Kir  und  9,  ihre  balbr  llreitr  bei  drin  Punkte  A 

Weil 

*iea  |  »in'* 


,    »Inn     paim »    9  pU»k< 


iat.  »«  iat 


ru>  «int  ♦  ft  Unei  V  I  p*aiiii* 
...         •  -  - 


I  »Iii  "1  >U 


Aber 


coli"  - 


V',   * 


0  \  » 1  -•ii.-' 

v  r  u<  — 1 
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♦ 

Läsfet  man  nun  s  sich  der  Null  nähern,  so  nähern 


cosi  und  Vi — fi^sini2 

«ich  beide  der  Einheit  als  Gränze.  Weil  aber  sin<x=fisini  ist,  so 
nähert  auch  a  sich  der  Null,  und  sinöcoti  nähert  sich  folglich 
nach  dem  Obigen  der  Gränze 


wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  ist.    Bezeichnen  wir  nun 

die  Gränze,  welcher  r  sich  nähert,  wenn  t  sich  der  Null  nähert, 
durch  o,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar 


also 


y ;:7: ;  1  ■  ■  fM"  1  ; 

oder,  wenn  wir 


23)    <»  =  (I-,»)(g> + 


24)    ,  =  £ 


setzen : 


25)   P  =  (i-^)(5  +  r*W  =  (f*'-l)(P+^). 
Weil  r=p  +  ö— r  ist,  ßo  ist  im  vorhergehenden  Falle 

*=P+ö-(i-»o<ö+jf),  ;'    n ;** 

also 


oder 


126)   r  =  fiö  +  (2-i)p 


27)   r  =  £+(2-tfp. 


Diese  Jetzteren  Formeln  gelten  für  Linsen  von  obiger  Form,  wenn 
nur  die  ganz  nahe  bei  FH  einfallenden  Strahlen  nach  ihrem  Aus- 
tritte aus  der  Linse  mit  FH  parallel  werdet!  sollen. 
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Mr  leirhtrM«  Bwrlinnnc  Hrr  <irüfien  r,  f,  />i  ,  9| 
folgtodca  Komrlo  iu  pr»Uttr»: 


1  I 


\ 


üfoi  %i  (/>  f  i.;    /Min  '  («  |  a  >t&»x< 


1 


Cum  t  {f*  u) 


I  l 

o*m  ,  (/•-  i.  f  (Auel 


»in  J  ;"  » 


; 


für 


dm  pTö.sfr«  Wrrlh  nimmt, 

M*n    l«nn  au«  Ii  •"«h   r»i»«*n  IImK«*  it. LH  o  b^rerkllM.  dfetrfc 
wrlckrn  *ti#  «or«(rh«-i<<trii  }     iim-Jh  *uf  l«il-»-i  ilr 
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») 


sina  =  psint; 


coso>=,icosa,  tangÖ==--i^p--(0<6<90tt); 

2  sin  2  g>* 

lang»  tangi; 

<3sin(a  -f  cd) 

r  =  1  r  y 

2cos»sin  ^  (et  -f  0)cos  ^  («— ö) 
r  =ji  -f  ö — r; 

«cos  {     (#+«)  +  »  | 
- 


cosa       sina        \    _  .  1 


cos» cos  ^  (ö  —  a) 


für 


ösin  |  —  öl 

cos»  sin  ^r(0  +  a) 


cosa  sina 


immer  den  grössten  Werth  genommen. 

Nach  Fresnel  wird  man,  um  die  Aberration  der  Strahlen 
möglichst  zu  beseitigen,  am  besten  r  und  r  für  i=0  nach  den 
Formeln  23)  und  26)  oder  25)  und  27),  und  für  den  äusserten 
Gränzwerth,  welchen  man  dem  Winkel  i  zu  geben  beabsichtigt, 
nach  den  Formeln  29)  suchen,  worauf  man  zwischen  den  beiden 
auf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  von  r  und  ebenso  zwischen 
den  beiden  auf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  von  r  das  arith- 
metische Mittel  nimmt.  Dicke  und  Breite  der  Linse  am  Hände 
wird  durch  pt  und  </,  bestimmt,  welche  Grössen  nach  den  in  29) 
sich  findenden  Formeln  berechnet  werden. 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  ersten  Glieder  der  Reihe  be- 
stimmen, in  welche  sich 

fi(5cos/-f-  pV^  1 — jn'2sinr2 
r~" "     ficost  +  sinöcoti 

entwickeln  JXsst. 
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Weil 

Ut.    »o  Ul   fiir  i=0  in  *iwr  Hrkfturitcn  iWicirftmin*.  »K 
an«  dm,  Obicr»  «i 


Srltrn  wir  nun  d«r  Karte  »r«mi 

/'^.uu«...,  ♦  ;*\  1  -*M,.r». 


i r         'h         t  i 


\<in  ul  »b#r.  wir  m*n  Uuht  bt»drf 


■nd 


c'  •it.".  ..ti 

» 

t  4 

- 

*****  t »      f^"*1       4  (  * 


Digitized  by  Google 


273 

d.sinflcoti 
cos« — fi(l  -f  oosa*) + fi'lcosa  -f  fta 


= — u2t  ancacosi  

(1  —  2pcos«  -f  ,4»)  V"  (^«-sino*)(l— 2f*co8«+fia) ' 

ferner  ist  ( 

dQ  ...  asioöcotl 

Für  t=0  ist 

(P)=^+/j,  (sinÖcotO^j^,  (Q)=j^; 

also  nach  dem  Obigen 
Weil 

ÖD=«-  ÖD- 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet :e 

Nun  erhält  man  aus  dem  Obigen  sogleich: 

3»P  .  ppcost  +  SVl—  (iHini« 

lä^-»"0"  Vl-,W  

.  .  3  j  ftü  cost  +  ö  V 1— jiVmi*/ 


woraus  sich  auf  der  Stelle 

(Sö— 

ergiebt. 

Theil  XIX.  19 


Digitized  by  Google 


274 


•o  Ut 


Q"  ss  V I  —  ♦  f**  J 


f. 


t'/*  RiaoroM  c'a 

m     V  l-ipcoM -Ii»*'*''  ' 


CO-  CD- 


|  —       ^  -tii  j 


4  l.  am*  de«  Obigen: 


Lekfct  fHiMl  mmm  afcet  tu*  J»o»  nbijen 
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V f^tcosK+7r ' 

(1  —2^co8tt  4-  ft*)cos«— fisinc*  /'"^"Y 

(1—  Sficosa+^V^  1— 2ftcos<Tfp*  v.3i^/ 


(I  -f  ft*)co8a  —  fi(l  -f  cosa2)  rö«"Y 
(1  -2<i  cosa + ft»)  Vi  —  2fiCOsa  +7«  '  V.5  J 


also 


V.ci*^f     1 — n 
Daher  ist  Dach  dem  Obigen : 

*  f&.tnn6cöti-\  ri-u)*  +  tt» 


und  weil  nun 


ist,  so  ist 


#  =  ficost-f-sin0coti 


.    8*  sinöcott 

37i=  


also 


V.TP\y~"  (1— f»)»  ' 

d.  i.  oiIj  .  J  .i  n  iifunaiojl.ü;  J 


!        ..:»«;   Iri"*l  1)1)  V\<hov  ittjU  |,  *>*n  i>  t  OV.iäirM 

opj^    P    (1— f*)a 

19» 


Also  ist  nach  dem  Obigen: 
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lr.'J=      ~  7(1-1.» 


«Min  aui  h 


(fV^v      ft»ü  Iii  -2^(1 — »)(!  + 


\«cll  dem  Marlaarin  «cIm»  Tbeorrm  Ut  aUo 


(|-»)Uüft/>)     ^6  »    I-  .VI  IHjrV 


Wtot.  man  •!•« 


»etat.  •»  «rnt«rMi**itt  mm  «rat  <ilW«r,  die  w  Her«*  i  •  — 
der  t««  it«ft  Ordu«««  »i»d. 


Wir  wollen  nun  tu  drr  lU»tim»tir»c  der  <i>la«rini«  iWffrfc»«. 
weM*  dt«  %  orber  br*l»«Mftl«  »miete  l.in»«  r#HK  r*tf  i**b  «»r*V*« 
»«dir*,    und  «rHirLra  def  Auftfabr.    auf  ilrrro  Ai»l'«i>t  N  b»*r 
b*t  ».ifiuttlirk  Mkwrt  wird,  di«  folgenden  allgemeine*  t  rU* 
t«raii(e« 

I«  Iis  Mi  LA.SAL  di-  »orbrr  ,«Jlb»mi»r«  W.l»««v>r 
mittlre«  Litt»«,  M»d  /'  wir  •••rfcer  drr  letirbt«»dr  |*«nil  «fkWr 
d»r  Arabien  an  »wen  def .    Iii«»»«  mttlirrr  l.in*e  »»II  nun  tu«  »*  i ■ 

4«l»*rit»?**  CofM  mlllr*  b  »Bbtf»*bcn  wrfdrlt,  drf   (••l{r»d#n  |brd>»r^»* 
fr«  griMijfm  »'»II.     Nett»«  |f*'b«   f* '/,   *'»J  rir.e  b**li<n«*lr.  rl*  * 
|»hL'  *..>  drr  m.ltl«>re«i  |.*«e  *>..  h  »r»n.  «Ui.fi  b  «I*» 
l'.nlt  #    ff««rbrn  «ml      reiner   -II  *•  .  b  .Irr  l'.nkl  //    4-  *W 
tbrr  II  <br  ImiI   .1  »drr  .1    ubrr   Wir*",  du»i  b  il»e  l.mie*  f.  ¥  «** 
/»  Hf  R**Srbrt<  ••*!«.    «i»  dt«  /  V .    dir   inUifli-b  •♦•«  b  c^t* 

br«  i*t  ,  d*  Whd       V  jrrrbrn  »n.d  .  dt*  tlieke  dr«  |{if>t»  W 

»ttstol  l>«»t»  di«  betde*  cnfbrftm  Hinkte  /I  ««d  €  »>  U  «*«i 
et«  kremftvcea  l>««t  »neben  ■•idm,   wrlibrr  —  IxwbaJr*  ^ 
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dass  ein  von  dem  gegebenen  leuchtenden  Punkte  F  ausgehender, 
ge^en  die  Linie  FH  unter  einem  gegebenen  spitzen  Winket  t  ge- 
neigter Strahl  bei  LM  zum  ersten  Male,  und  dann  bei  BC  zum 
zweiten  Male  so  gebrochen  wird,  dass  der  bei  BC  ausfuhrende 
Strahl  der  Linie  FH  parallel  ist  Da  der  von  F  ausgehende,  unter 
dem  spitzen  Winkel  t  gegen  FH  geneigte  Strahl  die  Linie  LM 
notbwendig  selbst  treffen  muss,  so  ist  der  WTinkel  t  offenbar 
nicht  ganz  willkührlich,  indem,  wenn  wir 

sZGFL—ii,  <LGFM=i* 

setzen,  jedenfalls 

sein  muss,  wo  die  Winkel  1*1  and  4  mittelst  der  Formeln 

,     .      GL  .  GM 

tangi,  =       ,     tangia=  jtq 

leicht  bestimmt  werden  können.  Damit  aber  von  dem  bei  LM 
gebrochenen  Strahle,  was  offenbar  nüthig  ist,  der  Kreisbogen  BC 
wirklich  getroffen  werde,  ist  es  erforderlich,  dass  von  dem  bei 
LM  gebrochenen  Strahle  die  Linie  AB  wirklich  getroffen  werde. 
Nun  hat  man  aber,  wenn  a  den  Brechungswinkel  bei  LM  be- 
zeichnet, wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Gleichung 

sina  =  ftsint, 

mittelst  welcher  Gleichung  et,  wenn  i  gegeben  ist,  leicht  gefun- 
den werden  kann.  Die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem  die 
Linie  AB  von  dem  bei  LM  gebrochenen  Strahle  getroffen  wird, 
von  der  Linie  FH  ist 

FG .  tangi  -fr  BM .  tanga , 

und  der  Winkel  »  also  der  Bedingung 

FG.tangi  -fr  BM.innga  <  GM 

unterworfen ,  oder  der  grosste  Werth,  welchen  c  haben  kann,  den 
wir  durch  £',  den  entsprechenden  Brechungswinkel  durch  af  be- 
zeichnen wollen,  muss  aus  der  Gleichung 

FG.tangt'  -fr  BM.tiui^=:  GM, 

d.  i. ,  weil 

sina*  =  fisiiif',     cosa' = V~  1  —  pHint '* 
ist,  aus  der  Gleichung 
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17» 

v  i—  ^mf* 


.  ein«  (tMebong,  die  »Ick  durch  eW 
rongen  leicht  nuflAten  U»»t.  Hat  man  aefdlen«  Wdie  f 
•o  l»t  f  der  ficdtngting 


.  .'.ff 
1  i 

ll*b«fl  «tir  allen  t  «»Vergebenden  Bcdingvngen  g»b£ri«  «n* 
»»rochen ,   eo  wird  4er  in  c«Hiatniire«de  t»la*rtng  ton  der  Isgvr 

fl(  \M*   l»e»chricbrn  ,    indem    mall   »K  k   die  |j(iir  I  tff    V.  IM  nV* 

Lint«  /'//  herumdrehen  to«nl,  and  *«  wie  man  aof  dir  «urh*-^ 
hmdr  WrW  »u  «Irr  miUleien  Lm.e  einen  conr  rutschen 
rin«  con.lruirrti  kann,  kann  man  nattirln  h  ju  jrd« 
einen  neuen,  denselben  roncentri»«  h  umgrb+ndro  <  «Ii  »ring  ewfc* 
feil,  Ma»  einer  weiteren  Lrtatiter  ung  nn  ht  bedarf*  I  cawrknwi 
aber  werden  %iir  hob  durch  d»e»e  toM-tuligru 
jHi(t«iW  ««i  der  (»Igenden  Angabe  grlubrt: 


Ztrritr  Aufgabt 

In  Fig.  y.  »eien  der  Punkt  #'  und  die  beiden  Punkte 
B  und  V  gegeben:  man  ><>ll  durch  die  Punkte  ÜT  **d 
C  einen  fcrei»hagen  |Tf  ton  tolthrr  II  e  Ii  *  ffeu  b  e  .  l 
beur hreibeu.  da«»  ein  ton  f  a  tt«  g  e  b  e  n  de  r .  r.cfeu  4t* 
I  *  i  n  i  e  #7/  anfer  dem  |Pf  rhr  nro  •  p  1 1  /  e  n  \V  I  n  k  c  I  i  f »  • 
neifler  «Strahl  i«f ril  bei  /,  V  und  Jino  bei  iit  •  *  |« 
brot  ben  wird,  daa«  der  letxte  gebrochene,  bei  HC  *»• 
fahrend*  ftlr.bl  der  Linie  #7/  parallel  iet 


Attfin.nn- 

Wir  wollrn  <fen  Paukt  #*  *U  den  Anfang ,    dir  Linie  T99  *N 
»len    ponitjteA  Theil    d«'r    \te  d»r  £  rmf«  ret  hl«*  niklttcn  i'+m*4* 
nalen«\-tema  der   i«  muthrnrn,  U  »rlchcm  d*e  |>«»*>tife«  t  a«t 
drr»ribeo    .Seile   def    Air  der  x    lietf»*n  »«Uen ,    »nf  wcbb«r  * 
Winkel  i  lirti  gegeben»  I«tvie  #      «tollen  » ir  dann  *».  «*W 

ilic  gl »'it  bl *JI»  get;eber»«*M  I  <>«•' «itn»*.«  i»  «Irf  Punkte  H  n«d  * 
durtb  /.  y  mnd  /,  .  *jx  ')  lioi.  nbnci.    »>if*d  tUnn  Ji  tne«  *t|  .  «W 


Um*«   (««HtMlM   tmirt  M   *nb   (M<  «tllftMbrt*«n  **g« 
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Coordinateo  des  Punkte»,  in  welchem  die  Linie  LM  \on  dem  voo 
f  ausgebenden ,  unter  dem  Winkel  t  gegen  die  Linie  FH  geneig- 
ten Strahle  getroffen  wird,  so  ist 

1)    Pi-P*  fc=ptangi 

und  pl9  qx  sind  daher  auch  bekannte  Grössen.  Ist  a  der  Bre- 
chungswinkel bei  LM,  so  ist 

2j  sinoczrpsini, 

und  wenn  nun  r  den  Halbmesser,  so  wie  r,  ö  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreisbogens  bezeichnen,  den  Halb« 
inesser  r  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  con- 
cave  oder  convexe  Seite  des  gesuchten  Kreisbogens  von  dem  bei 
JjM  gebrochenen  Strahle  getroffen  wird;  so  liefern  uns  auf  ganz 
ähnliche  Weise  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Bedingungen 
unserer  jetzigen  Aufgabe  die  folgenden  Gleichungen: 

3)    «iD9  =  (^-Pi)»i"«-0-ft)<=w«  f 

* 

1 

den  Winkel  0  absolut  nie  grosser  als  90°  genommen;  und 


4) 


■ 

lp=:cosa-.cos(a+0)  (cosd— a^l—  ) , 
ft  =  sina-sin(o+ 6)  (cosö  -  ^ ) . 


Aus  diesen  beiden  letztern  Gleichungen  erhalten  wir  ganz  auf 
dieselbe  Art  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  zur  Bestimmung  des 
zwischen  —90°  und  +90°  liegenden  Winkels  6  die  Formel 

,   5)  tang0=y— 


1  —  p  cos  er' 


oder,  wenn  wir 

6)  COS<jp  — fiCOSa 
setzen,  die  Formel 

i 

7)  tang0=-£-j   , 

2ain:><jpa 

mittelst  welcher  6  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann. 
Weil  nun  aber  der  gesuchte  Kreisbogen  durch  die  beiden  Punkte 
B  und  C  oder  (fg)  und  {fxgx)  gehen  soll,  so  haben  wir  noch  die 
beiden  Gleichungen: 
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l(r-/i),-r  l»-</»P  r»; 


wekbe.  lo  Vet  liimfnns  mit  der  Gleichung  3).  gar 
drei  iii»l»cLa»inlro  Urf^rn  r,  r,  n  biiirctcben. 

Derch  Subtraction  der  (ileicbopgeo  H)  Ton 
wir  ior«rd«r.t  dt«  (.IckbuDg 


reJcbn  Mtn  »och.  wie  Iricbt  erhellet ,  tof  dt«  beiden 
bringen  kann: 


10)  ; 

U»»t  .ich  dt«  Gleichung  3)  ml 


II) 

Nr   Y).inn~r»-c)co..         -/Vit.« - (y, -•)«••  vr«o». 
nir  nun  dei 


Ii) 


4t  <f  rV,4  <*-*«>■ 


4  (/  A>M<7 
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14) 

Fl  =  Al  +  Bl; 


r        ,       ,  sind  

r  _/,_/•>>  «n?  , 

v   A,V,-/;)co8o  +  to-2jrl)•in«, 


so  erhalten  wir  aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  10)  and  11) 
durch  Elimination  leicht: 

hr_/=  F+ Gr, 

(n-^Fi  +  C^r; 

und  daher  zur  Bestimmung  von  r  nach  8)  die  Gleichung: 

17)    (F+Gry+^  +  G.r^r*. 

Berechnen  wir  die  Hunswinkel  »  und  ö  mittelst  der  Formeln: 


18)     tangwrr^r-^,    tango  =  ^r^; 

so  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 

(f-ft  )coso_ 


ii  =  - 


19) 


2cos  («  — w)cosw 


ferner 


20) 


und 


21) 


^  (/Wi)»ing 
l~'      2cos(a — a>)co*a> 


sin(a— «d))sin» 
B=    (Pi"/)Cos(a—  o))cosö' 

sin(a-5)cosa) 
* i  =  -<Pi -/  )  C08(a  _  w)  cosö  ' 


sin0sina> 

Cr  —   7  x  » 

cos(a— w) 
sind  cos» 

t»i  =  — 


cos(o — co) 
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Dk  (ilekhunc  I7>  Riebt  nach  u^>»3rifrr  Entnirketun;; 

( i  -  r;  r;  -  rv,  t >r*  - s <  #  rv » i;%  )r  ff  f  /*.  fx  . 

au«  welcher  qoadratucben  Gleichung  man  leicht 


t>>   r  miWiVrriFtFi-lFKjpFT;? 


Hat  m,n  r  mltti-Ut  die* er  Fon.irl 
f,  t  mitleUl  .Irr  Uleichua,«»  Itt). 


£i)  I 


Im  Allgemeinen  Rieht  e»  »«el  Aull  juncea ;  welche  m»n  n 
»Ihlen  bei.  U  jedem  Falle  be<.«>drr»  bestimmt  mdm. 

»N<iJ|  die  concave  »Seite  de«  li«>Rerm  HF  *«m  dem  bei 


Der  Werth  *«m  r  lamil  »Üb  aacb  aof  MUeadc  Art 

I  -  f.  -  *.t 

|la«  Prodvrt  der  beiden  i»  tiir»ef  Formel  enthaltenen  Wcsrlhe 
ten  r  Ut 

•nd  dieM»  be.den  Werth«  %u«  r  bnbe«  daher  gleiche  ndct 
glr»<be  N  W) 


|v.mtir,  d  b  jreechdrm  der  ahndete  Werth  <•« 

(ui(a  —  m| 

kleiner  nie  die  r  iitheil  i*t_ 
IkifHk*?«  wir  d*e  t  oacdiMte«  dee  ISmklea  in  dem 
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BC,  wo  der  mit  FH  parallele  Strahl  ausfahrt»  durch  P,  Q,  und 
setzen  der  Kürze  wegen 

25)     K=  (t—pOcosa  +  (»  —  <?,)sina ; 

so  Ut#): 

P=pi  +  (£+  rco80)cosa , 

26)  | 

)  Q=fr  +  (£  +  rcos0)sin«. 


Es  ist  nun  noch  nothig,  die  Natur  der  krummen  Fläche  ge- 
nauer kennen  zu  lernen,  welche  von  dem  Kreisbogen  BC  in 
Fig.  9.  beschrieben  wird,  wenn  sich  diese  ganze  Figur  um  die 
Linie  FH  herumdreht,  was  uns  zu  der  folgenden,  diese  Frage 
genügend  beantwortenden  Aufgabe  fährt: 


Dritte  Aufgabe. 

In  Fig.  10.  sei  ABCDetn  dem  aus  dem  Mittelpunkte 
O  mit  dem  Halbmesser  OC=r  beschriebenen  Kreise 
angehurendes  Kreissegment;  die  Linie  J/iV  stehe  auf 
der  Linie  AB  senkrecht,  und  die  ganze  Figur  drehe 
sich  um  die  Linie  M N  herum:  man  soll  die  Gleichung 
der  Fläche  finden,  welche  bei  dieser  Drehung  von  dem 
Kreisbogen  AN  beschrieben  wird. 


A  uflösung. 

In  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  dercyz,  dessen  Anfang 
der  Punkt  Mist,  sei  die  von  der  Linie  AB  bei  der  in  Hede  stehenden 
Drehung  beschriebene  Ebene  die  Ebene  der  xy;  MA&ei  der  positive 
Tbeil  der  Axe  der  x,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  werde 
so  angenommen,  dass  die  Richtung,  welche  man  verfolgt,  wenn 
man  sich  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  v  hin  bewegt,  mit  der  Richtung  der  Drehung,  die  übrigens 
an  sich  ganz  willkührlich  ist,  übereinstimmt;  der  positive  Theil 
der  Axe  der  z  sei  die  Linie  MN.  Die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts O  des  Kreises,  welchem  das  Segment  AB  CD  angehört, 
in  dem  vorhergehenden  Coordinatensysteme  seien  a,  b.  Sind  nun 
x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  krummen 


•)    M.  •.  meine  Optischen  Untersuchungen.  Tbl.  II.  S.  12. 
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■  i'M  Pf»  f*t-rt"M  «■■vivwwPiQ  wk  RKirn.         kihivtii  h»  hu* 
Art  «Irr  hnUtebung  di««»rt  r'K.tbe  durch  de«  in  Kedr 
Punkt  (j-*:)  und  dir  Linie  .H.\  ulVfitnr  rinrn  drin  krri«r  ,\1  /»/ 
glri<  hm  Kr riii  Rrlrgt  denken .  welchen  wir  durch  A'(*ttt.'. 
nen   Mittelpunkt   durrh  O'.  dm  dem  Punkte  />  in   de»   K rci** 
Jf'iiH  enU|»rrrbrndrn  Punkt  in  drrn  krrUe  /lf*  durrfc 
bririrbnrn  wolle«.  Sind  nun  r.  v.  )  dir  («ordinaten  de» 
O .  *o  btbeo  wir  ofenbar  dir  Mrirhu.,* 


fiexeirhnen   wir   jetit    Hta  voo  der  l#iuie   M.f  mit  de«  p*»** 
titeu  Tbrilr  drr  Air  der  s  rinitr»«"hl«»»»*iirn  Winkel,  fodrtn  ■  f 
diesen  Winkel  »o«  dem  ttoaititeh  Tbrilr  drr  Axt  drr  .r  an  n*rfc 
drf  K.chtuuff  drr  l>rrhunK  bin  >-n  0  hi«  .UM«"  ,  ihlrn .  durrh 
die  *<mi  M  n»rb  drr  Pr«jerti«n  dm  Punkt«?«  ««f  drt  H 

drr  .r*  urioffd»  s«m)f  Linie  ftbrr  durrh  p.    »o  Ut 
lifer  Aliffrr»et«beit : 


Kbcu  eo  Irtebt  erbellet,  da**  ßlr  ein  neautti 
der  oberen  und  anirren  Zeichen  auf  einander 

r-:     «coM«  »  !Sn.         -«•«<•  «  IW); 

Wr  ein  |w>»i(i»m  «  dagegen 

r  —  «  ro>tv ,  fi^^nftint* 

int,  woran«  »i«  h  erprjebt ,  da*«  in  irdligrr  Allgemeinheit 

l\)    r  -r«fw«i,  nc 

Ut    Weil  .««  ofeubar 

Ut.  *u  Ut  nach  'Ji: 

al*t>  »*rh  .1;  durch  I)mi«»uh: 

^W1}/   *  WM*1 


1i  "  - 

r.*r>b 
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«  a 


also 

* 

und  weil  nun  offenbar  }=6  ist,  so  ist  nach  1)  die  gesuchte  Glei- 
chung unserer  krummen  Fläche: 

oder 

7)    (Vxs+p  —  «)*  +  (r— A)*  =  r* 

oder 

8)   ara+y*  +  (z-o)Hn*-r2^2aV'i2Tp, 

welche  Gleichung,  wenn  man  sie  rational  machen  wollte,  auf  eine 
Gleichung  des  vierten  Grades  fuhren  wurde. 

Bezeichnen  wir  den  von  dem  Anfange  M  der  Coordinaten 
nach  dem  Punkte  (xyz)  gezogenen  Vector  durch  R,  und  dessen 
spitzen  NeigungswinkeUgegen  die  Ebene  der  .///,  indem  man  diesen 
Neigungswinkel  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem 
R  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xy  liegt, 
durch  ö;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

q=  Sfx1-^ y*—  ftcosü  ,    x  =  /teinö). 


» 

Also  hat  man  nach  7)  zwischen  Ii  und  ö)  die  Gleichung: 

f  Ii  cosü  —  a)a  -f  (Rs'mö  -  b)2= r2 


oder 

9)  (a—  rtcosö)2  +  (6  — -ßsinö)*=r2. 

Diese  Gleichung  giebt  nach  gehöriger  Entwickelung: 

R2  -2(acosö  -f  6sinö))/2==ra— o2-o2, 

und  wenn  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  /.' 
als  unbekannte  Grösse  auflöst j  ><»  erbalt  man: 


10)    #  =  acosG)  +  6 sind)  Jb  V  r2  —  (asinu  — äcosö)2. 

Das  Product  der  beiden  in  dieser  Formel  enthaltenen  YVerthe 
von  R  ist 
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2K6 

und  dir»«*  l'r«M)utt  l.t,  wril 


üfO  <ilO.  d.  I.  ,VO<r 

l.tv  otVnbar  nrg.fiv.  »o  da«»  «Uo  dir  beiden  obigen  Wertb»  « 
U  .t.U  etktKefcrrigeft.Utc  Voneirhcu  haben,    Sc  Uro  wir  »tio 

/T  =  dCo.ü  4  A.ioÖ-Vr*~<^ino-oc«.L>iÄ; 

m  tat 


iiml  ilahrf,  weil  n.rb  Jrm.  \  «rhef  ^rh«*n«Irw  Jf*  um)  ffi!g»I»i 
gene-til«  Vnr»eicb#n  bnben,   #/'  immIiv  und         nrn«lit  \%« 


II)    «•x.r^üf^DülVr1    (ü.lnu  -Aco.u>» 


dM  l'rAtw»ch»  «J*r  Trcbm.the  bri  dem  lUu  «Irr  I  n 
oder  ««cd  nur  bei  der  tan  h*ntM  bri»  Linn«  btunf  drf  lirlrurb<w»r* 


•pf>*r.te,  drf  be.ten  4  on.lr«tcti"U  4er  l.*u*|nr»,  «v  •  w.  ritiiiiüfi 
W  eil  *ber  da«  aebun  obrn  riwibnlr  Memo  irr  .  ur  un  tni  rn 
»\*lfur  d  Vi  Iftira  g  e  dn  pbare.  par  r  rr»»»l,  Pari», 
ifeii  jrtit  -eilrn.  wr»ic.lr»a  ..b«ef  m  erballrw  Ui .  »•  *W 
•elb.t  Herr  Hr..  da«nrtbe  bei  drf  Aawbe«ia»~  ~in  rt  »•> 
gel.  h  Hm  Stbfill  g.r  nitbt  gekannt  ru  b.ben  .cbrinl*),  .#  vuH 
leb  iui  dir  arm  IrHfUrHew  Mrmoire  Im  f*ig<  I-  un^  I  Hl-  II  dl*  •■♦■b* 
dmtli«  br  /.«-i'baung  dr.  |iele«cbtong«apparit«  l're.nel  »4- 

«pie  eine  c<im  :rt>i,.f  »«r 
drr  ftla.aaatab  »erkleinrit  »•( .    an  da.«  dir  biet  irC^rM 
■eng  1       der  wirklirbea  ttf UI     Wrgen  drf  gr  •»••€>«  |l* 
Itcbar«!  diene*  Zeirbnung  «wird  eine  autfObHi«  be  I  rUulmmg  b 
ukbl  »Mauf  und  wb  breiig«  mkb  daber  mit  dr«  Mg.ilru 


*)    V^lftl^  «Ird  tfc-cru.  I.  -rc  »H.rtft  ...  Herr,  lt..« 
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wenigen  Bemerkungen  über  dieselbe.  Der  Apparat  ist  ein  Dreh- 
feuer, er  ist  achteckig,  und  enthält  demzufolge  acht  grossere 
und  acht  kleinere  Linsen ;  die  enteren  sind  durch  .L,  die  letzteren 
über  den  ersteren  befindlichen,  gegen  dieselben  unter  einem  ge- 
wissen Winkel  geneigten  Linsen  sind  durch  /  bezeichnet.  Der 
leuchtende  Punkt  dir  alle  Linsen  ist  die  Flamme  F,  und  M  sind 
spiegelnde  Flächen,  welche,  gegen  die  kleineren  Linsen  unter 
einem  gewissen  leicht  zu  bestimmenden  Winkel  geneigt ,  die  von 
den  kleineren  Linsen  ausgehenden  Strahlen  nach  horizontalen 
Richtungen  reflectiren.  Die  von  den  grosseren  Linsen  ausgehen- 
den  Strahlen  sind  durch  R,  die  von  den  kleineren  Linsen  aus- 

fehenden  Strahlen  durch  r  bezeichnet.  Zur  Herstellung  der 
lamme  dient  die  Lampe  FVH.  Da  das  Feuer  ein  Drehfeuer  ist, 
so  sind  noch  verschiedene,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche,  Vor 
richtungen  zur  Umdrehung  angebracht,  deren  genauere  Beschrei- 
bung nicht  hierher  gehört,  da  uns  hier  vorzugsweise  nur  das 
Optische  interessirt.  Das  angeführte  Memoire  von  Fresnel  wird, 
wenn  es  auch  über  die  optische  Theorie  der  Linsen  gar  nichts 
enthält,  doch  ininer  rücksichtlich  des  Praktischen  oder  Technischen, 
namentlich  auch  in  Beziehung  auf  die  Einrichtung  der  Lampen, 
wenn  dieselbe  auch  neuerlich  wohl  noch  mehrfach  verbessert  wor- 
den ist,  eine  Hauptquelle  bleiben,  und  darf  von  Keinem,  wer  für 
diesen  in  so  vielen  Beziehungen  hOchst  wichtigen  Gegenstand  sich 
interessirt,  unbeachtet  gelassen  werden. 


Das  dioptrische  Beleuchtungssystem.  Secundärer 

Beleuchtungsapparat. 

Bei  dem  vorher  kurz  beschriebenen  Fresnel'schen Beleuchtungsappa- 
rate bilden  die  gegen  die  acht  grosseren  Polyzonal-Linsen  geneigten 
acht  kleineren  Polyzonal-Linscn  nebst  den  dazu  gehörenden  Spiegeln 
den  secundären  Beleochtungsapparat,und  sind,«  ie  eio  Jeder  von  selbst 
übersehen  haben  wird,  dazu  bestimmt,  diejenigen  Strahlen,  welche  von 
den  grosseren  Linsen  nicht  mehr  aufgenommen  werden,  aufzunehmen 
und  zur  Beleuchtung  zweckmässig  zu  verwenden,  also  alles  von 
der  Lampe  ausgehende  Licht  möglichst  zu  benutzen.  Statt  dieser 
Einrichtung  bedient  man  sich  als  secundäres  Beleuchtuncssystem 
zu  demselben  Zwecke  jetzt  vielfach  gläserner  Ringe,  welche  durch 
Umdrehung  gewisser  krummliniger  Dreiecke  um  eine  bestimmte 
Alte  entstanden  sind,  und  nach  bestimmten  optischen  Principien 
construirt  werden  müssen.  Ich  will  daher  jetzt  die  Theorie  die- 
ser Ringe  in  möglichster  Kürze  entwickeln ,  und  zu  dem  Ende 
zuerst  die  folgende  Aufgabe  auflosen. 
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Ari/r  Amfgubt 


lo  Fl*.  II.  ■  üfA  eine  gegebene  gerade  Linie  eod 
fein  teurhtender  Punkt  In  deraelhen.  Wnn  nun  ff» 
ein  von  F  i«  »gehe nd  «•  ? .  gegen  .WiV  unter  dem  \%  iek  el 
i  nrnrijtrr  Ntrabl  i»t,  »o  a«»||  tum  ila«  gfri 
Dreieck  AfiV  der  (ir.tjll  und  Laue  i.arb  »o  b"ti« 
wen.  d  *m»,  mpiiii  drt  Mrahl  /*V  bei  AH  in  6  nach  r\#? 
gebrochen,  bei  //f" 'in  //  n a <•  h  //./  reflectir^nndbeif  I 
in  ./  nach  JK  gebrochen  wird,  die  S  t  r  a  b  I  e  u  fV//.  /fV.  «/A 
reeper  tite  den  Linien  Ali,  ,V.V  parallel  »ind. 


A  uUueung. 

Den  KinUllewiokel  und  den  IJeechunir""  mkrl  bei  f; 
wir  dureb  m  und  a>(  beaeirhnen,   der   KiafallawMikel  nnd  der  Hre* 
i  luin^ ink*l  bei  J  aollen  duftn  u(  itnd  fc>  beariebne*  w< 
wir  in  der  rigor  naher  angedeutet  worden  iat.    Hann  K^Lm 


einer,  "  naina»,    aiuej,  r  »aino. 

den  Bedingungen  der  Auf-abe  AdllJ  rin 
iat.  ao  tat 

^  Ä  Jf    <*>  f  w,    W»  ♦  u,  , 

alao  a,=ut,  und  folglich  wegen  der  »bigen  Weich* 
«—  ü  .  w«,raua  akb  ferner 

erglebl.    Nun  iat 


Wegeo  der  üir»<bun| 


to*;T    %  )^  »r«ie<»  -  »\> 
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Weil  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  JK  mit  MN  pa 
rallel  sein  «oll,  so  ist  v 

und  ferner  ist 

^BGF=i  -9 +  180°; 
also  ist,  weil  nach  dem  Obigen  <£BGF=^CJK  ist: 

1*/=;— 9  +  180°, 

folglich 
also 

cos(9  —  y)  =  —  cos(29— i) , 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

cos(2<p  —  »*)=— f*cos(9— t) , 

mittelst  welcher  Gleichung  9  bestimmt  werden  kann.  Jedoch  wird 
diese  Gleichung  etwas  einfacher,  wenn  man  statt  des  Winkeis  9 
den  Winkel  <o  als  unbekannte  Grosse  einfuhrt.  Weil  nämlich  nach 
dem  Obigen 

9  =  90°  +  a>+i 

ist,  so  ist 

9-t=90o+a>,  29-t=2to+i  +  18ü°; 


c 03(9—1)  = — sioo» ,   cos(29— 1)= — cos(2a>+t) ; 
und  daher  nach  dem  Obigen: 

1 

cos  (2  co + 1) =  —  psin  o . 

■ , 

Fflhrt  man  nun  noch  statt  t  den  Complementarwinkel  i  dieses 
Winkels  ein,  so  dass 

f=90°— 1,  t=90°— i 

ist  ,  so  ist 

2o>+ 1 = 2 0 — t + 90° ,   co8(2o+t)  = — . sin(2»— i) ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

sin(2w—  i)  =  psina. 
Theil  XIX.  20 
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Itela*  di 

der  I  «»rmrl 


bererbnrl  Hat.  der  Winkel  a>  be«timmt  werden.  11*1 
■o  rrfirbtn  »icb  <r,  ^  leirbt  ntittrl*!  der  au» 


Winkel  MC  «Ml  man  mittetet  4er  F< 


Weil  lerne*  —eh  drin  katoptrierbea  (imndrwlie  BC  ee«eei 
nnd  /#V  nnter  eleicben  Winkrln  *e»r,Kt  «nn  m««a .  »ad  «4WW 
M.H  =  ^i  Jll  iet.  4«  Ai.llJ  ein  Paralleloffram.,  tat.  —  «at 
ofrabar   au«  h    ^AHV.rz^M  H,    also   da«  Drrtrck 
fflrirberfeenkliffe«  Irrorek ,  folfflieb  AH     AC    l'urcb  dm  %%  *»4><H 
//.!/  an  drr  .Spitze  iet  da«  «Jeirbarbenkligc  Uicir«  k  AHC  m§*m 
Kar  drr  ür«t*lt  narb  %«»llk»mn>en  br.liramt,   und  die  ttmief  9 
•nd  «/  bmtimmen  »eine  Laire  geyen  die  Linie  Jf.Y.  %o  da««  a£«~ 
letit  «<h'>n  atlea  liaaiealcr  br»ttmmt  i»t,    waa  die  %afeaJ*e  w- 
langtr.    Nimmt  man  al>er  etwa  norb  die  Lag**  drr  .N|mUc  i 
»e«  Irrrteeka  ala  ffr-frben  an,  »*»  kann  man  dir«c|be  aJa  dm  A» 
fang  eine«  rrebtw  inkliireti  Coordtnatm«Y«trea«  brtr»r  Ktr« .  rft  i«o« 
rr.te  Ale  der  ffrffebenee.  Linie  V  >  pamllrl  i.t ;   und  mamat 
dann   in  diesem  >\ntrme  die  poaitit  en  ersten  Coordioate«  a-ar« 
der  linken  Snte  bin,  die  po«äti»e»  «weiten  t »ordinalen  eoeb  »Ut 
bin;    «o  «ind  in  di<*«rm  I  oorilinatrn»>  «Irma  tu  1 1  dem  ,\a  A 


die  (  oordmaten  «an  Ä:    tma*  .  /.«iee 

die  f  «»ordinalen  von  C:     lx+m%r ,  /«aia«/; 

mit  Irl  »t    wrlrber    Formeln    die  l^ase   drr  Sottrea  H  ntuj  C 
fie«rb*«benklieeo  Dreier k«  AM'  tür  jede  t*ri»<rn<^e  LAege  L  eo* 
ner  glcn  bm   V  benkrl   |rtrbt  b«-»timoat  «•  rt dm  koon.     ••««&•  «Im 
l«offe    drr  Ni»it«e   -4  ala   eeerbm  anjjr nommm   wird     Vwd  s>  f 

Atf    t  <»n#rtlt\  a  I  r-n  W       t  _     |    i       mtmmtm  )    «#••#»    I  i  i  rt  k«  mi 

fllf*    1  OOv  fjlfld  l  r  I]    OrF    •▼1MI#«    *w     lO     «litC  I«    Itr  HC  I*  I  Iff^ff    tj  i^B    »  l  • 

C*  -.1:  »  w.    «  _  _  _ . i    Ä  J  — 


die  <  «ordinalen  ton  H 


Wir 9  kommt  M 
C  der  CtlrirbiiBf 
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«in(2tt>-i)=f*8iDCD 


muH  uieseiue  aner  genong,  so  kommt  man  aut  eine  Weichling 
des  vierten  Grades ,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.  Es  ist  nämlich 

sin2cocosi  —  cos2cosin« = psin  cd  , 

also 

2sinttcoso>cosi  —  (I  -^2sinco*)8ini=fisina> , 
und  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  tt=sinco  setzen: 

2cosUVrF::ü»  -  sini.(l— 2u*)  =  ftu 

oder 

» 

2cosUyi=5»=pai  +  sinL(l— 2ti») ; 
also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 

4cosi».tt»(l— ««)  =fiV+8inia.(l-4tt*+4n*) +2/isioitt(l-2ti») , 

und,  wenn  man  nun  diese  Gleichung  gehörig  nach  Potenzen  von 
u  ordnet: 

i 

0  =  sini»+2^4sini«+ (/i« -4sini»  -  4cosi*)ji» 
— 4f4sini.ii8 + 4(sinia  +  cosi2)«4, 

.  i  -!'"'mv>  ii         ;-!»':.,; -7  :.i.l  '\Ä  'Uli.')  \  i\nü,}  Infi*  ,1*1 

4m4  —  4ps.n1.tr» +0i»~4)ti»  +  2ftsint.«  + e.nt*&=0  ■ 

oder 

Für  1=0  erhält  man  u=0  und 

«•-(l-jji»)^,  «=d:V1-I^'•. 

■'*isdn«/n  11117-7  »uvTr'ft^inii'iiffyi 

•l.'.xl  >   )   lJ  UP/  U)\  !u:j|  n  jufi    ;  •  .  ,     ,     .  , 

0<1-j,i«<1 


i»t,  da  bekanntlich  |*<1  ist. 


#  ■  I 


Für  i=90°,  sini  =  l,  bringt  man  die  Gleichung  leicht  auf  die 
Form 
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IUI  man  für  irjfmd  -inm  Ucrtb  von  I  de«  cn 
W.rth  ,o»  - 


•»•ei»— ij- 

IruM    tii«  entwirr«  hrndr^  Unnr  ^\  t»r  *iHlrtuft|  r«  ^  •  e- 


und  folglich  ^lkcrtMff««ri*« .  «fti  »»n  M  (;il*d#r«  »<rkr« 
d>e  b  B«ti>c  uf  cl  u»d  f»  »o«  d< 
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cos(2w— i) .  (2f)a>-3t)=f4C08c»oü> , 


woraus  sieb 

cos(2a>— i) 


C(0  = 


2cos(2w-t)  — cosw 


ci 


ergiebt  Dieser  Formel  kann  man  sich  bei  Berechnung  einer  Tafel 
der,  verschiedenen  Wertben  von  i  entsprechenden  Wertbe  von  n 
mit  Vortbeil  bedienen.  Die  Berechnung  einer  solchen  Tafel 
scheint  wünschenswerth  und  eine  dankenswerthe  Aufgabe  fÖr  einen 
Rechner  zu  sein;  einen  Anfang  findet  man  in  der  angeführten 
Schrift  von  Hess  S.  61.  Am  besten  wird  man  eine  solche  Tafel 
▼od  t=0  bis  i= 90^  berechnen.  Für  diese  beiden  Granzwerthe 
von  i  kann  man  nach  dem  Obigen  die  entsprechenden  Wertbe  von 
co  genau  berechnen.  Geht  man  von  i  =  ö  aus,  und  bedient  sich 
der  obigen  Naherungsformeln,  so  muss  für  1=90°  der  durch  die 
Näherung  gefundene  Werth  von  to  mit  dem  im  Voraus  berechneten 
genauen  Werths  übereinstimmen,  wenn  die  Näherungsrechnung 
genau  geführt  war. 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Gestalt  und  Läse  des  Dreiecks 
ABC  bestimmt,  so  ist  klar,  dass  alle  unter  dem  Winkel  /  gegen 
die  gegebene  Linie  MN  geneigten,  auf  AB  fallenden  Strahjen  nach 
ihrem  Austreten  bei  AC  der  Linie  MN  parallel  werden,  was 
durch  Fig.  12.  näher  erläutert  und  gewiss  völlig  deutlich  gemacht 
werden  wird»  Konnte  man  also  annehmen,  dass  alle  auf  AB  fal- 
lenden, von  dem  leuchtenden  Punkte  F  (Fig.  11.)  ausgebenden 
Strahlen  unter  einander  parallel  wären,  so  würde  man  durch  Dre- 
hung des  Dreiecks  ABC  um  eine  in  F  auf  MN  senkrecht  ste- 
hende Axe  einen  Ring  erhalten,  durch  den  alle  von  F  ausgehende 
Strahlen  nach  zweimaliger  Refraction  und  zwischen  diesen  beiden 
Refractionen  liegender  einmaliger  Reflexion  in  eine  mit  der  bei 
der  in  Rede  stehenden  Drehung  von  der  Linie  MN  beschriebenen 
Ebene  parallele  Lage  gebracht  werden.  Weil  sich  aber  die  pa- 
rallele Lage  der  AB  treffenden,  von  F  ausgehenden  Strahlen 
nicht  in  aller  Strenge,  —  wegen  der  Kleinheit  von  AB  nur  nähe- 
rungsweise,  —  annehmen  Ifisst,  so  erfordert  diese  Convergenz 
der  Strahlen  nach  F  hin  eine  Art  von  Oorrectton  der  Gestalt  des 
Dreiecks  ABC,  die  man  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Seite 
BC  desselben  nicht  geradlinig  macht,  sondern  nach  einem  Kreis- 
bogen krümmt,  wodurch  zugleich,  wie  wir  nachher  sehen  werden, 
die  Gleichheit  der  Seiten  AB  und  AC  verloren  geht.  Wie  nun 
dieser  Kreisbogen  bestimmt  werden  muss,  wollen  wir  jetzt  zeigen, 
indem  wir  dabei  die  Länge  der  Seite  AC=L  als  gegeben,  und 
überhaupt  die  Lage  des  Dreiecks  ABC,  so  wie  auch  dessen 
Winkel  BAC,  als  nach  dem  Vorhergehenden  schon  vollkommen 
bestimmt  annehmen. 
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Wir  wollen  um»  mnl  in  Fig  1.1  iwfi  der  Maie  Ja\V 
Strahlen  JA  und  */|  A'|  denken,  ton  denen  der  e rater»  Jh 
dem  anendlich  nahe  bei  V  In  Af  lief  enden  Pankte  J,  der  ietiH  m 
«on  dem  unendlich  nahe  bei  A  in  ,4f  liegenden  Punkte  Jt  aaa» 
gebt.  Die  dienen  Strahlen  entsprechenden  gebrochenen  Slr*hk** 
Jh  ond  Jt  b  aind  bekanntlich  beide  der  Linie  AH  parallel  Uwe 
Strahl  J/>  gebt  ron  dem  Pankte  />  in  /ff  an«,  der  enUprecbcwd* 
reAWtirte  Strahl  kat  der  Liaia  AC  parallel ,  and  die  den  an»  ata» 

I».  rcflc«  tirtrti  Strahlen  hei   //  rm-c-»  hl<>«»eti«-ii  \\  u  LH  K  »  •- 

l-inin  /iO  alehl  in  Ü  auf  der  Linie  Jff  nenkrecht 


Strahl  7  /i,  aoU  feUt  ferner  mn  einem  aua  /  aengenendea 
in  dem  Punkte  /?,  trefendea  and  in  B%  nneh)  Bt  /i,  gnaw* 
Strahle  / ,  Bx  in  dem  Pankte  bx  ao  getroffen  %» erde»,  da*«.  •«•« 
maa  den  Winkel  BlbxJ%  durch  die  Linie  /J,0  halbirt.  die  nach)  aaO 
ach  neidenden  Linien  /JOead  />,  O.  oder,  wa«  da***lbc  mff.dae  W 


0/>/>,  and  Ü/>,  #>  einander  deich  aind    Benchreibt  man  dann 

>  -  O/A  nie  !l.ilhme»*«r  durch  die  Pun 


ab  Milteipnnkt  mit  Ob-  Oiß%  ah] 

und  IK  einen  krei*b«*gcn.  und  denkt  »ich  nur  immer  die  Pi 
b  and  b.  .  wie  ea  erforderlich  i*t.  unendlich  nahe  r»ofwn-ft»e 
Jf  und  Ati.  an  wird  jedenfalls  da«  tbcilwei»e  krummWaige  I >rei 
Abb%  weniffttena  mit  gr>»«»er  Annäherung  dir  \  i*en»cbeJ1 
da*a  alle  tun  /'  auagebenden .  nicht  eenaa  einander  t»ai 
Strahlen,  nachdem  aie  in  dem  Dreiecke  eine  iweiraalife  Hr(t 
and  eine  t*  lachen  dienen  beiden  Itciractionea  atattiindende  eaai 
lige  IteuViioa  erlitten  haben,  tulctxt  nach  mit  .VA  paraiAc**» 
Kichtansen  aaa  dem  In  Hede  atehenden  Dreiecke  ausfahre«  Ava 
dieeea  «nrjeuogen  Betrachtungen  erficht  airh  aan  »ehr  leerbt, 
die  lieatimmaa«  de«  in  Kede  »lebenden,  tkeilw»i»e  krui 
Dreiecka  led.^li«  h  a 


Zweit*  Aufmalt 

In  dar  Seit»  AB  fFI*  H>  de.  nach  dem  V.rliarf» 
banden   der  Ciratalt  und  Lac**  nach  achea  ralUt  1«  <!.  ; 
bestimmten  geradlinigen  *gleichachcnklicen  Drei  »et* 
AHt\    wo  AB      AC     I.  eine  gegebene  f.'r....e  1*1.  aeti 
man    einen    Punkt   //,    *on    solcher  Lage  bestimme» 
data,  wenn  man  den  mn  AN%  und  dem  flher  H,  htaa»« 
%»rl  ftngertea.    dem    clnfallendca     Strahle    tBx  e»t 
•  pr er  banden   gebrochenen  Strahle  Bx #.*  ei ngeac 
nen  Winkel  durch  die  Linie  ff,  O  halbirt.  ued  in  f  m« 
BV  4hm  Perpendikel  CO   »r r i c  h  tet.  der  Derch*r baifta 
t*unkt  0  der  beiden  Linien  ff ,  O  am  4  CO  %  «n  de«  he»dea 
Punkten  ff.  and  r*  gleit b  weit  ent lernt  tat.  a.daaa  *Na 
beiden  Liaiea  BtO  «ad  CO  alaa  einaader  gleich  aiad 

AefK.teag 

Man  wird  bei  der  AaeU»o»g  die.,r  Aufgabe  *,th  am 
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sich  nSmlich  noch  die  Linie  BXC  gezogen,  so  ist 

^OB1C=*LOCBl 

die  zu  erfüllende  ßedingungsgleichung.  Man  nehme  nun  ABt 
willkührlich  an,  dann  kennt  man  in  dem  Dreiecke  ABV  C  die 
Seiten  A Hx  ,  AC=^L  und  den  eingeschlossenen  Winkel  BXAC 
—  4LBAC*  und  kann  also  die  übrigen  Stücke  dieses  Dreiecks  be- 
rechnen. Also  kann  man  jetzt  den  Winkel  OCBl  finden,  weil 
offenbar,  da  CO  auf  BC  senkrecht  steht, 

Z.OCßl  =<W-jZACB+  sZACBi 

ist,  und  die  Winkel  ACB  und  ACBX  nach  dem  Vorhergehenden 
bekannt  sind.  Die  Linie  AF  ist  jederzeit  als  bekannt  anzusehen, 
weil  die  Punkte  /■'  und  A  gegeben  sind,  und  ferner  ist 

^.BxAF=i-<p+lW>; 

also  kann  man  aus  den  Seiten  ABX ,  AF  und  dem  eingeschlosse- 
nen Winkel  BXAF  alle  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  AB%Ft 
folglich  auch  den  Winkel  BBXF  berechnen.  Die  Ergänzung  die- 
ses letzteren  Winkels  zu  90°  ist  der  Einfallswinkel  des  Strahls 
/'/>',  bei  Z?| ,  aus  welchem  sich  mittelst  des  dioptrischen  Grund- 
gesetzes auch  leicht  der  entsprechende  Brechungswinkel  finden 
lasst.  Addirt  man  zu  diesem  Brechungswinkel  1K)°,  so  erhalt  mau 
den  Winkel  />/>,/  und  kann  nun  den  Winkel  OBxC  berechnen, 
weil  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

^  OBl  ABxC+\z.BBxE 

ist  Man  kennt  also  jetzt  die  Winkel  OCBx  und  OBlC,  und 
kann  nun  prüfen,  ob  die  Bedingungsgleichung 

Z  OB^sLOCBi 

erfüllt  ist.  Findet  sich  diese  Gleichung  genau  erfüllt,  so  ist  ABX 
richtig  angenommen;  im  entgegengesetzten  Falle  muss  man  ABX 
so  lange  verbessern ,  bis  die  in  Hede  stehende  Bedinguncsglei- 
chung  genau  erfüllt  wird,  wonach  man  dann  den  richtigen  Werth 
von  Adx  gefunden  hat. 

Hat  man  auf  diese  Weise  ABX  gefunden,  und  also  na- 
türlich zu  gleicher  Zeit  auch  BXC  und  j^OBxC—^.OCBx  be- 
stimmt, so  erhält  man  die  Halbmesser  BxO=.CO  mittelst  der 
Formel 

_      _  ßxC 
BiO=CO  =  2cos(JB  C  • 

Sind  wie  früher  p,  q  die  Coordinaten  von  A,  so  sind: 

die  Coordinaten  von  Bx:p  -f-  ABx.cosq),  q  ■{■  ABX. sing); 
die  Coordinaten  von    C:p  +  /46\cosip,   q-\-  AC 

Denkt  man  sich  von  Bx  auf  MI\  das  Perpendikel  BXQ  gefallt, 
und  durch  O  mit  MN  die  Parallele  OQ  gezogen,  so  kann  man 
den  Winkel  OBxQ  leicht  berechnen,  weil 
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^ABtQ=.-W> 

tat  die.  Wickel  AH%(  »d  O/V  n»*r  gfcichf.ll»  ane 
beaae.t  aiad.   Hat  »au  aber  £QBXQ.  »o  kcaot  am 

HxQ^BxO^OBtQt    OQ  =  HxO.*\bOBxQ 

and  kann  o«H  au»  de«  ecbo«  behinten  tf'vordinalen  >  jft 
de«  Linie«  und  OQ  nfenhar  immer  g«cb  leicht  die  <  e-rm 

^.U.  ^Ii1tel|.unktc»    O  d««  IM 

wird. 

Daa  tbeü  weite  krummlinige  Dreieck  ABXC  i»t  jetil  «Lea  »aal 

kniunirii  t^ftolifumt  .     UImI    tieU  CUt*tirccli**lit!*?||  Llaerttig   t~f  halt    Wk-»  1 

« teder  mm  ob*«,  weee  man  die.ce  Dreiork  »üb  um  eina  mim*: 
MX  eeakrccbt  »Ii  hcnde  Aie  drehen  la»»t. 

Mehrere  »»Icher  L*U»ringe  werden  nun  tu  einer  Art  ««*  blaff* 
mit  einander  «cretnigt,  bei  deren  Anordnung  man  im  Allt»'«»*-w^» 
nach  den  folgenden  rrineiplcn  t  erfahren  muw  In  Hg.  W  M»^* 
eine  lt»u|»tlrn»e  vor  «nd  «ei  der  leuchtende  Pank*,  4* 
dtrrh  *'  erbende  Linie  MM  etehe  auf  /,/#,  »enkrerbt;  *•  fc^r 
man  die  ?<|»itie  de«  den  er»?en  nbern  <»l»»ring  bewrbreibr^-. 
fhrilweiae  krummlinigen  Dreieck«  ABC  in  den  Paukt 
wenigen»  nahe  an  diesen  Punkt  ru  legen.  |at  min  aar«  d 
tot  Ii  er  gehenden  Anleitung  diene«  Dreieck  tollatnndig  d»-r  I 
and  Lage  nach  bestimmt  und  dadurch  grh^nR  fr»i(v4egt.  •* 
m*r,  d.a  Linie  M  und  dar,  b  V  eine  PartllePe  mit  der  Linie  M  ^  . 
eeburiden  »ich  nnn  die»«  beiden  l^nie«,  geborig  «erlaegert.  in  .4, . 
ea  k  «tarnt  in  dieeen  Punkt  die  Noitte  At  den  iw  eilen  Dretera^* 
t,  Bx(*x  tm  liegen,  weicht-«  nun  frrnrr  auf  ÄbnHebe  W  *****  mm  <L+m 
er«te  Dreieck  ABV  beatimmt  wird.  Hieran!  siebe  aaan  J*c 
#'Ä,  «ad  dareb  f\  eine  Parallele  mit  der  Linie  MX.  »e 
•l^r  Dur*  h*ebuitt»i*uuk f  A^  dieeer  beiden  Linien  die 
H|ri|»e  L  de»  drille«  Dreieck»  A%B%4\.  welrbea  teraer 
a«r  dieselbe  Art  wie  r<««  erat«»  iKrteck  ABt'  beabenml 
Wie  man  auf  dieae  Art  weiter  geb#a,  «nd  die  Kappel  *a*  eaaee 
beliebige«  Aniabl  «an  LI«  »ringe«  t««imnien*eUen  k*»n 
a«  wie  »Mb  aueb  %oa  »clb»l  »cf.teht,  d«aa  »an  eine 
K«»H  untettaJb  taa  den  »laapllieae«  LL,  anardna«  k 
«Vr  die  »«  erfolieedee  IS+dmgvngre  «<>a  den  bei  der 
Üeiipet  tu  et(i»lt*"n«i»  ri  Ii rtiiu u'i"»gcn  »m  hl  weaenllicb  i mf« b— 
•»ad,  aad  aar  darib  die  merhaai»che  Linri<  blaag  de«  g«na»a  Aa> 
|»ar«l»  eiaigermaaeae«  modibcirt  «erden  k»naen. 

Dtr*e  m^-btniBcbe«  l'iaricbtanpra  weiter  aa  beayreebe« 

d«  Ahb«ndla»g.  weUhf  Ir.fcfich  die  Tb«-<»rie  de»  »ice* 
w|*f»*cbea  Tbeil»  der  für  Leucbttbara«  betthmiBfen  IUI 
•  |»|taf«|r  in  •  Aac»  tu  f^Mea  bejbaii  hti^lr  I  Vbrr  »lle«  Tecbjs«a<«a» 
ni»dri  »a»n  gemigf^ide  An*^ut>f|  in  der  aafHuhrte«,  m  die»»' 
lle«iebnag  ru  eianfebUaden  Schrill  um  II » •  • .  «ad  m  \l»t 
.Stevaaaaa»  eben  Uli«  »cba«  abe«  aasefdbrte«  Werbe  mV»  mm 
Hkefo  w«.  l^eorhtilii.rM.  *.»ca«f  «ir  «e»  d«be«  bäer  la 
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De  l'expression  ffonlometriqne  des  raeineg 
de  reqnatlon  da  4ieme  degpre.  , 

Pur 

M.  E.  G.  Bjorling 
■ 

ä  Weiterai  en  Suede. 


(Extrait  de  l'apercu  des  Transactioos  de  l'Acad.  des 
sciences  de  Stockholm,  Seance  du  13.  Nov.  1850.)* 


J'ai  raontre,  dans  une  communication  du  9.  Oct.  passe*),  que 
l'expressioo  goniometrique  des  racines  de  l'equation  du  3.  degre 
dans  le  „casus  irreductibilis"  s'adapte  en  effet  nettement 
aux  racines  dans  tous  les  cas,  et  meiue  que  Ton  peut  la  deriver  de 
l'equation  d  une  maniere  la  plus  directe  et  la  plus  simple.  II  m'a 
interesse  d'examiner,  si  quelque  chose  d'analogue  serait  ä  obte- 
nir  ä  l'egard  de  l'equation  du  4.  degre.  Et  quoique  (comroe  il 
etait  facile  de  prevoir)  aucune  analogie  complete  ne  peut  avoir 
Heu  entre  le  mode  de  Solution  des  equations  de  ces  deux  de- 
greslä,  cette  recherche  a  pourtant  conduit  ä  une  methode,  ä  ce 
que  je  sais,  tout-a-fait  nouvelle  de  resoudre  l'equation  du  4.  de- 
gre", methode  qui  ne  sera  peut-etre  sans  interet  en  g^neral,  et 
qui,  de  plus,  dans  un  cas  tres-etendu  conduit  directemeot  ä  une 
expression  algebrique  tres- simple  des  racines.  —  Afin  de  me 
frayer  le  chemin  au  but  deVirl,  je  faisais  d'abord  l'essai  de  l'e- 
quation du  2.  degre ,  en  prevoyant  (comme  il  etait  naturel)  qu'il 
exista  necessairement  une  veritable  analogie  entre  le  mode  de  So- 
lution des  equations  de  ce  degre  et  celui  des  equations  du  4.  de- 
gre. C'est  pourquoi  je  vais  aossi  presenter  ici  la  chose  en 
mime  ordre. 


♦)  M.      Heft  2.  S.  228. 
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}.  I.    LVtquttlon  <lu  2k4mm  degr*. 


Alm  de  rr*ouilre  Imitation 
(I)  x«-exf6  =  0.   (6  n'^tpu  0), 

oo  peut,  co  metUM 

2)      — ylmnici. 
Im  vaUur*  de  ytanr:  i|ui  aeUefert  Ii  1 


lee  «aleure  de  i.  q*J  »efiefeat  4  I 


o«  (an  »Mm.  mk  a  o>at  paa    0)  a  I  e^aati«* 

(4)  ,  = 

f*»f  mn»/<|fi^n( .  Ira  rarlnra  4»  OqaattAfl  pmpo«*«»  fja 
•1  Tim  rir+tit*  le  caa  rtV  «     0)  a«  trouttat  comprUe«  4»m  k« 
iure  de  I»  formale 


(5,  '-»•»u.«.;i-r*((^4))|. 

i.  c#  <ptl  rrf WiH  aa  Mror,  rm  trrim  ilr 

<t»  t*a*  -  — f      -  . 


d*  U 

*  =  ]fl(||^|  -  J». 
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(7) 


qiii,  au  reste,  cotnme  od  sait,  convient  egalement  au  cas  spe- 
cial o  =  0. 


j.  2.   Lequation  du  4ieme  degre. 

1.   Afin  de  reaoudre  lequation 

(8)         a^+ctr>+6j:a+car+d=0,  {d  n'etant  pas  =0), 

on  peut,  en  faisant  usage  encore  ici  de  la  position  (2)  ci-dessus, 
chercher  toutes  les  valeurs  de  ytangx  qui  satisfont  ä  l'equation 

y*sin*x+ay»ainJrcoet  +  6yVio*xcoa*2+c<yatn:co88x  +  rfcos*x=Q, 

ou,  eo  vertu  des  relations 

s\n*x  =  sin's  —  sin22coaax , 

C0842  =  COS4?  —  sin*2COS*2  , 

ä  l  equation 

y*8\nh  +  oyVm'zcosz  —  (y4— 6y*  -f  rf)8in*sco8*z  +  cysinzcossz 

-f  rfcOS«Z  =  0, 

ou  bien,  en  posant  y=  une  des  racines  de  fequation 

(9)  y*=d, 

chercher  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  z  qui  satisfoot  ä 
lequation 


y*  +  oyVin'jcosz— (2^*—  b)yB\nhco^z  -f  csinzcos'z  =  0 
ou,  ce  qui  revicnt  au  mime, 

(10)  (2^»— 6)ysin«22— 2(oy*sin*2+ccos22)siD22  =  4y3 . 

Maintenant ,  s  i  To  o  a  v  a  i  t 

(11)  c=a^, 

—  -  «i   f  # 

puisqu  alors  l'equation  precedente  (10)  se  reduirait  a 

(12)  (2^-6)sin*2z-2aysin2x=4^ 
il  est  evident  qu'alors  on  parviendrait  aisement  ä  la  fin  proposee 
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Aii  re.te.  rommf  crftr  cx.mI.tion  (II)  rediili,  *»  1« 
U  foc—Je  (9),  4 

o«  ca»?«*!  »i*«-ramt  <ju  eile  peot  Mre  remple  luvte«  Im  Me 
eiWtc,  *otr«  Im  coWlcieaU  de  leqttstio«  pr«p«>%r«t  U  nUbn 

(13)  r»^««tf\ 

Ka  efet,  »üit.ot  q»e  r  »Ml  =  «v</  ««  -  =  U  »Wir« 

dtdoplcr  U  poeJtion  «  =W  aa  U  poeWaa  «s=i%*t 


I'ai  coMrt|«mt.  le«  racine»  de  l>ijtiali«n  pcopoaee  (X)^dee^« 
I«  cim  partim! irr  (13),  tont  rompriae«  den»  le  '2.  1 


*  =  l 

(14)  y  «Unt      vrf  M  ssiVa*.  »ei*«*!  oee  c  e«4  s  t 


el 


dr»ij;naat  (pour  abreger)  l'eiprriuhiort 


<of»|*rra<|  loulr»  Wn  «alcare  corre»pontl *M«a  de  %. 
propre«  •  l'Hj»^  (10..  c ■**  A  •» 

(lo     5  MwAHi/-A.m  1  *  • 41  ■>*- * » I))- 

el,  per  «eil*,  eile«  »efont,       *erle  de  la  reUti»n  (t>>.  Ire 

»uii  am«  » 


N,  N  ^li  t*«let|  All  MfM , 


(•etwr,  te  »e»e  Je«  detii  »«gaee  | 
ter*ee) 
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Aareste, il  estaise  de  ve>ifiermainteoant,  qu'en  effet  cette  derniere 
expression  des  racioes  convlent  egalement  ao  cas  mime  sin- 
gulier  (15)*). 

2.  Lorsque,  au  contralre,  la  relation  (13)  n'existe  pas  entre 
les  coefticients  de  l'equation  proposee  (8),  il  est  toujour  possible 
de  la  transformer  en  une  autre  Iquation  de  meme  degre*  dont  les 
coefücienU  remplissent  cette  condition  (II).  Car,  en  posant  dans 
l'equation  (8) 

x=zxt  +  n, 

eile  se  rtduit  ä 


xS+iü 

V  +  6u« 

a;12+4tts 

+  a 

+  3em 

+3au* 

+  au*  l 

+  6 

+  c 

-f-cu  \ 

+d  ) 

oa,  poar  abregeT, 

Um         ü*  ü' 
(19)  I^yri*+r2:pi*+TÄl+ü==0» 

ou,  enfin, 

(19')  V+a^+Mi'+^i  +  ditsO; 
et  la  relation  des  coefticients  dont  il  sagit,  savoir, 

(20)  ouü^  =  (j^),ü. 


•)  En  effet  1°)  ai 

c  est  =aVd=ay*,  o=(2y*=)2V<*, 
T  eqnation  propoaee  (8)  a  la  forme 

x*  +  ax*+2Vd.x*  +  ay<*    +  d=0 

on  bien 

WX**  +     +  VcO=0; 

et  2°)  ei 

e  est  =— aVd=<tya,  6  =  (2y*=)  —  2V«J, 

l'eqoation  (8)  a  la  forme 

(x*—Vd)(x*  +ät— Vd)  =  0 ; 

et  on  reconnait  aiaeraent  qu'en  effet  dans  Tun  et  I' autre  caa  la  forranle 
(17)  foarnire  loa  yeritablee  racinea  de  ces  equations. 
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♦  f  ferf  f  «o«-4*)J«  +  (««rf-r«)  =  0 
l*Af  rrvn»^iMmtf  »1  lom  «dopte  poor  ■  qm*lr«ii«pi« 

fArinr«   4«  4 #tl«  44puttafl,   il  ■  VRBVit  «*•  I  «ftftct«  Df4r#d#«t  I. 

Ir.  ndoc»  d«  l^uatioo  (IV)  ci 


«t««4r.  l'=?«4|  ««•**«*  +  "  f  </. 

toutr«  l««  »aleur«  corTe»iM»ii«Unir«  Je  I  iocofuuia  x,  propre«  4  i< 
I 


rt.  p*r  ioit«,  *4le«  »front,  ro  vcrta  4«  r»fuafi«o  (17), 

'  All  Ivb 


• 

(Hl  XtSS!*». 


(>»  c —yoil  kl««  •««  !*•  r«ri»<«  4«  I«  lr  «••f«rai#«  ( t Vi 
r«»l  «•  «tri  d#*^ttln  4«  Ucftoii  tf  +  |  <*  »il  («il«  r+tr*  lr*  r*- 
ru>M  4«  Irqutlio«  <il)  ft«  U 
•«   »«•*«*«  i>i»«rtl   qw«  c*lt«  «q««l»*«  tilj  *urt 
irioiti*  un#  r«riM  r«rlle.  •<  «ju*  | > xg  mKi  t|  trrt  iNMfi  p«*a#VW 
4«       pforvfrf  w  tffttvfaftt««  d(»ci(  I«*«  fitnri  b«  d<l»fct— I 


mUmt  I  -----  *   -  - —  1  u-  .       l    Am    fcl        -A|    ■  -  —  —       ^  /l      Im  -  ■* 
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evidente  per  soi -meine;  et  2°)  loraqu  U  est  =0,  coimue  alors 
l'äquation  se  räduit  ä 

[!«-( £-2u)>« + aqim-( J-2a)*j« 

+  ^[lM-(^-2*)«]=0, 

■ 

i 

et  que  le  coefBcieot  de  u%  ne  peut  pas  y  6tre  =0,  c9  n'etant  pas 
=  a*d,  il  est  evident  qu'on  aura  dans  ce  cas  deTinitivement 

a 

3.  Quant  ä  la  discusston  des  racinea  dune  equation  du  4« 
degre,  pour  ce  qui  concerne  la  determination  des  cas  oü  les  racinea 
sont  reelles  ou  iraaginaires,  eile  peut  se  faire  tre«-aUement  toutes 
les  fois  que  Ton  a 

(13)  c«=o«rf. 
En  effet,  lorsque,  dans  ce  cas, 


1.)  a  et  c  sont  des  signes  contraires, 

•  •  • 

Kituäalor8  y  d'slgne     et  que  par  suUe  Vi<iu&tion  (17)  86 

il  est  clair  que,  «)  2V<i  +  *   itant   positif  et  superieur  ä 

(|)  ,  toutes  les  racines  seront  iraaginaires, 

6,rdeaenes.t0Ut  ^  C88' 

-;rtin  «vi»  •»>  'nulrj  tkv*  Mftmaiiim'jiiuh         ir.<]  S"       . -\  t  u   «*njl  ;} 

Lorsquau  contrairr,  dans  le  meme  cas, 

'2.)  a  et  c  sont  de  märae  signe, 

puisqu'alors  y  designe  et  que  par  suite  l  equation  (17)  se 

reduit  a 
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il  raf  rUIr  qM,  a)  JW^i  4taat  atfgatlf  «I  naalrlqaaaaat 

Unt)i>  cjue  6}  dant  laa  aatrea  raa,  toatra  lea  rwcmtm 

rvnt  i»agiaairea ,  »ruU-iiieal.    »i  %  W  *«r 


•iVrf  »a  «erpa«*«  paa  l*aa  al  I  Mir«  dr# 


d*ui    raciaaa    raafk«    at    4a*s  fcaagi 
n*ir*a  .  »rult*m*ot    »i\  r/,    »utpAMAtti  I  u» 
4a  cm  m4$m+*  carraa,  aa  aarpaaaa  p+* 

l'aatra. 

I.l  rnfcn.  loraqoe 


3.)   acte  »oot  laa  al  l'aatra  «0, 


ittftaqa/akra,  ao*  qa'aa  Um—  a  =  vW  a«  -  iva\  laqwatka  (IT< 


ta  diacWaa  4aal  U  »itjl  aal  l-iro  .i  ..mPlr  MuH  i>  a 

I  eipoaac  ki. 


I«  eaa  aa  U  coad.fka  fl?)  aa  aalt  pa 
par  ka  coafaVWfiU  4a  I  «jutta*  priaH(i%a,    qaaa  a»ak_ 
a4ap(a  |»*»«r  »akai  Ja  ■  aaa  rariaa  rarlk  4a  l>i|aa(ka  fll>*). 
p"«rf a  a|'|J '^wf »  akta  nai .  »rt  KaWmcni  rc       %kal  d  atra  <*.i 
et  d*-»*u«  ra  l") ,  t*) .  TT),   poarta  kutcfok  «p»  »a  t#tj»pl**r  U« 
kllm  a,  a  .  r.  af  par  ka  daaaajnaaikaa  ptacadaataa  4a»  mmm- 


4.     P««r  rn   duenrr   una  rap*<  r  da  tari&rati<?a, 

»(iba  tat  cicaipk  partkaUrr : 

La  f4Ut*a  (13)  a'y  a  paa  Kam.   L'^tuhoi  <H)  Jok&t  ki 


*)    Ea  «ata*  «■)  ««4f  aava  «^a,  paa  im« ,  f#»  -tiff  ~ia  a» 

k  I  raa  •  f  ar  aa*  •  ( It)  a««it»4'««i  r «t         !«•  ra*»aa*  4  tlW  aa 

I»  It^aaiMa  pr.viui«  «Mfa  m 
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8«s— 32u2—  60« -33=0, 

4 

ou,  au  moyen  des  positioris  n=f-f-^,    2f  =  t>: 

a    154      4075  _ 

9 — TV~-<ZT=0> 

dont  les  racines  soot  iodiqules  par  la  formule 

v=  |Vi54.cos  |ä»reco«((2^)»))j  • 
et  entre  elles  la  racine  reelle  par 

t>=^(V2744+vl331)  =  j, 

et,  par  softe,  la  valeur  correspondante  de  u  par 

11 

Maintenant  les  coefficients  de  la  trans formte  (19)  de- 
vienneot: 

a,  =24,  h  fx  =6.157,  dl=2^^  , 

la  relation  c,a=Oi*rfi  a  donc  Heu,  et  on  obtient,  en  vertu  des 
equations  (22)  et  (18), 

11     12±1  .  44//" /I2-M\«  157" 
et,  par  suite,  les  racines  de  1'lquatioo  primitive  seront 


-(1±V3)  et  +3V=T, 
dont  od  peot  aussi  maintenant  ve'rifier  l'exacütude. 


il  XIX.  21 
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Heber  Krümmung:,  Rleft-nn*  und  Ab- 
bildunfc  krummer  OberflÄchrn* 

\  wm  4rm 

Herrn  Profcmwr  Dr.  J.  Dienger 


1«  dra  Ftir^adm  habt  krfc  Ycrawbt,  dW  havpUl«  fcKrk«te« 

Sit**  Abef  Kfiinuntjui;  ,  |li«>fpM»g  Vttd  Abbildung  krunirvef  OUr* 
fU<b<*»    l«»Artitnrniu»teB*«.     AmWf  In  »ir«i  |,ebft"i<  hrf* 

wübt>li<b  wof Vf»«iMimti»-«  MJktirn  ü'»rr  krflmomuj|  (  di#  U~b  d#*  % 
•Undifkril  »«t»*  fUtiblr  »WblU  »uffObr»«       BOMfi,  ward«« 
rum^Mlicb  6te  SkUm  »o«  t;»«««   ib*r  tlMfott«  "»d  Abbild«»« 
dr*  krumm?«  ObrriArW«  »arbf»«  lirnuUI  babr  Irb  dabr» 

folg  radr  Wrt  b« :  ?»  |>b  I  f  a  i  d  t  •  r  hr  Trigonumrlrla  %  •  m  lfl*r» 
litgrbfr  de«  Arrbiva,  (Hrrlla,  Ih.l.l.  4°),    f « bi 
pttal;  rW  4M»*dl«Ag«onMiiidUg  amlVl*«  Raada  de«  <  irlm 
*<bra)  Journal««  N.  JtO.  f..  m  «tir  ein«  aalrb«  dr***lb*w  \  «*. 
U»»er«  Im  'Jlmtao  Hand*  j*t»e«  Joajraal»,  N.  3£1  ;  ttrbmidt« 
m  a  I  b  ^  m  *  1 1  •  r  b  •  !•  ^  •  g  i  at»bi«* ,  l»l*r  Hand  *i  I<10  it  .  vam* 
rtitflu  b    di#  I'         a»r  b*a  |n   Gbar  fir  |  r » •  II  a  d •  der  bi 
bara  Ceadaaie  ▼      Gao..   <f;«tting*».  IMI). 


Hat 

3,.  -^0  (I) 

die  GWiebgag  irre»d  finrf  kfuamrh  ( )b<  i liebt  .  «4  aa»  l*w»a,' 
•W*rit»r«i      ilem»rn  k     r  .hr^lm   »<->*-«  .r ,  j,  t,     \  um  dm»  f*»»-kt^ 
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A  aus  gehe  mao  auf  der  Oberfläche  (1)  an 
Punkte  A't  dessen  Koordinaten  seien 

x+Ax,   y  +  Ay,  z+Az, 

wo  Ax,  Ay,  Az  unendlich  klein  sind.  Da  A'  auch  auf  der  Ober- 
fläche (1)  liegt,  so  ist  also  auch 

f(x+Ax,  y\Ayt  z  +  Az)=0.  (2) 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gerade  durch  die  Punkte  A  und  A\  so 
ist  dieselbe  Tangente  an  jede  Kurve,  der  das  Element  AA'  an- 
gehört.  Die  Gleichungen  derselben  sind  mithin: 

*-«=:s|  <*-*>.  r-9=£(x-xy, 

d.  b. 

Z-iJ^(X-x),    F-y=||  (*-*);  (3) 

wenn  Äy  Y \  Z  die  laufenden  Koordinaten  der  Geraden  sind.  Aus 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt  aber  bekanntlich:  . 

du  B  oti  dy     du  dz     ,  ... 

(4) 

du  dz 

eliminirt  man  nun  zwischen  (3)  und  (4)  die  Grossen  ^#  ^»  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

du  .        .  .  Ott  ,  wr     .  .  die  .  _     .     MX  _ 
(X-x)  +■*-  (K-j))+  ä;  (Z-i)=0,  (5) 


welches  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Ebene 
ist.  Diese  Ebene  enthält  also  die  Tangenten  an  alle  möglichen 
durch  den  Punkt  A  gehenden  und  auf  der  krummen  Oberfläche 
befindlichen  Kurven,  und  heiast  eben  desshalb  die  Tangential- 
ebene an  die  krumme  Oberfläche  im  Punkte  A. 

Diejenige  Gerado,  welche  im  Punkte  A  auf  der  Ebene  (5), 
also  auch  auf  der  Fläche  (1),  senkrecht  steht,  beisst  Normale 
an  die  Oberfläche.  Dieselbe  steht  also  auch  senkrecht  auf  allen 
Tangenten ,  die  man  nach  dem  Obigen  durch  den  Punkt  A  zie- 
hen kann.   Ihre  Gleichungen  werden  mithin  sein: 

g(Z-,):=£(A-*)( 

|(^> =|'<*-*).  m 

11* 
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*=V(;:)' <(;;)• -(?)'• 


und  »ind  mt  ßt  y  die  Winkel ,   «triebe  die  Normale  mit 
koordinatrnairn  macht,  »o  Ut  «Ivo: 

I  i'u  .         I  f«  I  f*m 

Moria  dir  obrrn  und  untrni  /rieben  ia*amrneui{eh<*»rri*.  S« 
Nicht«  irntirrartft    Ut   übrf  dir  ■|»rtirllr  Itirlitunc  drr 
Ihum  du  |>o|»|H»|jrir»»ti  in  drn  Formeln  (?)  nn^rMmdc 
I  m  aber  dir-.*  »yri'wtov  r"i  »Utrllung  «»raehmen  tu  k« 
lulsende«  bemerkt  werden 


Dritkrn  nir  un«.  mru  Punkte  .1  «ue  «rede  au 
iM«r  n»rh  bridrn  Seiten  drr  krummen  I Wh«« 
gm.    »o  wird  dir  l»r<**ar  n.    nelrhe  Null   iat ,    wenn  mau  i«  ibr 
Iflr  j  ,  f.  x  dir  Koordtnalrn  de«  Punkt*  .1  »elit.  twia)ttiv  o«ir*  um 
gatit  •«■!<».   wmn  mn  Iflr  j\  g,  i  dir  Koordinate«»  irgend  et**« 
nndrrn  drr  Punkt*  drr  Nortualr  »Hit.  \\  thlm  wir  nun  vine«  4~oj 
Punkt*    I   unendlich   baWi  Punkt  H  auf  drr 


und  mir  «*-i  d»*r»rlbe  auf  drr«  Thrilr  drr  Normale,  de* 
die  obere  %r«ben  i iifeb<»ien  ,  und  »ei  »och 


AUdartn  tat  vfmbar  : 

^  •  » 
 r  cm                r  r  u  r  •  « 

4  ix  J     l  *y  i  ,i 

and  drr  Wertb  »*>n  u,  den  man  rrbMt .    nenn  man  I4r  m 

de.  Puliktr.  ti  »rUt.  u>| 


u>n  g  ein  oaendl»  h  1*1«  wir»  drr  r«tniru  Ordnurg  und  n  der  W  erta 
i«t.  dm  man  rr halt ,    «mn  mau  f -j  r  ^  ,  «,  t 
Punkte«  .1  net«t.  d.  b   ■  __«. 
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d.  h.  u*  ist  positiv.  Folglich  rauss  das  obere  Zeichen  in  (7)  dann 
genommen  werden,  wenn  man  die  Normale  von  A  aus  nach  der 
Seite  der  krummen  Oberfläche  verlängert,  nach  der  u  positive 
Werthe  erlangt.  Man  beweist  ganz  eben  so,  dass  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  hin  u  negative  Werthe  erlangt.  Die  erste 
Seite  der  Fläche  soll  die  positive,  die  zweite  die  negative 
heissen,  und  wir  wollen  als»  inskünftig  die  Normale  von  dem 
Punkte  A  aus  nach  der  positiven  Seite  der  krummen  Fläche  uo.s 
verlängert  denken ,  so  dass  wir  in  (7)  bloss  die  obern  Zeichen 
beizubehalten  brauchen. 

In  der  Regel  wird,  wenn  man  einmal  auf  der  positiven  Seite 
der  Fläche  sich  befindet,  u  immer  positive  Wertne  haben;  es 
mOsste  denn  sein ,  dass  die  Normale  aie  Fläche  noch  einmal  träfe, 
wo  dann  ein  Zeichenwechsel  vor  sich  ginge. 


§  .  2. 

■ 

Wir  wollen  uns  nun  auf  einer  krummen  Oberfläche  (1)  von 
dem  Punkte  A  aus  in  einer  bestimmten  (aber  beliebigen)  Rich- 
tung hin  zwei  Kurvenelemente,  d.  h.  nebst  A  noch  zwei  aufein- 
ander folgende  unendlich  nahe  Punkte  denken,  deren  Koordinaten 
seien : 

x  +  Jx,  y+Jy,  z+Az\     x+Ux,  y  +  ^y  +  J*y,  z  +  *Jz+JH\ 

wo  wir  also  x  als  die  unabhängig  Veränderliche  ansehen.  Da 
diese  Punkte  ebenfalls  auf  der  Fläche  (1)  liegen,  so  muss,  nach 
einer  bekannten  Betrachtungsweise  der  Differentialrechnung,  auch 
sein : 

A    du     du  dy     du  dz  n 

u=0'  ai  +  ^ai+  SiBi-0, 


8Hi     dhi /dy  \*     dhi/dz  \a    0  8*u  dy 

te*  +  W\dx)  +  dzAdTr)  +*dx~dv  dx 


d*u   dz        c^u    dy  dz      du  d*y     du  d*z 
+2  8^87  dx+~Tydz  dx  8*  +  dydx*  +  dz~d^=°'  (8) 

Ist  die  Richtung,  in  der  man  vorgeht,  bestimmt,  so  sind  es  auch 

dy     dz_    &y  Pz 
dx*  dx'  dx*'  dx?' 

Durch  die  drei  angenommenen  Punkte  kann  man  nun 
bogen  legen,  dessen  Gleichungen  seien: 
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<*-«)•+  ( »•-«• + <*-.)>)»=,». 

miX-m )  +  *<r-«+Z-r=0; 

wo  aUo  m,  fl,  y  dir  Koovdinatrn  «rtnrii  MittHptinkU .  f  »ms  H«Jt 
mr««rr     Zur  Ivfttirumung  der  (»n,***-»  «,       f,  f ,  «.  4  tat 
mithin  dir  (>lrirhu»*rn  : 

<*-•)•  +  <j-W  i  u-T)*=f, 


tu» 


woran«  »kB  dud  vrftrbt 
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W 

vxA 


/aM 
vaW 


•+(£> 


Vax  v  +  V^v  +  \b*% 


■2  = 


['+©'+  fe)'Xeß) -Se£+&] 


©)•  +  ©p  + 


ka*»  a* 


~  a*«  a*y 


['+©*+  (&J 


K 


20*+  (£)'+  ©  l-TÄff 

car  v       \ox™/      \ox*  ox     ox"  ox/  j 


i 


Die  Formeln  (9)  bestimmen  den  betreffenden  Kreis  vollständig. 

Offenbar  kann  man  die  Aufgabe,  die  uns  beschäftigt,  anch 
so  ansehen,  als  habe  man  durch  A  irgend  eine  Ebene  gelegt, 
welche  die  Fläche  (1)  schneidet,  und  man  betrachte  in  der  (ebenen) 
Schnittkurve  zwei  Elemente.  Ist  die  Kurve,  von  der  wir  zwei 
Elemente  wählten,  eine  im  Allgemeinen  doppelt  gekrümmte,  so 
darf  man  ja,  um  die  eben  angeführte  Betrachtung  klar  zumachen, 
nur  die  Krümmungsebene  dieser  doppelt  gekrümmten  Kurve  im 
Punkte  A  ab  die  so  eben  angegebene  Ebene  ansehen. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  aber  ein  an- 
deres Koordinatensystem  einführen.  Wir  wählen  nämlich  den 
Puukt  A  zum  neuen  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  (5)  zur 
Ebene  der  xy  und  die  Normale,  in  dem  §.  I.  angegebenen  Sinne, 
zur  positiven  Axe  der  z.  Da  nunmehr  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialebene z=0  sein  muss,  so  ist  also  jetzt 

n   du  du 


du 

während  ^  nicht  Null  sein  wird.   Da  die  Richtung  der  Azen  der 


(9) 
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.rund«  noch  w  il!L  übrlich  bleibt,  m  « ihkn  w  ir  dieselben 

wird  för  x    •  =  *    tt  Da»*  Ketitere» 


»  » 


m*i)JLeb  •ei,  «rhrllt-t  eo:  Man  wähle  xner»t  dir  Lagen  der  Ai*"» 
der  s  «od  •  («enkrecht  auf  einander)  nillLflhrlieh.  no  da-  im  %U 


<*n 

*        nicht  Null  aei  («i ton  man  die  (irSwc  am  gel 

bat,   wir  e«  die  bekannten  Formeln  fflr  Ktn>r«l«  internen» 
«erlangen).    Da  (üt  s~ y  =  x?-0  auch 

;*=0'  ;,=°- 


»ir  iiu  hl  bltwne  l*.»trnx.  i>  mthfclt .  dt  -  in  Ihr  Hm«  «<»riomi 
lr4ti»«eud«>fitiMi    iifmmrn    narh   drm    MacUurin  »<  ben  .Natie  eut 
« »fielt,  diraelbe  dir  Korm  hxbr : 

n_*.r»  I  Ujf  !  »5»  r 

wo  P  kerne  C.lieder  enthalt,  die  bto.«  dir  »rite  oder  .weite  I* 
men*i*.n  %on  x,  «  enthalte».  Aladanti  ut  »fr »bar  für  j^:«  -x  O 
<"*« 

j>  .-_-:/.  Min  lodere  trnn  die  lli'hfnnii  der  Aken  der  4,  «. 
d.  b  eetae: 


an  wird 


I*  m  Bex.g  ..(/,  „'  nWItm  I  hal,  bat,    nie  P  m 

Mfi,|.    Wae  dMi  ttrctb  »-in  /  anbelangt,  ao  Ut 


t=  -iA.inacoa*  |  i«»tn«ru««  |  /(r .».«n  —  »in«*) 

im  —  ajeirrJ«  f  /r-»»i« 

.J  ^       f.      M   tii  r     0  aein,    e«  m«ae 

^    ^  •  woran*  ein  rrellrr  W  rrtb  *  **o  • 

|kVr»*ut,.h.f>f   cefrf  htfrrti«t   ut.    \\..hlra  »ir  nun  <iw  k**~'J< 
xfo   io  drt   •^•••trbf»1ci.  AM,  l-d^t  an«  iV,    «taa*  -rar 


dro  Punlt  .1}  auch         U,    ood   f>>Utub    die  drill*  <»fe« 
I»»,  wird 

(;").•(:;•.).(;:)'.•  CO.G).  ••  - 
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wo  der  angehängte  Zeiger  0  bedeutet»  dass  man  nach  der  Dtffe 
rentiation  \r=y=rr=0  zu  setzen  habe. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  von  der  wir  vorhin  sprachen,  sei 

x  +  Ay  +  Bz  =  0, 

so  ist  also 

und,  wenn  man  diess  in  obige  Gleichung  (a)  setzt: 

1  /3*m\ 


CS9.+ ©.©).-* 


und  dann 


woraus  nun  folgt: 


9  = 


'♦^*»[*<S)+©)j' 


(10) 


in  weicher  Formel  allerdings  das  zweite  Glied  das  Doppelzeichen 
±  haben  sollte,  das  wir  aber  weglassen,  so  dass  q  als  positiv 
oder  negativ  betrachtet  wird,  je  nachdem  das  zweite  Glied  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  hat. 

Legte  man  die  fragliche  Ebene  noch  spezieller  so,  dass  sie 
durch  die  Normale  ginge,  und  also  einen  Normalschnitt  bil- 
dete, so  kann 

x  +  Ay  =  0 

ihre  Gleichung  vorstellen,  und  der  entsprechende  Werth  von  q 
ergiebt  sich,  wenn  man  in  (10)  Ä=ö  setzt,  d.  h.  man  hat  jetzt: 
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*G5).f  (SO. 


WUI  m*n  drt,  (<*Ut  die)  Wrrlhe 
Mdra,  wodurch  au«  rrk.'iK 


A 


(II) 


««lehr 

<>  _ 


4C).»*©)-©).-*C.)J 


a  h.  et»l«»d*r  J  0.  oder  Wollt* 
Werth  (.1=  3r)  skM  g*llca 


r  ■*  »«Uc  MI  J     |  ,  m 


Md  ,*     0.  Rieht  C    O,  d.  h.  A  =  er.    Nu  Ul  far  J  0. 


CO.  _  *. 

Iva 


am)  dl«  CiWirKuojf    d««  Y.lt+tt*   dr«  NchftHfH  Ul   Ar  A 

d.  Ii  die  t.l»e«e  drt  yi,  f«lr  .1  *  ■  9  0,  d  h  dw»  I 
in.  t«»H  »Schrulle  »«IU*  Mir  MAaplifhaitt* 

U~  4mnk  Ht ,  H  ihre  k 

lUaptkrü  m  mang  «halb ■•••er 


Ut  nun  m  f  Am  OdW  Cl^i'hör»c  ifftid  r 
tat  ~-     dtt    trigufrtriirbi  T 


il  d*f 
Ti 


der  xi  m**hl 


^1 


■ 
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einander  bilden,  in  denen  eben  diese  Ebene  und  die  Ebene,  wel- 
cher der  Krümmungshalbmesser  K  entspricht,  die  Tangentialebene 
schneiden.  Heisst  nun  «  jener  Winkel,  so  ist  mithin  4*=cotg2a 
und  folglich  (11): 

1  +  cotg»«  RRt 

p  =  ~     r~    t    -  Äsin*«+Ä1cosV 
cotg»«.5+-^ 

vermittelst  welcher  Formel  der  Krümmungshalbmesser  jedes  Nor- 
malschnitts  durch  die  beiden  Hauptkrümmungshai  bmesser  ausge- 
drückt ist   Ist  nun  R  —  R1 ,   so  ist  allgemein  p=  R,  d.  h. 
Krümmungshalbmesser  der  Normalsshnitte  sind  gleich. 


Was  den  Werth  der  Grossen  a,  ß,  y  anbelangt,  so  findet 
man  nach  (9),  dass  jetzt  «=/*:=  0,  y  =  —  o,  so  dass  der  Mittel- 
punkt des  Krümmungskreises  auf  der  Normale  liegt;  fallt  nun  der 
Werth  (12)  negativ  aus,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  nach 
der  positiven  Seite  der  Normale,  d.  h.  nach  der  positiven  Seite 
der  Fläche,  gerichtet,  entgegengesetzt  im  andern  Falle,  wobei 
freilich  obiges  bestimmte  Koordinatensystem  zu  Grunde  liegt. 


Immerhin  aber  folgt  aus  (12) ,  dass  M'enn  ß,  R*  nach  der- 
selben Seite  der  Normale  hin  gerichtet  sind ,  alle  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  ebenfalls  nach  der  nämlichen  Seite 
gerichtet  sind,  in  welchem  Falle  die  Fläche  in  A  eine  doppelt 
erhabene  (oder  doppelt  hohle)  heisst.  Sind  R  und  Rx  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  ist  ein  Theil  der  q  anders  gerichtet,  als 
der  andere,  und  die  Fläche  ist  in  A  hohl -erhaben.  Die  Scheidung 
geschieht,  wenn 


in  welchem  Falle  p=oo  ist,  Ist  R^RX  und  haben  beide  Grös- 
sen gleiches  Zeichen,  so  erreicht  p  seinen  grüssten  Werth  lür 

a=0,  seinen  kleinsten  Iur  a  — wie  man  diess  am  bequemsten 

aus  der  Formel 

 RRy  RRX  _ 

?-/2l  +  (ß-ß1)sin^-  R—iR-Rjcosia 

ersieht.    Also  ist  dann  wirklich     ein  Maximum,  Rt  ein  Minimum. 

Sind  R  und      von  verschiedenem  Zeichen ,  so  sei 

et)   Rz=—R't       positiv;  alsdann  ist 

 -Ä'ft,  —R'  . 

— rt'sin»«-*-/^ cos*«—  -R'  .  .    ,  ' 

—ß —  sinn«  +  cos*« 
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im*  »mm*  «reiebl  M»in«n  grw««t*n  Wrrtb  für  o-  0.  tto  c*  I  »*t 
•U«  Ut  jcUI  1?  =  ^/^  cm  Minimum;  lernet  U(  Burk 

»in'n  —  ^ro»*B 
«4.  d«M  für  «=*  wirklich  /V,  cio  Minimum  Li; 

f  = 

-iVW,  R   -#7, 

Ä.m*«     #7, #7     ,    ~    t      #7,      ,  • 

ro«V  —  ^  ••inm«      »in*«  £ 


folgt.  <Um,  fcr  «    0,  U  «in  Minimum.  und, 
|»t     —  ff,'  eb*t»f.i!l<*  rin  Minimum  Ut 


K#  Ut  nun  leicht.    rtYn  krAmmuni(*h.iJtip»»4*rr  irfr«4  «-i 
durch  .!  *#l«M:tMi    ebenen  Thuine*  zu  b^imm«*    |>w  §r, 
(10)  gUbl  nAmlMb: 


f  = 


(u  ^  (:-) 

<M^i/^|.<;).i(r;,)j 

"  (-""'"°  c;y...:.Q. 

-•u.'uAI|.is»//7         |  t«'-  "fl  ' 

wen«  •  t)rr  Wiiilrl  »•! .    nVrt  «lir  |>ur<  h*>  hnitulmm  drf  fragf*  k»« 
f.benr  und  tief  1  anee*ti«lrl»rnr  mit  drf  lm»c  m*<  bt.  in  wrbU  4~ 
drm  kfijiumuti  j*l».»ll*mr»*rr  fV  •  nt  »nr«  »  h«-»i.|r  I  'm-u*  tlu»*r|W  T 
f  rutulrlM-nr  ilcin  h»<  iii»«*)>l«*t    |«t  n  <!*-r  \%  ■  nk *"l  .  d<"n 

mtt  de*  .\utiimm  BMibi,  ».*  i»(  Ul^hi.tLnb 

f  UP 
c<>*  u  ^  I  f  .v  i  /<» 


I 
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wodurch  also  auch  der  Krümmungshalbmesser  dieses  Schnitts 
gegeben  ist.  Was  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
anbelangt,  so  ergiebt  sich  leicht  aus  (9): 

» 

fl+J*)B  .    RR,  (LM5g  gfi 

a  ~ 1  +  /i2+  z?2  n+Ä*nx '  p  "  Zlil+T+Z*)  R+A*Rt ' 

_       (1  M2)2  RRt 
y-~~{\+A*+B*)  '  R+A*RX9 

so  dass  der  Werth  von 

y         0C08Q)        /?sin2a-|-/?|  cos2a 1 

also  die  Richtung  dieses  Krümmungshalbmessers  in  Bezug 
auf  die  Normale  dieselbe  ist,  wie  die  des  Normalschnitts, 
dessen  Ebene  die  Tangentialebene  in  derselben  Linie  schneidet, 
wie  die  Ebene  der  betrachteten  Kurve. 


§.  3. 

Man  denke  sich  eine  Reihe  Normalschnitte  durch  den  Punkt 
A  gelebt,  alle  denselben  Winkel  rp  mit  einander  bildend,  so  das« 
wg>  =-5(50° ;  sei  «,  der  Winkel,  welchen  der  erste  dieser  Schnitte 
mit  der  Ebene  'des  Krümmungshalbmessers  R  macht,  so  dass 
«t  |  <p  der  Winkel  des  zweiten,  ttx+ntp  der  des  letzten,  wel- 
cher mit  dem  ersten  zusammenfällt ,  ist;  seien  o,  .  q.,  ,  ,  p„  die 

Krümmungshalbmesser  des  lsten,  2ten ,  ....?iten  Schnitts,  mit  den 
ihnen  gebührenden  Zeichen  genommen ,  so  dass  gleich  gerichtete 
auch  gleiches  Vorzeichen  haben.    Alsdann  ist  nach  (12) : 

1       1  l 

 1-  h  ••••  +  — 

Qi      Qu  Qn 

=  -g-  fsin2«!  -f  sin^o^+qp) -f sin* («i  +  n  —  lq>)] 

l 


+  £  [cos2«! +cos*(cfl+<p)  + ...  +  cos2(al 
d.  h.  wenn  man  beachtet,  dass 

also: 
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m  1   

9  sioqp.  J  ' 


....     ro*(2*,  f  V  > I  =  "  •  » 


Afrhi»  .  TM.  XI  H. 


*  * 

Im  6.  9.  w«rd«  «a*  hicr"i*a**,  djuw  gvtei  (Ijnjit»* haltt«  ln-.t«» 
hrti.  K*  ttMbt  RM  Docb  tu  a*tK*ft,  wie  d»«»»rlb*ft  »|1)c«*rtjrMi  W- 
»fiamt  w erde«  kuiifirci  Ava  6  '2-  «ftti  Mio.  d***  f9r  jr^— 
NurmauttlMMtt  der  KrilB>mttO|»h«Jb«r»>ef  in  drr  Nona«lr  liegt 
SitMl  »an  «,  ß,  f  di«  Kwurdtnalrti  d#»  kr4mMu»|(a»»itt*lpuli« 
fflr  eine*  NnMB*Uebfcitt ,  ««»  rav*«  (o.  0,  /)  io  tlrr  dorr  Ii  de«  Pwli 
£r.  jf,  x)  gebende«  .Normii«  litgro,    d  b.  m*o  Bau  «*cb 


*  ^  *  ^~  SS   ^  •  _ 
IH  1'«  <« 


1'« 


v  (;;)'*(:;)'*  C?'"1' 


f 

r-» 


rmm     .         e«   i«t,    rxc*«rt . 


rr*- 

t-« 


et 


e« 

» 


W4.  ~ 
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sie  nach  verschiedenen  Seiten  der  Normale  gerichtet  sind. 
Setzt  man  nun : 

a** +    \dx)  +    ^     txfy ß 
.9  a»*  8z  a«» 

-'[«<#♦  (£)']■ 

so  folgt  aus  (8): 

Ferner  ergiebt  sich  aus  (15),  wenn  man  die  (9)  vorangehenden 
Gleichungen  beachtet: 


0"Z  c  u 

k  Bu  clz    t  du  c%*f 

=-4>(!)V  £)T  *' 


f=$>.  (17) 

worin  k  (immer  positiv)  die  schon  in  §.  1.  angegebene  Bedeu- 
tung hat,  und  also  0  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  P  es 
ist   Der  Werth  von  k  ist,  för  den  betrachteten  Punkt,  konstant, 

P  aber,  da  diese  Grösse  die  Quotienten        |~         enthält,  ist 

veränderlich  mit  der  Richtung  des  Normalschnitts. 

Sind  a,  ß,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
an  den  Normalschnitt,  dem  9  entspricht,  mit  den  Koordiriaten- 
axen  macht,  so  ist  bekanntlich 

1 


- 
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*y  ft 


»o  ilui,  »lc  m.m  I riebt  alebt : 


Nack  r  IT>  *ird  |»  Hn  Maiimum  «der  Mir.i 

«»der  Ma&iiau»  Ut.    I)»*»  Hioj>t»rbnittr  werden  »irt  *U» 
cryrben .    wenn  man  die  Maiinta  <wler  Minima  i*»n  /*  *uf*Mfbt 
i*  bangt  nun   ab  %oo  den  drei  (allein)  Ver.mil«il»i  hm  m. 
itx  h r p  d#dfn  txxrb  die  (jlekbtraxeo 

be.teben.  da  die  Normale  a+nlrerbt  »lebt  auf  der  T 
der   itettöbnlirben  Lehre    tom  {.ruhten  und  Kirineten  bei 
alao  aar  Baetiramenf  %eo  e,  ß,  y,  a»e**r  dlracn 

üi  f   "  t  j*r  "  i  e*  s  '        <  .y 


f*«  <*«•  €  « 

wen*  1,  ,  lg  »wel  nneb  iti  betiimm^fwle  I  akteren  »tad  MeAbaaV 

tirt  »an  di«*»e  drei  Itkicbunr^n  bejü^lirb  mit  o.  ßt  j  mW  *<W»" 
ao  er  |  lebt  eicb 

#MV   0.    i.  -/>: 
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d2u  _    /3*u       \        cu  ^ 


Aus  diesen  drei  Gleichungen  ziehe  man  die  VVerthe  Ton  a,  ß,  y, 
die  alle  drei  den  gemeinschaftlichen  Faktor  ^  haben,  den  mau 
aus  der  Gleichung 

bestimmt,  und  setze  diese  Werthe  in  die  Gleichung 
so  erhSlt  man  endlich: 

(18) 

i 

at«  a«  r  b*u  a%    a*n  /a*« 

■        8r  \jdxdy  Cxcz     ByBz  \Bx*       /  J 

^öm  öm  r  c2m  B%u       cfin  /o2u  p\~i 
Bx  Bz  \_cyoz  BxBy     BxBz  \Byl  J_j 

+i 3x  a^  LBxBz  ByBz  *  BxBy \Bz* ~vJ  =ö* 

aus  welcher  Gleichung  zweiten  Grades  die  zwei,  den  Haupt- 
kriimmungshalbmessern  entsprechenden  Werthe  von  P  folgen. 
Die  VVerthe  von  a,  ß,  y,  welche  die  Riehtungen  der  Tangenten 
der  Hauptschnitte,  also  dieser  selbst,  bestimmen,  ergeben  sich 
aus  den  Gleichungen: 


Thcil  XIX. 


22 


IM 
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wo  tJ  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate 
der  drei  Zähler  ist. 

Hat  die  Gleichung  der  Fläche  die  Form  z—  f{x,  y),  so  ist 

u  =  f(x,  y)  —  i, 

also 

du  Bu     Bz      Bu      8r      d*u  _  <Pz       a*u  c2z 

Bz—    l>    Bx^Bx*    By—By'    Bx*~  Bx*'    Bxcy— $xTyf 

Bht  _c*z       Bht  &u  _<Pu_n     cht  B*z 

%*  ~  By* 1    BxBz  ~  Bycz  ~  cz*     J'   BxBy  ~~  BxBy 5 

also  wird  jetzt  die  (18)  zu: 
d.  h. 

(20) 

Dahiersp=— 1,  so  haben  ound  y  —  z  immer  entgegengesetztes 

Zeichen,  was  auf  das  in  §.  2.  Gesagte  zurückweist.  Aus  (20)  folgt, 
dass  die  krumme  Fläche  doppelt  erhaben  ist,  wenn 

<J*z  <Pz     /  B*z  \« 

hohl  •  erhaben ,  wenn 

a*z      /  a^Y 


§.  5. 

Lassen  wir,  der  einfachem  Rechnung  wegen,  die  Gleichung 
der  krummen  Oberfläche  wieder  z—f{xf  y)  sein,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Normale  im  Punkte  A(x,  y,  z): 
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*■-»—£ :<*—>•  »-»— £<z— >• 
«/ 

Man  *rbc  nun  %on  dem  l'itnkfr  (t.  jf,  t)  in  drm  Punkte  ix  +  Ax 
v  »  </f.  :  ♦  .*:)  flbrr.  •«  Lt  die  Bedingung. 


,f.i 


f  x 


r5 


rJi 


C.fl 


Kn  nawi  mithin  im  Urb»«  jr  «i  • » •  I  v  eine  Ileiiebung  »Uff 
drntnarb  v  «*tnc  Funktion  tun  .r  »cm; 


dei  er»teu  Ordnung  gennu 


Gebt 


Gram»  Ober.  M  l.t  obige  (.IriHMne 


( 


a.  i. 


\cxvy  T  c  jr*  ur/V         r«r,f  i.i««r-r     \taj   T  cx  cjl*J 


U  Ml 


i:      «f  «•: 

•   .    — II. 


.^  =  0 


fr 
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folglich  entsprechen  die  beiden  Werthe  von  g2-,  welche  (21)  giebt, 

den  beiden  Hauptschnitten.  Von  einem  Punkt  einer  krummen 
Oberfläche  aus  ciebt  es  also  nur  awei  (auf  einander  senkrechte) 
Richtungen,  so  dass  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Nor- 
malen sich  schneiden.  Verfolgt  man  diese  Richtungen  weiter,  so 
erhalt  man  die  Krümm  ungslioien,  deren  Theorie  wir  aber 
hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 


}.  6. 

Angenommen  eine  ebene  Kurve,  deren  Gleichung  y—f[£)> 
drehe  sich  um  die  Axe  der  x,  so  entsteht  eine  Fläche,  deren 
Gleichung 

ist.    Hier  ist  also 

:.   •,;«.-  .? .  -.  • :  ■•'  ihr.h 

mitbin 

£«%.  |'=*>  g=-2((/'W)«  I  /W/»WJ, 


■  Ii  ■  - 


■  .  i 


i- 


dht     hht     _     c*m       8*«        a*w     A--^d  i.  '4 
demnach  ist  die  Gleichung  (18): 

(/W)2(/V))*(2  - 

+  |^-/>)  +  -(2-^][-^(,))-W^)-^  =  0, 


d.  h. 


-2 


Ferner  ist  ,|.,ftl(i, 


A=2Vyn  ^+(/w)W))*=±'i/WV" l  |  (A*))a, 

wo  das  Doppclzcichen  so  xu  wühlen  ist,  dass  h  positiv  ausfallt. 
Also  sind  die  zwei  Hauptkrüiumungshalbiuesscr: 


220 

I.*-t<lrrr*  i»t  d*-r  kTilmmunc»hallfnir»«>rf  d«-r  mroe/ef^ir— 
Kor«»  in  dfn  Punkt»  (jr,  e).  eruiere«  Ul  «l>  Normae»  4««  lr 
msunfralieie  in  demnrlbea  Punkte.  K#i  einer  KoletUmemmraM 
tat  .lau  in  jedem  Punkte  die  erbeutende  kurte  Olrr»di-i»>  em 

IUu|>tecbhttL 


Seien*",  il  die  Mittelpunkte  der  i»ei  II auiifkruniinungak >< 

in  einem  Punkte  A  der  krumturn  KU«  he.    fiel«  h|i  ltiS .  oS^r 
auf  der»elben  Seite  der  .Normale,  oder  auf  «jer»rhiedrnen  Sei*** 
lirgni.    Man  denk*  »trb  duf*  b  dm   Punkt  ('  in  der  I  brrte  d^» 
krn«e«.  de««en  Mittelpunkt  //  int,  eine  Srnkrrrhtr  auf  d*r 
male  in    «I  gr/ngen,  und  l***e  nun  den  Irt/tru  krri«   e«v  d»r*# 
Srnkmhte  rutirrn.    «o    bntbreiM    er  eine  |{Mtalion«fe«fce ,  dm 
durrb  den  Punkt  .1  tt^ht.    !>••?  «inr  Haupt*«  hmtt  dir«er  t<i»U("in« 
liebe  i-t  aUo  nneh  }  tt.  der  km»,  dr»»rn  lfalbm#«<»er  .IrV  i«t 
der   andere  Hauiit«rhnitt  i*t  darauf  ■enkrecht  und  al*«  ein  kr*-.« 
vom  H*lbraea»er  ,lf" .  da  dir««  drr   l(<itatH*n»hjl)irnr«>«rr  i«t  AH 
und  .ff**  aind  aber  die  r *«'i  ||aM|»tknin^unt;«halbn>r»«rf ,  *o 
die  crerbrne  und  dir  rf teuCtr  I  I  ,<  he  dir.elhrn  Haupt»«  I 
Mglud  if   J  )  «ammtliihe  Srhnittr  hr».lrr  r  la<  he«  «l«-irb*  kniaa 
muti,;  In  Punkte  A  haben.    Nun  loljt  au«  {  i  Inrht .   da»«  •  «•*. 
Kl.»«  ben  ,  ««irlrbr  di«**r|Urn  Haupt»«  bnitte  (und  H  iniiti  r^nn>ni 
balbme«»er)  halben.  auf  *wel  l,m«*ar»le»jenlr  bin  iu«amne»f  i.«W« 
demnach  kann  die  |rf  ebene  I  la«  he  in  unmittelbarer  Nabe  uea  «Arm 
Punkt  .1  herum  «tuuammrnUllend  H,eda*  bt  w< 


»  - 

Wir  ia«dlee  «miekfarn,  eine  krumme  I  I  n  be  » etde  jeb»*,»* 
**  <U*>  aie  bei  dir. er  lJ.rfunK  %»edrr  i*rrr...t.  n<«b  Kaha«a 
und  w«»Mru  nun  untr« «urhrn .  bri  diroer  lii#c**nc  w^rbl 

Wenn  ru»e  r  la«  hr  »ich  in  d«*r  ««»feg  eignen  \\  rur  birgt.  ■**  he*«  •  • 
die«*,  da«*  m  «irr  ergebenen  und  «i<er  durrb  Idecwnc  daran»  e» » 
•lebenden  I  I  m  be  )♦  *««e»  Punkte  <nb  rnt*prr<heu  ntil  »%**>.  d» 
die  I ,u»e Ai vi ementr  drr  beide«  |l  n  heu  um  die«*«*  Punkte  W«x.% 
gleich  gr«»»«  arm  n«u%»en,  und  «laut  r-ndl»«  b  cnt«pre*  b«fU«4e  l-***^nr 
e«V  tuet.tr  bcid,,  I  I  „  hrn  ,U»rlWn  Winkel  machen 

Sied    r.   f.   t  dir  k<"»nlinitcn  rmr«  Punkte«  drr  ge*rW<»e» 
f*,  J    d.r  k  »*rdiri4lrn  de«  «*•. l«»|»4 rr Ii rn«Jr»  Punkte«  de«  dW^  ^ 
liäeirunc  d^'aoa  «f.'  'fjndrnru  l'larbr  .  «<  ein   Litn>*re4r wmtuI  «*r  • 
-inen,  «V  der  andern  KUrbe    eu  mu.a  al.«  r»     k,  d  b 
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sein,  wenn  man  gleich  die  Bezeichnung  der  unendlich  kleinen 
Grossen  nach  der  gewöhnlichen  Weise  einführt.  Vermöge  der 
Gleichungen  der  zwei  Flächen  hat  man  offenbar  (da  man  bekannt- 
lich nur  Glieder  der  ersten  Ordnung  zu  beachten  braucht): 


so  dass 


Da  der  Punkt  (X*,  V,  ;')  dem  Punkte  (x,  y,  x)  entspre- 
chen soll,  so  müssen  x,  y't  z*  Funktionen  von  x  und  y  sein,  so 
tlass  man  haben  wird: 

U\\    .  ii-1' 

wo  freilich 


~Bx~Bx'  Bx  ^^j'Bx*    By  ~  Bx' 'Sf  +  By' 


(210 


Daraus  folgt,  indem  identisch  8#*=8*/a  (d.  h.  unabhängig  von 
jeder  Beziehung  zwischen  Bx  und  By): 

■ 

+ 

1 

Die  Gleichungen  (22)  entspringen  aus  der  Bedingung,  dass 
zwei  entsprechende  Linearetemente  gleich  gross  seien.  Nimmt 
man  nun  zwei  Linearelemente  der  einen  Fläche  Bs  und  BS  und 
die  zwei  entsprechenden  Bs*,  BS'  der  zweiten,  so  müssen  diese 
noch  gleiche  Winkel  machen.  Das  Linearelement  Bs  gehe  von 
dem  Punkt  (x,  y,  z)  zu  dem  (x+Bx,  y+cy,  z +&),&£  von  Gr,  v,  z) 
zu  (*  +  8A,  y  +  SK,  s+8Z),  so  ist 


I.etitere«   int    drr    krflmmunff«halhrue*»er   der    ersr »geMd«- 

Kunr  in  dem  Punkt»  (x,  •) .  erntereu  Ul  die  Normal»  nW  I  * 

iguufnlinie    In  demselben  P 
Ut  aUo  in 


Seien  f".  H  die  Mittelpunkte  der  i**ei  llaij|>tkriiminunc«*rr.M> 
Punkte  J  drr  krummm  H  .<l,r.  t>U*i 


in  rinrm  Punkt-  A  drr  krumme  »|,,hr,    irir,.  hr.rtig .  t4 
auf  der»r|brn  .Seite  der  .Normale.   ««»Irr   ,nif  \  .-r  *»  hie-lmr« 
liegm     Man  denke  «ich  durt  h   >\*<n    l'wnkl   /    m  d.  r  |  hrr»*  4** 
kreiae«  ,  dr»»ett  Mittrli.unkl  //  i«f,  i-mr  Nnlfn  hl»    ml  *f.# 
malr  in   J  fr/ofeo,  und  la«*e  i.<.>,  .1«  n  l.  t/f.  n  Kr.  i« 

r»avr  «  <  mr    roiirrn  ,     •  «    i«m  •«  nrrn»i  rinr    ii<'iJH«>ii»niff«v  , 

durrh  den  Punkt   i  ffrht.    Orr  .  inr  Häuft«,  hmtt  dir-er  U 
flache  i«t  aUn  narh  }  H,  der  kret» .  dr«*en  llalbme««ev  .1  aV  »«t 
der    jnilrre  llaui.f «» httitt   i*t   darauf  »rnkrecht  und  al«o  ein  krr^« 
vom  H*lbmea«er  .1/'.  da  dir*«  drr   ltotation*halhraea«rr  i«t  AM 
und  Jf"  «irtd  aber  dir  m  . i  ||aupfkrüiumunc«haibmr««er .  nodanoai*-» 
d»e  crCfUt.f  und  dir  meurtr  Iii«  be  dir.elbrn  IUu|.U<  hn.tlr . 
Mgl..  b  tj    2)  «ammtli.be  Schnitte  bndef  Ha.  hen  xleirbe  krio 
mutig  im  Punkte  .1  haben.     Nun  bdjjt  au*  (   2   Irirbl ,    da**  **»*■< 
rl  tihrn,  nrb  he   dir*r|ben  Haupt*,  bnitte  (und  Hauptkrüm«*»*** 
kalbme««er)  hahrn .  auf  «<*ei  l.mrarelementr  hin  mun 

kann  die  gr«. bene  l  la.be  in  unmittelbarer  Nabe  um 
.1  hrrum  tunaui  turn  fallend  ge.la«  bt 


Wir  ».dien  anr.rhm.-fi.  einr  krumme  I  l  u  bo  w  erde  geh«g«t 
•o  da««  nie  bei  d»e«er  lli«-guug  »eder  f*rre<««t.  norb  I  ahe«  -  ' 
und  wollrn  nun  uutrr«urbrn.   na«  bri  dir«rr   Biegung  i-*;rbt 
Wrnn  rtnr  Marbe  «ich  in  der  a  njrg  ebenen  \%  et  «e  biegl.  «*  be»*»: 
dirao.   dann  in  drr   E«*grl»eum  und  d»f  dnrr b   Itiegnng  da* au»  e*i 
alebrndrn  lli.br  j*  fori  Puaktr  *ic  b  rnltiifn  kro  md**eo.  «I*.«* 
die  l,mra/rJemrntr   drr   betd*»«   r  I  ««  bro   um  die»«-   Punkte  heenm 
girtrh  gr»»«n  «nn  tnu  *«en,  und  da*«  endl»«  b  cot«t»re«  bende  I «»ne«e 
etrnaentr  bnder  1 1*.  hm  dm*ril*en  Winkel  mar  bei. 

Sioii    r.    tr.    i  dir  kuof dmjte >»  e«ur«  Punkte«  der  rrf rbr»e*> 
M'.  JT    t    d  r   k  ..»rd.r.aten  de«   r .  t*|«e* tx-odr*  Punkten  der  m>l 
|l.rru»K  daran«  «,'.i.Mf|rU   lU.br;        «m    |.in**r«4emr«4  nV» 
riue.        der  andern  lUrbe    n.  mu«a  al.o  r.  d  b 
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sein,  wenn  man  gleich  die  Bezeichnung  der  unendlich  kleinen 
Grössen  nach  der  gewöhnlichen  Weise  einführt.  Vermöge  der 
Gleichungen  der  zwei  Flächen  hat  man  offenbar  (da  man  bekannt- 
lich nur  Glieder  der  ersten  Ordnung  zu  beachten  braucht): 


so  dass 


*  ■  ■» 


Da  der  Punkt  (x1,  z')  dem  Punkte  (x,  y,  r)  entspre- 
chen soll,  so  müssen  x,  y't  z*  Funktionen  von  x  und  y  sein,  so 
das«  man  haben  wlfdi   /     \  ,  ^  *  )  '  '  0;  0  "  * 

wo  freilich 

8x'  _  8z'  8*'     8j'  8/     8:'  _  82'  8*'     8:'  W  ^ 

8i"8x'8J  +  ä/a**  a^-a^^T+ay'ay  ' 

Daraus  folgt,  indem  identisch  8f*=8«/a  (d.  h.  unabhängig  von 
jeder  Beziehung  zwischen  dx  und  8y): 


'+<Sr-<£y+<J0r+'©r  1 


J  *■> 


Die  Gleichuoeen  (22)  entspringen  aus  der  Bedingung,  das» 
zwei  entsprechende  Linearelemente  gleich  gross  seien,  Nimmt 
man  nun  zwei  Linearelementc  der  einen  Fläche  85  und  BS  und 
die  zwei  entsprechenden  Btf,  BS'  der  zweiten,  so  müssen  diese 
noch  gleiche  Winkel  machen.  Das  Linearelement  Bs  gebe  von 
dem  Punkt  (x,  y,  x)  zu  dem  (x+8x,  «+8y,  z +8x),8S  von  Car,v,  2) 
zu  (x  +  8*,  y-f  ST,  s+ 8Z),  so  ist 


+ 


328 

1  Kr« 

+a|        ♦*>''>'  |V,'f*'fc«r 

<\co'>  (;;)*•  c;)'>" 

DU  Ko«Im»  d*f  Winkel.  wrlcU  ?•  mit  den  KovftJift.it «-Mir« 
kl.  «Ind 

t.'    <.  '  fr' 


«*.f      cl  vT. 

•     .        •  »«.••  *  4* 

«  A       i  N       <  .S 


för  ls  *i»d  m« 


al»«f  t»t  «Irr  ko*inu«  «Je»  WilfckrU  WmIct  I  l«-«*  •!« 


«  ■ . 


■  ■*  • 

<#  «  N 

(.Mi  iknfirk  fcftdrf  »Mb  flir  den  k-Muti»  de«  NmleU  d*t 

cY.  *  V: 
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■ 

An«  Iii  )  M«t  «b»r; 

f  *'  tV     c  r'  Ix'  r\r'     «V  <V\  eV 

<  ^  CJ       tf   t  Jt      \Cy  t  Jt       VJ  45  J  t  y' 

cf  c i  '     <y  «V     /«'  f      _    r'  fy  \  «V 
also  Ul 

As«  (*!*)  Uni: 

«.,'     «V'luyJ  Wü  cjr  " 

f      *  t    •      .  «  ►  t  .  *  * 

t  .r  <  Y  n  <  j      *  J  *  t  -r  <  5 

«  ;     c  *r'      <  ;     c  y 
t       «  *        I  * 

;v    ;v  /.  x  \«     <*v  ;#\y 


(,  AI 
I  t  • 
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dz  dh  <y 

a^ax^a*  ax*  +  ax 


ax  ax* 


o:  a*i    ax'  av   ay  ay    a^  av 

dxdxdy  ~  dx  dxdy  *  dx  cxdy^  dxdxdy* 


1 


a/ay  ,  a*'av  i 


S  a*a*r   ax-av  , 

dz  a*r    w  j?y_  ,  <¥  sy  ,     s**'  i  )  1 
a^^-^axay+a^axay  +  a^axay*  V 

a;  a^r  _JM  d*x'  .dy'&hj'     dz'  8V . 

wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  durch  Differentiation  ent- 
standenen Gleichungen  auf  die  einfachste  Weise  verbindet. 


Aus  den  Gleichungen  (24)  etgiebt  sich  leicht: 

« 

Cav  dz'  <w  dzi  av i  r?!i'  &:  av  a^  ay-i 
ax*  ~~  SP  ax* ~~  ay  ax*  J  La^*  äx'  ay  ~~  ay  ay»  J 

[av    Bz'  d*x'    hf  nff 
cxcy     dx'  dxdy     cy'  dxdy  I 

=  [&^"-(äSy)  ] (fea§~ai af)  *  m 

Nun  folgt,  wie  bereits  angegeben,  aus  (21): 


dx'd*__dxJdjf 

dz'      dx  cy      dx  dy      dz'       cx~  dy    dy  dx  . 

dx'  =dx^  d^^dyjkr''    dy' "~  dx^~^dy'  dx_' 
dx  dy     dx  dy  dx  dy     ^x  dy 


dz'dy'  __dy*dz* 
§x  dy^     dx  dy 


c  / 


netzt  man  diess  in  (26),  so  ist: 
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/<v.v  'V.vyyi   i/,v,v  ?y'-'V'v 

/,,  ;•,  _f:-Vy^'     AVf:'  _*W-,  VV| 


ex*  ctf  <  <  rjr 
<VcV  f:'«V 


i  1'  <  :'     t  t  1  :' 


[«MAMr'||tj<(VliV; 

*  «\**  «'jr«      \itl9)       \l*>yj       \<-nf/  I 

,(».«> ..,  i,'),-(t;,V-/''.)(^V-^''.) 

•  (« .'.V,  - ' .',';,)'  (- .  ,f.  -  • - ' ! 
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\By  Bx    BxBy)  BxBy       BxBy       HxBy ' 

fdz'd±   di'dz\  a*:      ay  ^ 

Bx~~¥xBy)  3*3y BxBy" c BxBy  ' 

(Bx'Bz     Bx'Bz\  BH        JBV___  #y_ 
Vty  Bx    dx  By)  BxBy  ~  c  BxBy    a  ^Bjf ' 

(By'Bz     By'Bz\&z      &x'  ,8V 
\By  Bx"~Bx  ySY'-V"  ??' 

(By'Bz_    Bj?Bz\&z       Px'  8V 
\By  Bx~Bx  ByJBx*-aBlF'-bBx*i 

(B£Bz     B^Bz\Vh      ay  B*x* 
\By  Bx ~BxByjBy*'-bBj*~c'5jf' 


•  y  1  -  i.\ 


fB^Bz^  Bz'Bz\&z    .ay  a2*' 

Bx  "  &  tyj  iE?-6a>""eSi" ' 
(B*Bz_BjSBz\B*i_  3V_  ay 

\a^  a*  a !r  a^y  a#2  ~~ c  a^2  fl  ay 

/%'3:     Bx[Bz\BFh      8V  8V 
Vfy  Bx~ Bx  By)Bx*-cBx*~aBx*  J 


demnach : 


i   ;  I 


/  &X4     jw  y    /  av   *  8V\  /  8**'  3V\ 

/ayaz   By'Bzyr/  a2;  y  ?!i<?!n 

-  \hy  Bx    Bx  By)  L  \BxBy )  ~  Bx*  By*J  9 


i  ./ff'i      'n   •    .  j  i>mr 


/.  ay     a v  y   / .  a*y '    av\  / .  ay    e**'  \ 
_  /3x'  a*  _  a^  &  y  r  /  a«z  y  a*z  bh-\ 

-  Vay  aar     a x  By)  L\Bx^j)  "  8.r2  8y2 J ' 

_      h  __<müz yr/  a«!  y_  a2^ a^-i 

~~  V8#         Bx  By)  \\BxBy)  Bx2By*J' 

■ 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  beachtet  (22),  so  ist  die 
Summe: 
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I  (<)•)£)•-<".)• 
.(•.(;;)•)(:;)•  II  CJ-E&I 

-I.CJ 

Man  «filfrrrnrire  »«n  diu  *l»rt#  der  GMcbaitRen 
narh        dir  i»vU*  partiell  ti*rh  5: 

c** iy%  ^  «'/  ty**-*~   «Ji  '5*  «-*J 
«-Vr'V     «V  4  ff   fV     ,  «V  rv 

Mr|/    '  isiy^J  *\lityj 

(cV  X1    et'  P.r'       cy'  <y       cV  fV 

d»  IMfmftt  beider  üleirhuitgrn  fitll 

<*':     /  y 

mij*tyt  *,'j,«Vr*  ij»<y"  \ui  J  \<jiyj  Vfjij/ 
uod  «U.  Mi*  »ebo»  gririft, 

- ---'.(;■,)•.  (?;)•• 

.0  Ut  dir  ür.W 

l  ei:)'  ■(:;)•  II    •  (,:"•;)*  l 
•  l  £)••(:;)•  Ii  (.:,)•-:•:.:;■.  i 

_  ;*%  ;*z    /  ?h  y 

i  f  *  •  f »      \i  Ii  v  / 

>  <4«lirb  i*4  ,*  ( 5. 
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<Pz_B*z_     (&'~  V 
Bx'2  By2  \BxByJ 

[3V3V    /  av  Yirfo-'ty  BtfBxry 
Bx"2  By"2"\Bx'By' )  Jl_Bx  By  ~ Bx  By  A  ' 

Aus  (23)  folgt  aber: 

(Bx^BjJdy'Bx'Y  =  +  S) J 

\BxBy     Bx  üyJ       Ii  .Z9*' Y-lY"' YT 

L      [fix*/     \By'J  J 

Setzt  man  diesen  Werth  in  obige  Gleichung,  so  crgiebt  sich 
endlich : 

(27) 

Nun  folgt  aus  (20),  dass 


 . 


d*z  c*z     /  B*z  Y 

a**  &ya  yEräy/ 

gleich  ist  dem  Produkte   jjjj- »  wenn    72   und    /f,    die  beiden 

Hnuptkrtimmungshalhmesser  der  ersten  Fläche  im  Punkte  (x,  t/,  :); 
eben  so  ist 

av  av    /_av  y 
LI+W  +  W/  J 

wenn  Ux '  und  />', '  die  beiden  Hauptkrummungshalbmesser  im  Punkte 
(.r\  y',  der  zweiten  Fläche.  Daraus  fliesst  also  folgender 
wichtige  Satz; 

Bei  jeder  Biegung  einer  krummen  Ober  fläche  wird 
das  Produkt  der  neiden  ilauptkrümmungshalbmesser 
nicht  geändert.  (Natürlich  die  Krümm ung  halbmesser 
mit  d,en  gehörigen  Zeichen  geuommen.) 

Daraus  folgt,  dass  alle  Biegungen  einer  doppelt  erhabenen 
Fläche  ebenfalls  doppelt  erhaben,  einer  hohl -erhabenen  ebenfalls 
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bibl  erbaben  »ind .  daa«  frmrt  riiw  krumme  KlArbe  nur 

Kbme  feb.»,.«.«  werden  kann,  wem»  einer   ihrrf  Hauftkr 
unendli.b  Bru-.  i»t ,  d.  b.  wenn  man  bau 


la  jr.lrio  Ml<  J«r  H.«l,r 

f  U 

l.bc  wir  weiter"  neben,  wollen  wir  inerat  au  di#  KAue^n*-* 
ki1rxc»ter  I« loten  auf  einer  krummen  Oberuarbe  er  inner ■ . 
d<  u  (iraailinien  »enkreebt  au  »leben,  »•»  da»»  «I»*»,  nfM 
tun  irgend  r*nero  Punkte  einer  krummen  ObeHUrbe   au*  auf  «W 
•et  krummen  Oberfljtbe  ^♦'uen  eine  kufte  auf  ibr  ein«  kflrrr.te 
Linie  riebt,  diene  »enkrecbt  atebt  auf  jener  kune 

llenken  * ir  urta  nun  auf  «Irr  krummen  I  U«  lie  «  0  eine  gaam 
beliebige  kuoe  rre'<>4'U.  und  eni.  bleu  in  ..Iba  Punkten  det»e4bem 
auf  »le  »eukreibfe  kur/'-lr  Kimen .  all«  Harb  deMelb«"» 
Seite  Mti.  und  gelten  aJU  o  die». n  kur*e»teii  Linken  aV«<lW 
l.-inge  a.  hie  I  nd|iunk(«  «lief  dieaer  Kürzesten 
dort  b  eine  kune. 


/utordemt  Ut  klar,  d.n«,  wenn  nun  in  irgend  einer 
kOrreit»  n  Linit  n  einen  Punk!  annimrat,  die  knr«e«te  I  ntiera«nc 
dir»««  Punkt*  i »n  der  flegrbenen  Kurte  durib  d**  Ntu«k  der 
k*ir«e»ten.  da«  awi»«b«-ii  tbiu  und  der  Kurte  liegt,  graftin 
wird  nn  .Vit*,  »«.u  d«  i«  m*n  »i<  b  leicbt  überteuern  •i-J. 
wenn  m«n  nur  die  Hf.liminuri.-^n^  einer  knr«e>tm  u* 
der  %  ..ri.i1if«n»r<  rbnuns  »wh  » ♦  »-r-. •■.»«  artigt  Allgemein  |J«<  KM 
irgend  eine  kur/«  «te  l.tuie  ,m|  citn-r  Lf  'irujueu  I  Hierf! n  be  ger^ew 
iwtuflirn  r*»ei  Punkten,  und  in.»n  Wültlf  Irgend  einen  Punkt  ua 
die*er  Kur  ie*t«n,  «m*  j«t  die  km*r»l*  l.ulIrravM  die***  P  »•*>*» 
«od  irgend  eine«  »Im!,  rn  Punkte  iu  derselben  Kurte 
durrb  di«  Mu«k  rben  dir  »er  K»H»e,  <U»  iwiwhr»  ibura  liegt 


•>  H«k**«lJUb  witi  d'*r  it,rir«|»  1,in*r  b*«limaH  4»rvb 

i*> 

IftUgrirt  m*a  «ii*«»  M*  k  |«»4**«liaBWt,4i«  »I«4'«l<>«<ir«  *  «Jll*Wt*«fc«a) 

K««*l4*lt>*        ,  «t«r   kn't«     '."M  rfinh  i»ri  I**«  Iii»  Ml»  f«»ll«  («tt. 

K»rt»  aW  t**«  i.  4rv  k«f       ft'M-*?«-«      |'-lj!t«b  «rrae«  a>^*j»» 

I««  4«r*«rlb«r«    M«ttbr  rf(«i^»«     »»»»i  •«    ikr»#    Bf »H»««*4 
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Nennen  wir  nun  die  erste  gezogene  Karre  A,  die  zweite, 
durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gezogene,  B,  so  haben  also 
alle  Punkte  von  B  denselben  kürzesten  Abstand  a  von  der  Kurve 
A.  Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  M  der  Kurve  A 
und  sei  M'  der  entsprechende  Punkt  in  B,  d.  h.  der  Endpunkt 
der  in  M  auf  A  senkrecht  stehenden  Kurzesten.   Ich  behaupte  nuu : 

c)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punkts  M  von  B  ist  nicht 
grosser  als  a.  < 

Denn  wäre  sie  grosser  und  sei  N'  der  Fusspunkt  der  von  M 
auf  B  gezogenen  senkrechten  Kürzesten ,  so  dass  MN'  >  MM\ 
so  wäre  also  ilf',  der  auch  in  B  liegt,  näher  an  ftt  als  der  Punkt 
iV',  d.  h.  N'  wäre  nicht  der  uächste  an  M  von  allen  Punkten  der 
Kurve  B,  und  also  kann  auch  nicht  MN'  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  M  von  B  sein. 

ß)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  M  von  B  ist  nicht 
kleiner  als  a. 

Sei  wieder  N'  der  Fusspunkt  der,  in  dieser  Vorsussetzung 

gezogenen,  Kürzesten  von  M  auf  B,  so  dass  MN'  <  MM'. 
>em  Punkte  JV'  entspricht  in  A  ein  Punkt  A\  so  dass  NN' 
=zMM  =a.  Ist  also  M1S'<MM',  so  ist  auch  MN'<NN;  d.  h. 
der  Weg  von  N'  nach  M  ist  kürzer  als  der  von  A'  nach  iV. 
Nun  soll  aber  iViV'  die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  N  von 
A  sein,  also  muss  umgekehrt  N'M>  N'N  sein,  woraus  unsere 
Behauptung  sich  abermals  ergiebt. 

Wir  schliessen  daraus,  das«  auch  alle  Punkte  der  Kurve  A 
von  der  Kurve  B  die  kürzeste  Entfernung  a  haben. 

Geht  man  also  von  einem  Punkte  M  der  Kurve  A  aus  auf 
dem  kürzesten  Weg  zur  Kurve  B,  so  muss  man  nothwendig  auf 
den  Punkt  M'  kommen.  Daraus  folgt  offenbar,  dass  die  Kurve 
B  auf  allen  Kürzesten,  durch  deren  Endpunkte  sie 
gezogen  ist«  senkrecht  steht. 

Denken  wir  uns  weiter,  von  einem  Punkte  A  einer  krummen 
Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen  Seiten  derselben  kürzeste 
Linien  und  gebe  diesen  letztern  dieselbe  Länge  a,  von  A  aus. 
Die  sämmtlicben  Endpunkte  verbinde  man  durch  eine  Kurve  B. 
Daraus  folgt  ganz  unmittelbar,  dass  eben  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  A  von  der  Kurve  B  gleich  a  sein  muss,  d.  h.  dass 
man  genau  eine  der  gezogenen  Linien  verfolgen  muss,  um  auf 
dem  kürzesten  Wege  zur  Kurve  B  zu  gelangen.  Daraus  folgt 
aber  weiter,  dass  die  Kurve/?  auf  allen  Kürzesten  senk- 
recht stehen  muss. 


Theil  XIX.  23 
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Wh  b*ben  km  «feto«  foHwfch^i»d   r  und  j  k- 
Vrr|n4#HUVii  in  der  <..<»khm>«  der  kru«»r«  «H 


fftrhr  »nctnirhen     Allgemriner  »Urr  wrntrti  wir  /  »r*d  9 
aU  Funktionen  i*rit>r  tni«hh.wiu'ig  \  rrandvrli«  bei»,  di«  «I««  •»  ms  < 
9  h  »»Rm,  bctrarbton,  »<»  da»» 


I*»  oftOril+ft  »od*»a  keUer  Heb*  Irrigkeit ,  «niijr 
t*i(»tme*  ,  da»«  in*u  p  und  «  aU  Ut.aUhh»^*  * 
fubrt     Man  bat : 

< ;       (j  i  r     cey      <  :      r:  i  r     i :  i  f 
*         #.§.<••  -4».t 


tU 1  V /»/   *  *  laiy  ip  lp     » j 1  \.  /./ 


i'i  rV     t  :  t  *w 
♦  ,1*  ,| 


* 

<7"V 


►    _  -  4  p  I. 

t \l 1  i  p        1  t  -l  i  5  i  /ity       Iii  >t/MV 

4  ■  _  «     >     4  -        » —  4  ■  » 


^:  r*i 


erbill  ,  IT 


<  :  i  f      c:  <<y  i  :  i  jr     ^ :  er 

•    —  »•         tp,       .      ■  -  ■     •  X 
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Ra  Ut  n\*ht  arh»*er ,  den  .illi^mrinen  Aaadreek  (3?) 
tend  tu  »ereinUrhrn.    Wir  m  ollen  namlirh   tur  B«atinin»amn; 
Lage  »Irr  l'ut.Lt«  unserer  krummen  OhcHl.irhe  ein«  Art  P«*a>r%' 
<mjin*icri  <  iiiiunrrn  in  wiLrnurT       rtmr .      »  "n   ~  1  i»~  tu   r»r » « ■  m  n» 

Pnnkt*  A  der  krummen  Oberfläche  au»   siehe   man   nart  «ftn 

Hit htuntfen  auf  derselben  kftrte»te  Linien;   eine   davon  a*t 
erete.    Sei  von  r  die  Entfernung  de«  beliebigen  l'unktr*  .*/••** 
A.  *;eu»e»»cn  auf  der  durch  .V  sehenden  Kurierten,  v  dne  1*> 
kel,  den  eben  diene  kurrente  mit  der  ernten  macht.  % 
Botren  im»  Halbme.ner  I)  von  0  hin   Ii  tecablt  ««erde.  tW* 
man  auf  einer  der  ton  .4  annähenden  Karierten  fort.        Ut  j. 
alle  l'unMa,  die  man  durchläuft»  v  konstant;  geht  man  daa;»  %  *  < 
auf  einer   Linie   fort,   «*  eiche  alle    kürscetea    aenkreckt  afcarft 
•chnrnirt,   an  bJcibt  für  alle  dun  hbul«  uro  l'unkte  r 


•Hetzt  man  nun  la        r  fttr      •>  fttr  o,  ao  Ut  i.  B.  •  ^  «W 

Dlfereiitialuuofient  von  -r,  «nenn  bloen  r  ala  « »rinde Harn  amf* 
•rhea    wird;    aUo,  da   c*r  daa  Element  der  kur*e*tm  Li»»  am 

Puakte  M.  filr  »eiche  >  *  konstant  Ut.  Ut  £ 
W  inkela ,  den  jene«  Element  mit  der  Ale  der  j 

*  •    »     die  ko»inua  drr  Winkel  mit  den  Aiea  dar  •  manl  ^ 

er  er 


(»•♦  Off  *  ©'  '  • 


h,c 


c\r      rf  ei 

#      »      •     #  # 

ea>     i*f>  c<f 


•ind  rhrnUlU  parTirtkr  |>if ereatUlquot lenten ,  allem  nie 
an- Iii  •amitteJbef  k<>*tnua  aua,  da  <  «•  nicht  daa  dareh  M  gek* 
Element  der  tweifea  Linie  (die  dnrrh  .V  gehend  anf  den  k 
•ten  aaakreeht  ateht)  Ut.    l'teae  koaiuua  aind  im  f.tgnalhul 

I  r/      l Cf      I f i 

e  ev      *  <  v      r  i  » 


IU  U  f  t  ir»h— ■»  ■ 


IU»  U4«kl  *t»i««*km,  la*««a  »Wh  «U  U 

alka  hartealea.  sU         «W  kan*  4  a«*c»a)««.  *»«lrv«iii  «i«4 
km«4«M  ivnhwrf  4»M*IW«  ka»««.    D»m#»»4«  »*» 
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Denkt  man  sich  also,  wie  bereits  gesagt,  durch  den  Punkt 
]}f,  dem  r  and  zugehoren,  zwei  Kurven,  von  denen  die  eine 
die  Kürzeste  von  A  aus  ist,  auf  der  r  gezählt  wird  und  für 
welche  tf;  konstant  ist,  und  die  zweite  auf  dieser  (und  allen  Kür- 
zesten) Senkrechte,  für  welche  r  konstant  ist,  so  muss,  weil 
diese  zwei  Kurven  auf  einander  senkrecht  stehen : 

BxBx    Bt/By  ,öz8z 
Br  Bv  +  drdy+BrBl,-*' 
sein,  so  dass  also  jetzt 

(X)  +(%)'■  «4) 

liier  ist  also  klar,  dass  t<ty  das  Element  der  zweiten  Kurve  im 
Punkte  M  ist,  da  Bs  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist,  dessen  eine  Kathete  Br,  die  andere  folglich  rcty  ist. 


§.  IL 

Wir  haben  in  §.  8.  gesehen,  welche  Bedeutung  die  Grosse 
HR*  hatte.  Es  mag  von  Interesse  sein,  den  Ausdruck  derselben 
durch  p  und  q  (§.  10.)  zu  suchen. 

Vergleicht  man  die  Gleichunsen  (210  un&  (2^1  m*t  (31)»  80 
sieht  man,  dass  sie  dieselben  sind,  wenn  mau  in  erstem  statt  x, 
y-i  3?*  y't  *'  respective  setzt:  p,  q,  x,  ty,  z. 

Daraus  folgt,  unter  Beachtung  vob  (269,  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung .setzt: 

cu  cz     dz  By_  A     2x  dx    Ö£  ^  _    _     BxBy    dydx  _ 
tyty-'Spdq-'*'    BpBq    BpBq~~        BpBq~$pBq~  ' 


a«x  a2z   /  a«z  y 

1  He;  +  v&) =  — — ■ 


442 


ku,  ~üPfh*  i  tv 


i.t 

I»  J.  H  w«r4«  i:  neigt, 


(•>'/)     C>v)     (■/- t)  I 
V  >/«'/     i;«»/     V  «v*     «v/V.  </•■ 

\  «/"'y     </»v/     V  ••/'      «•,v\  «;•*  «>•' 


M»  min  Mt  AWftr«»,. 


*  «  I  **        *  I  *         a    *  *■  > 

(  f  f'f  <  Tf        <  :  r"i 

<7">7      '/"'/-V  ;/">V 

*  '     •  t    •      *■•'  a  *—  I 


cm  f*  r     r»  t  *•     i  t  t*l 
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Bx  Bfix      3#  B*a      3z  j8*r  _ 
3gr  3/>30  ■  8^  8/>8<jr     87  BpBq  ' 

Bx  B*x      By  dhf     3z_  (Pz  ti 
Bq^  +  BqBq**  BqBq*~n  J 

so  ist  offenbar: 

1  BE  BE       U__BF    \  BG 

m~2  dp  '    w,/—  2   3?'    m  ~     ~  2  3/> ; 

8F    1  d£       ,1  „_  1_  36' 

sodann 

8u__  3«^ 
57  3? 

_  a^a^r  a*y  a^y  a*r  a*x    /3** y_  /_a^ y 
a^p    i  3»e    i  8»g 

—  BpBq~~~2    Bq*    2  3p*  * 

I 

Ferner ,  wie  in  §.  8. : 


3/?  a^a^r 

A  Bp%' 

3r       ^  3V 
"  8^  3p8y 

-B  B**  , 

BpBq  * 

Sa?  . 

rc~  m'  — 
oq 

8jV-C  ^ 
3p  3/>8? 

B  , 

BpBq ' 

BPn  "Ca^ 

3*2 

Bq"1- 

fpn-ci)p*  ~~ 

A  V' 

87, m  - 

Bpn  -ABq* 

C  *T 

dt 
3y 

•  3z       4  8a.y 

0/>  P/ia 

344 


wom*   Ick.t    rar  dir    Irtjfen    ZeiJ«o  in 


\rp  cy      ty#  cy  T  cp  < '// v       T  ' 

i  ik  in    l  <•/:  <-y;_  i  ;r.<<:  i 

4  i'-y     f';#       4i/#  ity    («i  | 

iri  ,<^'  tr  ir  k  ir.;u 

I     4/*  ff       </*  */*       *y  i//  *y       <y  tp  | 

I  \  <V/        »/*  «V       <A»  »/'  1 

Lio«%)lla  »*l  i«    4*«    C  oi.pt».    r#t.<U«    (,««  Ihm 


«y  I  /A*f      '*  «7*  /  I 
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§.  12. 

Vergleicht  man  die  Formel  (32)  mit  den  so  eben  erhaltenen 
Resultaten,  so  sieht  man,  dass  E,  F,  G  nichts  anderes  sind,  als 
die  Koeffizienten  von  dp*,  2dpdq,  da1  in  dem  Ausdruck  des  Li- 
nearelements dt.  Führt  man  nun  die  §.  10.  zu  Ende  bemerkten 
Koordinaten  ein,  (wo  p~r,  ?  =  ^),  so  ist  £=J,  F=0,  G=v*t 
also  Ih=v,  und  mithin  giebt  (360: 


2t;  örl3!ü*-|__{)ö*r 


,  2t;     aria.ü«T  Äe*P 

also 


so  dass  v  durch  die  Grosse  jgß"  gegeben  ist.  Ist  nun  in 
allen  Punkten  der  Fläche  konstant,  gleich  6,  so  folgt  aus  (iif): 

v=^=8m(rVb).k  (38) 

♦  * 

Allgemein  ist  nämlich  e  =  0,  wenn  r=0,  da  dann  das  Element 
vdty  ebenfalls  verschwindet;  ferner  ist  für  unendlich  kleine  r  offen- 
bar die  durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gehende  (senkrechte) 
Linie  als  Kreis  zu  betrachten  vom  (unendlich  kleinen)  Halbmesser 
r,  so  dass  das  Element  dieser  Linie  gleich  roty,  d.  h.  also  für 

unendlich  kleine  r  ist  ^  =  1,  und  also  für  r  =  0  muss  auch 

dt) 

gj;=l  sq'id,  was  die  Formel  (38)  rechtfertigt. 

Für  konstante  Werthe  von         =  b  kann  man  leicht  die 

Länge  der  Linie  bestimmen,  welche  durch  die  Endpunkte  aller 
gleich  langen  Kürzesten  (r)  geht;  dieselbe  ist: 

1  2*  r— 

y=J    sin(rV6)0^=^=sin(rVÄ)  •  (30) 

0 

In  dem  speziellen  Falle,  wenn  6=0,  ist  t?=r,  also  die  Lange 
=2r»,  in  welchem  Falle  z.  B.  die  sogenannten  abwickelbaren 
Flächen  sind  (Zylinder,  Kegel  u.  s  w.);  im  allgemeinen  Falle 

ist  die  Kugel ,  deren  Halbmesser  ist,  enthalten,  wo  man  deu 
Satz  (39)  sehr  leicht  direkt  nachweisen  kann. 
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rOf  den  all ,  da»«  dir  (iro««f  HH%  in  allm  i'ttftktm  tJrT 
H.Sc  bf  kmmtant  ut.  bunt  »ich  Irttht  iiacDwriorii .  da»»  /««ei  Mt 
chen.  drurn  die»r  t.iifrnM  hall  ruUmrut.  und  l.jr  «r|rb<-  drr 
k«n»fanh*  Wrrth  w»n  aV/i*,  d.r»rlhr  i»t .  dir  Ii  «erhalt  h«b~«. 
»i«h  auf  rinaadrr  altHitLflii  /u  la»»rn,  d.h.  da««  dir  ria«  cia>r 
fiioffun*  drr  andrrn  1*1. 

Drnu  wrnn  man  die  kuordiuafrn  ton      10.  einfuhrt,  m  int 

■4a*    fV  l*»*..— a.f    J.t       1>t _a,  . 
■  •*         ■  "*    «VI     «  1HC»1 


V 


f    1  MnV\'A>rv» 
»  6 


diea#  Klrinrntr.  werdm  juajinavmf.illrti ,  Mmn  man  r"  —  r.  \  v 
f  r«m»t.  annimmt,  und   w«  nun  «ui.fhrn  r  und  v  keine  llei*^ 
hur.f  fralKrctrllt  i-l.   » ir  die«*  nach  $  *V  rrfi.rilrf Ii«  h  i.t.  Mm 
»icht,  da««  dir  t»lei«  hvti|f*n  r      r,  v      v*  dir  rntaawe«  W«> 

dr0  (d    b.  auf  einnndrr  lallrridt  n  )    Punkte    brtdvr  I  i  .ü  ben  W 


Wir  Hollen  nun  au^b  den  nllvemrinrra  (all  untersuchen,  <4a> 

...»      nirbt  k'»h»Unt  i.f,  und  M'dleti  «ur  Abkilrsun*  irliri: 
l 

%Vlr  nehmen  an,  daa«  dir  I.ige  drr  «rrarh  irdenen  Punkte 
auf  drr  riorn  \  lai  br  durch  d»r  k<»"rdifiatra  j»  und  •  »  IM  *>»' 
drr    andrrn  dur<  h  o'   fr«t^t>*frlll    werde.     Nollm  Ji«-    br»  i<« 

Ii, ihm  »ich  auf  ri<i»ndrr  ab^uLrlu  l.i.-rn.  •<»  im 


Ji  nnd  ;i\  o'  *»*rtrn  einander  enl.|»r.  rb.  nden  l'uiiktf-n  /i*crk 
drutiif  b.  d.  b  ohne  eine  llcjirbunp:  i*i»<  ken  u  und« 
({■  IV  ll.j: 

tip*  4  i#  Vy  f  cv;  y   f.  tV.  -»  ♦  u  i> « v  ♦  #.  .y .   <  *> 

wofin  #.  ,  #\  ff'  in  Ii«  #ng  auf  y' ,  «y  dir*eM»e  ll<-deiif  «ir*  h*W« 
Mir   /.  .    /  .   f*f  in   lir/titf  V  ii*  d  y.    »«»   ilj«.  ,ilio  J»     y    i  <««  a» 

abhängen     I*'  7  /#.  y  i  d  »•  l*r«»M-iLf  d*-r  beidi-n  llanplk'  inj«*  t«x* 


o  aW»a«g*-n  i«f  ^  /* .  y  i  ii  i«  |'r<»  i  iti  <i*-r  briOrn  iiatiplk*  ira«i  t»x 
Ulbm'»*rr  im  IV  k'.-  /».</  ■.  f  da.. «-11»«-  txa  |'«*ktr  , 

a^  i.l  ai*o 

nach  drm  «a*  in  }  •»    cn-  .Kf  «urdt     I»  -  f.trMbuac  >U 
aMHtlkb  m».  «rnn  ubrfbaM|.|  nur  \b<.rrkrl«tnc  m.^tMb  ar««  W« 
d«rm    abrr    n.«l*«m    p,  H  ■  p  ■  y     *rri'  frtluh      m,  und  r*  dfVl 
dnrtb  drr»«  C.|rHb«nf  krtnr  IWj»<K«h»j  j«t»<irr»  y.  f  t^drt  at .  « 
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eingeführt  werden,  was  z.  B.  geschehen  würde,  wenn  die  eine 
Seite  konstant,  die  andere  veränderlich  wäre.  Die  (41)  drückt 
sodann  eine  erste  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  p,  qt  p', 
ff'  aus,  von  welcher  Beziehung  wir  in  unserer  Betrachtung  aus- 
sehen. Die  Gleichung  (40)  niuss  identisch  erfüllt  sein,  und  es 
handelt  sich  darum  zu  zeigen,  in  wie  fem  diess  unter  Annahme 
des  Bestehens  von  (41)  geschehen  kann.  Da  p'  q'  Funktionen 
von  p,  q  sind,  so  ist 

also  muss  in  (40): 

dp  dq  \dp  dq      dq  dp  J         op  oq 

sein,  woraus  folgt: 

EG-l-W-n(j£%-%if):  (43) 
Setzt  man  in  (41)  zur  Abkürzung: 

3/»""     a^"""'  ap'-"'"'  ao'-w' 

so  folgt  aus  (41),  indem 

-  ,*   -   *  .  -  Ii  t».v  j       f»  u 

de    jji  §p'    3f  d£    Bt_  _?±fy'  t  jkiy . 

woraus 

/fy'fy'  a9'ap'\    v     a^'  k  (44) 
W¥~¥tyJ  a<? '  [ 

m  w^"*^"¥hB^  ~  av  * 

Moltiplizirt  man  obige  VVerthe  von  E,  F,  G  bezüglich  mit  n*. 
—  2mh,  m*  und  addirt,  so  crgiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (43) 
und  (44): 
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£»«-2f  m*t  Um*  _  F^-^Fm'm'  ?  rVm* 

l>lr  Uletrbant  (45)  mumm  «Uo  (edenf*!!*  erteilt  nein,  wo«*  Am* 
Hieben  »olJen  »leb  »of  einander  ab*i<krln  Iumr.  Nun  Ut  •n»(4Tl^ 

Man  multipliiire  nun  die  er-le  Seite  »oft  (iO)  mit  der  rrete* 
«ort  (45),  eben  »o  dir  im  eilen  .Seite«,  und  «ubtrabirr  %onden  Pr« 
dubte«  bexiiglirb  (m<7>  f  er©)*,  (m'cp'  \  n'rm')9,  mm  ergiebt  »leb,  wem* 
die  IJuadrutn  urxrl  au»'»t-bt: 

(Em  -  Fmfp  f  (Fm  - 

Angenommen  nun  ersten«,  die  (iteirbang  (4A)  beetehr  idro 

i.  entweder  «.nmittelbor  oder  in  Folge  det  («Jeirbnng  (4 Ii 
Atedoen  drtVkt  (4?)  die  gweite  Beiieb«**  gwurbe«  p.  f.  m' 
ut.    Die  (47)  kann  nie  identUrb  be*tebrn.  d«  »on»t.  indem  «Wo* 
laentitat  eine.  Folg«  voo  (46)  wäre.  ofenUr  nein 

/.-/ei    _     fm     (im    _    Fm'     Fm'  _ 

mV  Ar; -    ~  ■       -    ~~  •  v  *v «v  -  /  *  ~  »  *  i-  f-  - / 


-  Fm)m  -(#•  —  f#m)m , 

-  i/ Wo  f  r.m» «  o  ^  /:    -  sr^- «  rVm-» 

oelrhe  Gleit  hin» f.  da  m,  M  tiirbt  gagtfirb  Null  alod,  indem  »onot  # 
konstant  wäre,  und  von  den  (»runoeo  /.,  /',  U  naht  g*»et  «eglearfc 
!\all  niad.  «nmuglirb  tat. 


Die  Gletr h»ng  (4?)  maoa,  valer  Z«girhuuc  von  (4h.  iotrffn Iii 
•ein  km*  (41)  Mgl.  da.«  eige.flxb  nur  drei  WraoderUbe  um 
(4?)  vorkommen,  mm  »elrbe  i,  e,  o'  gewtbH  »erm* 
(46)  Ut.»: 

.       ?r  —  m'hm' 

Cp  sn  1  ,        cp  ~  \ 

*  (47) 


CF.m   -  f  m  /;  •  -  Fm'    V       f.«     '/ e».  f  f.m*  . 

V  AfV-  /*     m'S  /.  f.      /  V  '  m>  /.f.  F* 


dofcb       f.  I  ooodmrkt.  mooe  lolrcrobcl  oomi,  L<k*«o4kNb 
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eine  Bedingung  erforderlich  ist,  welche,  wenn  inan  die  drei  Ko- 
effizienten zur  Abkürzung  mit  A,  — B,  C  bezeichnet,  ist:  • 

Nun  enthält  B  kein  q',  C  kein  qt  also  ist 

dB    BC  n 

Bj=Bj=0; 

und  mithin  ist  diese 


worin  die  partiellen  Differentialquotienten  unter  der  Voraussetzung 
gebildet  sind,  dass  vorher  p  durch  e  und  q »  p'  durch  e  und  q' 
ausgedrückt  werde.  Da  diess  im  Allgemeinen  Schwierigkeiten 
unterliegen  kann,  so  müssen  wir  suchen,  diese  Differentialquoti- 
enten durch  die  früheren  auszudrucken.  Bezeichnen  wir  die  unter 
der  so  eben  angegebenen  Bedingung  genommenen  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten durch  Klammern,  so  ist  also  obige  Bedingung: 


Nun  ist 


SB    /SB\S<p      /SB\         /SB\    I  SB 

SC    /SC\S<p'      ,fSC\     ,    /SC\    1  sc 

Sei  weiter  A=1>(p,q,p',  q')  und  aus  (41)  folge  p=X(s,  q),  p1 
=*'(«,  l'h  *o  »«t: 

A=y[X{t,q),  q,X'{t,q%  q'] 

also 

(BA\_ByBX  .H^BA^BX  BA 
\Bq)  -dXhq*  dq  ~Bp  Bq+Bq  * 

Aber  aus  p=X(et  q)  folgt,  da  p  von  q  unabhängig  ist: 

ft  BXBb  ,  ^      Bk        BXBe  ^       dp  Bs  n 

~~BsBq     Bq*     Bq        Bs  Bq         Bs  Bq     ~  m * 

Man  wird  das  Letztere  um  so  leichter  einsehen,   wenn  man 


ImnIchM.  daa«  die  (»lekfconc  t—-*\ Hl  y).  9) 
♦al.o,  HfM  man  nach  1  «tiffareiuifl : 

1     rA  ci  -  c,,  I  i  ' 


«>  _  I 

Vft 


Man  bat  alao 


-  M 


ilrachfet  man,  da»a  .4  die  l)i§eren<  i««irr  TferUe  1*4 ,  i«a> 
denen  der  erat»  Lei"  f»'.  y\  d«-f  «*e»t»  kein  j*,  9  enthalt,  ea  nu4 

oliiiga  l(edifi|(unc«jtlrM  nun*  <u 

jr-  »  t  f;wM  •  '•'«,\ 

t'Y  /:*        \     ;/  /;«-#*«-  \i 
|lp;-vL\ /.f.   /V^vU*;/,  /Vi 

1      mm'\  M.  r"'VL\i./.      #  V 

.- /  /  a   /  «   \    ;  '•-'•xi  a 

*  "  «A.  %  /.  f.      >  V     t>\        av*  / .  /,  -K*       /  1 
Ana  (tfj  U~t  »«rh  lebt  drf  Uertfc  de.  Qvrfimlr* 

/  .»/  «a  | 

I.  a  1  'ia 'a  * 


:  ioc»run  i*l  da«  in  drf  rc»t*n 

<  «a      1  a 

.  da  -     t-  . 


■ 
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und  ähnlich  das  in  der  zweiten  Klammer.  Mithin  wird  obige 
Bedingungsgleichung  zu: 

(AX\       T  8  (  (im  -  Fn  \  *d(  En-Fm  \\  1 

C a  /  G'm'—F'n'  \      B_  /  E'n'  —  F'm'  Vi  N  1  
3j»'\V^-^/    ^/ \  \^  E'G'—F*)-W£'G7—F'*' 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist ,  lässt  sich  (47)  unter  Zu- 
ziehung von  (41)  integriren  und  giebt  die  zweite  Gleichung  zwischen 
p,  q,  p\  q'.  Ist  aber  (48)  wirklich  identisch  erfüllt,  entweder  un- 
mittelbar, oder  in  Folge  von  (41),  so  lassen  sich  die  Flächen  auf 
einander  abwickeln.  Denn  man  quadrire  (47)  und  (46)  und  addire, 
so  ergiebt  sich,  unter  Beachtung  von  (45): 

Edp*  +  Wpdq  +  GBq*=E'Bp'* + 2F'Bp'Bq'  +  G'Bq* , 

d.  i.  die  Gleichheit  der  Linearelemente.  Wenn  also  (45)  identisch 
erfüllt  ist,  so  muss  (48)  ebenfalls  identisch  erfüllt  sein,  damit  die 
Abwickelung  möglich  sei. 

Ist  aber  zweitens  die  (45)  nicht  identisch  erfüllt,  so  be- 
steht (47)  immerhin  noch,  und  ihr  muss  durch  (41)  und  (45)  ge- 
nügt werden,  wenn  eine  Abwickelung  möglich  sein  soll.  Geht 
diessan,  so  sieht  man  wie  soeben,dass  die  Abwickelung  möglich  ist. 

Da  im  ersten  Falle  bei  der  Integration  eine  willkührliche 
Konstante  eintritt,  so  ist  die  Abwickelung  (d.  h.  das  Setzen  ent- 
sprechender Punkte)  nicht  bloss  in  einer  einzigen  Weise  möglich; 
im  zweiten  Falle  aber  wohl  nur  in  einer,  oder  doch  einer  sehr 
beschränkten  Anzahl  von  Arten. 


§.  13. 

Sind  wieder  R,  h±  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  in 
irgend  einem  Punkte  \xt y,  z)  der  krummen  Oberfläche,  so  kann 
das  bestimmte  Integral,  ausgedehnt  auf  ein  Stück  oder  die  ganze 
Oberfläche: 

leicht  in  ein  anderes  umgeformt  werden.  Dasselbe  drückt  übri- 
gens nichts  Anderes  aus,  als  die  Summe  der  Flächenelemente 
der  krummen  Oberflache,  jedes  dieser  Elemente  dividirt  durch 
das  Produkt  der  beiden  in  ihm  stattfindenden  Hauptkrümmungs- 
balbroesser.  Wir  wollen  annehmen,  die  Ausdehnung  des  Inte- 
grals (49)  gehe  nicht  weiter,  als  dass  innerhalb  der  Gränzen  der 


s:>> 


Integration  krinrr  «Irr  Hallimr*»#r  9t  ttA+t  U|  N»M  ww4> 
einer  d«.i>i>clt  rrbal»mrn  Fliehe  ($.  2.)  Ut  #flft  i»«fr 
einer  h«U  erhebeneo  i»m*r  negativ . 

I>u  Produkt  *W,  Ut  (|.  K.)  gleich 

'<i\9  ■  ' 


I "(.")' '(:;)! 

9iy9  \t\tvtfj 
<«): 

!"(:•)  •(:;)"  f 


wird. 


.n  Ut  (IV) 


?•    cj»  ce 

flewkew  wir  mm»  Mt  h&Me  dmm  Utewr-il 

PC  <7M> 

und    w«tll<"   i!««kr||tr  um \*>in**m .  Inilrtu  nun  j>  und  9  efca  I  OTtk  tk» 
4    und   j   brtf  Ai  Met*,    m»   wirr  d.»»»«-Jl*e 


PI*?';* -'S** 
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/  /  8*ay  v*dy'       4.  er  BPd9 

Um  das  letzte  Integral  nochmals  umzuformen  setze  man 

ti  v 

r  W  IC 

t 

wo  w,  t>,  tü  die  Kosinus  der  drei  Winkel  sind,  welche  die  Nor 
male  im  Punkte  O,  y,  r)  mit  den  Koordinatenaxen  macht  (§.  J),  so 

dass  w—  i  "V^l — u'2—v2  und  also 

u  » 
P=T  A/-T— r=w'  y=T 


Alsdann  ist  statt  </"'/  zu  setzen: 


so  dass  das  verlangte  Integral  ist: 

(50) 

ff    a?<8p  1  /V*    8«  9p 


Da*  Integral  (50)  driickt  aber  bekanntlich  das  Stuck  einer 
Kugelfläche  vom  Halbmesser  I  aus,  wenn  u,v,w  die  Koordinaten 
eines  Punkts  derselben  sind.  Der  Punkt  dieser  Kugelfläche, 
welcher  dem  Punkte  (x,;/,  z)  der  gegebenen  Fläche  entspricht, 
ist  leicht  zu  linden.  Zieht  man  nämlich  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  eine  Linie  parallel  der  .Normale  im  Punkte  (r,  y,  und 
denkt  sich  z.  B.  die  Kugel  um  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
beschrieben,  die  Koordinatenaxen  zugleich  auch  Koordinatenaxen 
der  Kugel,  so  sind  die  Koordinaten  des  Endpunkts  des  Halbmes- 
sers nichts  Anderes  als  die  Grössen  w,  r,  w.  Daraus  folgt  nun, 
dass,  wenn  das  Integral  (49)  über  die  ganze  Fläche  ausgedehnt 
werden  kann  und  diese  eine  geschlossene  ist,  dasselbe  =  +  4« 
sei,  das  obere  Zeichen  geltend,  wenn  RRV  immer  positiv,  das 
untere,  wenn  RRl  bestandig  negativ  ist 

Man  kann  hieraus  auch  den  Satz  ziehen,  von  dem  Gauss 
bei  seinen  Bestimmungen  ausgegangen  ist.  Denkt  man  sich  näm- 
lich, wie  vorhin,  die  kugel  vom  Halbmesser  1.  und  ein  unendlich 
kleines  Element  o*  der  krummen  Fläche,  zieht  in  allen  Gränz- 
iMinkten  desselben  Normalen  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
Halbmesser  parallel  mit  diesen  (nach  derselben  Seite  gerichteten) 
formalen,   so  erhält  man  auf  der  Kugel  ein  unendlich  kleines 
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KWift  r .  and  de  nun  in  der  Anadeknenf  tn  •  Am  (irtet 

und  «Imhrr  rühH  60.  (Um  Gtm  dl«  UrGeee  j^t-  da*  Krla 

■  anfigiiiii  dar  HArhe  in  firm  hetrrSVnden  Punkte  nimm  t  im 
(51)  ftill  «Ja*  obetr  Zrirbeil.  nrnu  iVrY,  l>oftit>.  da*  Mlrtf,  «r«,« 

Älf,  ueeet*.  Üm  Integral  (40)  beioet  b«i  Gm»  dit  bntur 
der  Flick«  (oder  eine«  Stucke»  Jer.elbcn) 


f.  14. 


Wir  wollet)  «n»  nun  a«f  einer  kruramfn  r'Urbe  e*n  r»r^» 
funkle      au«  eine  unendlk-be  Menge  kftraeeter  iJftie*  ge**c*e 
rlmkrn  (J.  10  ):  eine  derselben  eei  ab  die  erale  aneeaiaiairav. 
roo  der  ana  die  Winkel  *>  (6.  10)  getiblt  nerdea,   nw  mrrte 
dlener  Karte«!*  n  marke  mit  der  erste«  einen  ne»tjmmi™  Winkel 
Auf  der  ersten  nehmen  wir  einen  Punkt  H,  auf  der  i«e»t*o  rtmmm 
Puakf  (*  aa,  ond  verbinden  #f  und  t"  dnrrb  eine  ku>«e«tr 
auf  der  Ireerltacbe.    Wir  et ri-it«-«  •*»  ein  von  kur  traten  l.<»'<n 
aaf  der  krematea  ObeHUrbe  erneeeebloaaenee  IHe.ck  AH<\  tou, 
Hrm  nir  «orauaaeUea  «ollen,    dann  für  alle  Punkte  dr—la  ■ 
/«*/•,  nein  Zm-bea  niebt  «verbale  ({  13  ).  Die  drei  Winkel  deneotS 
ben  oeien  A.  ß.  C.    Im  Paukte  H  Ut      10)  *    0.  im  Pomkle 
C:  %?*r  A    Keeknen  wir  den  Winkel,  den  die  kAneele  \.\mU  BC 
mit  den  »on  A  anhebenden  k  Arielen  n.arht.  )e  «n<b  der  Är»t* 
bin,  narb  der  die poaltiTee  cV  and  eV  geben,  an  iat  klar.  «J*m 
diener  Winkel  ha  Punkte  ü  fteirb  ar —  Ä.  im  Punkte  r  |WI 
C  lal  {A,R,C.  In  liöc^n   mm   H«M»me«*er  I  gerrrknet'  Wo 
b*bm  nun  nork  eine«  Anndreck  für  d»c»«-n  \N  mkeJ  im  AH r»*» 
nee  ia  •uchrm. 

f)aa  rtletuent  Irgend  einer  klaren  auf  der  Oh*riU«-be 
narb  &  10  in  fieiue  auf  d»c»r  kardinalen  Au»*edr4<kt  d^rk 

jj^  -r"  feoetit  *i*d: 

d  k 


Digitized  by  Googl 


355 

sein.  Ist  allgemein  tp  der  Winkel,  den  das  Element  Vr*+r2<ty/ 
mit  der  Linie,  auf  der  r  gezählt  wird,  macht  und  zwar  nach  der 
•Seite  hin,  nach  der  die  positiven  Br  und  <ty  gerechnet  werden, 
so  ist  offenbar: 

_       fr  r1 
sin9=; 


also  wird  (52): 

«  .  >■  .  •• 


Wenden  wir  das  Gesagte  nun  auf  die  Satze  in  §.  13.  an.  Ein 
Element  der  Fläche  des  Dreiecks  ABC  ist  offenbar  tj^&r  (§.  10), 

also  giebt  das  Integral  Jjthydr,  ausgedehnt  auf  alle  Punkte  des 
Dreiecks,  die  Fläche  iL  Dreiecks  an. 

Aus  §.  13.  erhellet  auch,  dass 

ff%g  =  ±  der  F.ache  einer 

Figur  auf  der  Kugel  vom  Halbmesser  1  ist , 

welche  man  erhält,  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  Halb- 
messer zieht,  die  parallel  sind  den  Normalen  der  krummen  Flache 
in  allen  Gränzpunkten  des  Dreiecks  ABC. 

Aus  {.  12.  wissen  wir,  dass 

v  d2D 


HHi       8r*  * 

ist 


ho 

wenn  r  von  0  bis  r,  ^  von  0  bis  A  gerechnet  ist.  Da  g;  =  l 
fflr  r=0  ($.  12),  so  ist  also 

ira?-yMt-.)-x>-©-XH». 
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Mbukttr«;  m  nimjat  d«n*  m.  du**  irdm  diewr  Brut!«*  Jurrk 
rii.r  drr»  llrurk,  *rt«hrn  r»  auf  dir  H-*ri.l1lrbr  iiAralld  tu* 
Kuhla««  «Irr  La»!  N.üM.  «Irirbr  und  rnt^f*n«r.H*U  kfftft 
aufaatt*  n«fc«crn  ****  d«*,  u»ul  r^pdirl  na«  dir*«-*»  Drink  •«» ,  «Im« 
Jt*tl<«v  dir»rf  lirrt'rr  nnr  glr«  br  lü<*t;tu»x  rrhAlt  I  r  »f matt  *l*o 
cur  IbetMin»'  fcljrr  un  n*  i  I  (  r  I  Ii »  r  unf«*r»IQtitrn  lUrdrr  dm 
M»"1»  /,r|»fmdruck  «V.  und  nttürlwh  nur  d.i»  ilirffunt^nmtrni1 
I»  di«nr»  «nirratüliUn  TbrUr»  ÄlVf.7/  in  Aa.pnxb.  Ifeab 
«riYbr  Kraft  »oll  drun  nun  dir  Utrjtur.c  drr  bridm  nie  kl  im  Irr- 
st Alf  trn  und  anrb  nirbt  „unredlich  dOtmrn"  Sc  kte  mr  • 
fr»  HkJ*  brmrU  w rt dm »  ai  dir»»  dwtb  aifh  nvl  ^  •*  tV«  > ,~  w 
wrrdm.  rln  llif»f^f?rm»inritt  bubrn  .  und  rine  Kruft  sor  UV«»»»« 
in  An.|.r«rn  nrnmmf!  (  »4  «ir  nird  r»  rrut .  nm«  der  £rnfm 
•ein  Lncrr  nur  nach  r  ia  rr  (»rradrn  brr dbrt  ?  IIa  i-t  not  4»« 
MiHlrrr  ..unradltrh  dflnar  tirrtt "  unlrralultt,  dr»«rn  llircng* 
r»<«urut  Ut  uarndlirb  klrin,  und  da  drr  ganir  *£i»i><  rrn  Jr ik  L  *»< 
•rinr  liirfun»*  %rrwrrt«lrt  wird,  mn  nun  ra  »ihn*»  nrilpfrr  abtVr 
ebrn  uml  ittil  ihn  alle  Obrttjrn  nl«  ht  untrf  attitrtm  Hrrttrr .  4* 
dir»«  nur  an  nrbrnbrr  laufm  und  keine  Kraft  iirt  ll^rjui.;  «r- 
InroVm !  ?  f 

iJrr  gantr  X*|»fradnjrk  Ii*  wird  irnmrr  tu?  Hirfung  drr  f»n- 
f  r  n  £j|*f«»ti»  irfwrriilrt,  »Uo  au«  h  dr«»m  «antra  Hirtim- »nMMnrtal 
in  Afl*|»rurb  Rrtifiramm ,  und  dr»aen  Hiegtmc  i.(  immrf  di«  «etbr. 
*4  rt  mir  In  rinrm  ."unkt  atiflir«!  «»Irr  im  brlirlMtf  %ir1m;  r»  tat 
iiahrr  rinr  tftnilirb  «rrlrbltr  .St*miUtita.  au«  «Ur  Itim««*  «•*• 
\  rrtbeabina;  drr  %ai>frndrumra  auf  dir  I  ntrr  »tfttf  Mi>«B|»uaklr 
•  hmmm  fit  n  »llrn.  |)mn  drr  2Snf*)Vn  Uratrht  nie  hl  au»  !*Vb»e>- 
am.  wrimr  aar  »n  drr  Wurrrf  irr«ir>i«ft.  ann»t  aber  u^b*an#*fj 
aind;  r«  ina»»m  »ich  nllr  Itfrlfrr  dr»  Hrrm  W  mitnnandrf 
borff-n.  nnd  ra  Ut  «iabrr  e^ng  nlrirb.  «•  i«-  mm  dm  iNnrb  |V  ns 
narallrlr  I  <>uip**nrnt«»«  trrlrtif  und  auf  dir  nnirlnrn  Hrrtlrr  »rr- 
ibrSIf ;  jrdr  n»f«*lr»r  <b«a*^  I  nmpAfirnttm  **irkf  *"«*crn  d«*f  (  «>Jl*>- 
trrn  dtr**-r  ttrrttrr  auf  allr  lirHlr#  «ugtVifb,  und  r«  k<i<nnil  alr 
«;r»anifttl«i4rkut«er  ni«bl«  nntlrrr«  brran».   aU  auf  d#»r  nwn  JWitr 


l*»d  rinr  anlrbr  Abmrdillt  fflaubf  Htm  \V.  «irr  ««<~df1»brifr* 
\  rf«r»»rf«bri(  nntirn^rt»   m  nA«»rii,    am  air  ula  riu«  M« 
MM ii pr*H«»m .  mrlrbr  »Jim  »ndrrn  ««»r«uiirbrn  «r(  f 

Auf  d»..   «»•   llrrr  U     am  arinr.  Artikrl. 

ftndr  irb  m«*b  tu  knarr  wr  lpffti  |.nTr«>c«ir»f  «r«aaU»»f.  •»  «■«• 
irb  »urb  «Irta  llt^trn  Kvirrt-ulrn  ttu  Ar«  bi*  #h  <  r  { 4  ^»r ,  im 
UrlWal  ItiWr  urrtnr  AbbAAtltunT,  durrb  «*r4«*br»  »irb,  «»#  r» 
»<brtnl.  Hrrr  H  xrtt**§r*%  tri.tUU  bat.  frtm  draarn  unbrr?<b- 
liulr  A^rtifr  in  *rb«U  iu  nrbmrn  .   ^rnn  ra 


*|  ll^rra  H#i«fc«irl«  ff  f*«mV»r    i>rt>f  luk  M'U  d»a  V**r»a*»  . 
»I««  «f>*B«lkW  ««»  •»      •  r      «   >•»•..»<»»«'  H|f*«f t  »««l  I«« 


t,  «  an«  l«  »«  r  ■  <•«  ki.»o»«a  lith«U  Hr«a» 
a«  ka».ff  1^1*.  r£«a«.  kat .  i«r>t  *•»  ki.fcr«*  «W«a  »«.kl  a^  um» 
»W«)(a  \f«aa4»»»*a^ 

H«a««k«*(    <»'   H*<»»i«»»     I1«*  *jVJfa»4  4#«  «l>jj**  ••»«« 

4«u.»  iaf«ilt(r  I  «••ta»4«  ».*.f*ui 
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XIV. 

Zar  Abhandlung  HTr.  XIV.  im  acht- 
zehnten Thell  des  Archivs.  (Heber 
die  Ausgleichung  der  Beobachtungs- 
fehler.) 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhc. 


Bei  einer  nochmaligen  Bearbeitung  obiger  Abhandlung  habe 
ich  einige  der  angewandten  Betrachtungen  nicht  scharf  genug  ge- 
funden, und  will  desshalb  versuchen,  dieselben  hier  in  genauerer 
Weise  darzustellen ,  indem  ich  zugleich  einige  andere  Bemerkun- 
gen beifüge. 

L 

Die  in  obiger  Abhandlung  zur  Anwendung  kommenden  Satze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sind  folgende: 

1)  Können  ans  einer  Gesammtzahl  von  möglichen  Fällen  ver- 
schiedene Ereignisse  A,  B,  C,....  hervortreten,  und  man  kennt 
die  Wahrscheinlichkeiten  a  priori  jedes  dieser  einzelnen  Ereig- 
nisse, gleich  a,  6,  c,... ,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ent- 
weder das  Ereigniss  A  oder  das  Ereigniss  B  eintreten  werde, 
gleich  a-f-6;  dass  entweder  A,  oder  B,  oder  C  eintrete: 
o+o-f-c,  u.  s.  w. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  wir  darauf 
hier    nicht  eingeben.     Zur  Anwendung   gelangt   er  in   j.  3. 
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und  H ,  und  f"tr  »•  iHiterm  trol+r  Nr.  *2  (S.  154.),  worauf  «ti* 
•ogteick  ihm  hmaU  iurfl<kki>a»a»rn  «< 


9)  Uf  m  dir  \Vahr*rbri,d,,hkr.t  a  priori  .im  I  iairrfma 
Irrir  niaar«.    h  fftr»  rinr*  iwrilrn.    »o  i>(  dir  W.ibrnrhriiili«  bkrrt 
dr*  clri«  brcilttfrti  I  infrf-frn«  bndrr  plri«  h  m»n  ;  und  rbcn  »»  k»a> 
•ithtlirb  »cbrrrrr  Krritji 


Auch  drr  lienru  dir»ra  N.ifjr»  i.t  »o  einfach,  da»«  wir 
kirr  ni«bf  erbe©     lr  kommt   rhriifall«  m<hrf4<h  mr 
in  «Jen        fi ,  \  II  (  u   ».  ». 


Orr  Mithfig«i*  drr  torkomrurridrn  N.it/e  Ut  aber  folgrfidrr 


It)  Wrnn  riti  b  r  o  ha  r  b  I  r  I  r  -  I  r«-..;i,i-j«  tu«  trrarhird« 
yr»|»r«J»Klirb  (a  |«fmr»)  gln<  h  welH  hm  «drr  m abrät h«-iy«Mkr« 
|'r»4<hrti  brtfübrrn  L41111 ,  und  itian  i«t  im  Mat.  lr,  juin  \  »um 
•It*  \\  «br«cli*-iidictikrtt  «!«-«  I  mg  **••«-•  (  aki«r»rh«  n  »«•«  «ri»r«a 
duf«  h  Ild»ii4(  ItlufiU'  ^bfjjf  fiani für  11  »  ii  )  itilirfiri«,  üj  t>rr<  <  hlx  n  ai><rf 
**i    Aitnibtnr,    tftmd   »•»»«-    br»fiuiBita)  ihr«rr   (l»4thr«  br*(rkr, 

a«  i-t  «J»r  U  Ar«.4hril.[Mhkrit.  .U-  d.r.r  br*  wir  l  1  mi  br  U  ,aa 

wukl.thru  I  lutrrti  n  Im^UmU»  habr .  d  b  1I4»  d*«  hrobj«  Mrfr 
tS/rigniaa  an«  ihr  brMfirgrv'ariirrii  ■«-» ,  nn  Hru<b.  dr»am  /^tkWf 
rbrn  d»r  W  «tbrai  briid«  bk<  ><  .  d«r  11*411  jutn  \  orau«  für  «1a« 
LifttreaVft  d»-«  Kf«nmt»r«  rfhalt'-u  »»«rdr.  mi-uq  man  dir»««  I  r 
aathr  aU  br»trhrrid  4m.  ihiur.  iir.d  di  »•rn  N«ni»  t  dir  Nutun.r  jller 
drr  aH»l»hen  U  «kf»ckri,.li<  hhrita«  (ur   all«  urafri»KUk  j>Kk 

tr»a<hrn 


t  ■  »•!  dir«  hrkaantlt«  b  «frt  r»»lr  (Htiadaalc  drr  \V4kra4-kri* 
lithknl  a  |M».|rni'M,    d    b    drr   \\  4bl  •«  hrttiiii  hkn(  drr  l  IM<kn. 
•H«  drm  I  inlirlrn   et  DT«   I  rrijjM 


llri   iJ-r  Wicht ^U.l  .  S..|m  f«,    üh.M*  /«eck*  durfte 

r«  «ir  hl    Uli4f»a!«>tt!«  »•m  »rui,    rir.f-i»   |if-««ri*   dr»«rllirn   i»  (rkr%, 
d<  r  d<-tu  t        H  ♦*  i  a  •  ■«  •    in  dm    Kr  i  hm  Itrt  •  u  r  1  4  ji  r  «•  b  a 
bilitr  de»  J.irami  (^c  *l  >  o<t»j'«Kkl. 


Ilrnkru  *•  ir  an»  auf  rinrn»  TUcbr  a  slrtt  br  I  rldrr  ,  aaf  )< 
drrM-lbrn  brliudrt  «h  b  dirarliK-  Aüjabl.  «i.  » •«•»  K<iR'<  Ii»    AuJ  dr« 
«rf  «4av>  »*i»d  m* ,  aul  iir«ii  a«*nlr«»  .  a«l  o»*«a  «Im  ■•«■tri»«« 

kvgrtt»,  drt  Ur«|  br«trbr  JrKt*U  aü«  ult*  ttiru  Mlh  I*»*»  lu«, 
cbt»r  •!«*«  rin  llr**  br«  rrlaubt  »•! .  r.t.»  ku^r<  >..*  |i*<kr  »«x* 
mIm««*).  «••b«n  Mir  ««rawkArifr«.  d4««  r*  drt»  W  rti«rb«ira«Ar«, 
f(lct<b  br«f«««a  ut ,  1«  naai  bcl.rb  .trti  drt  1 1  Ul«  r  tu  gri»«*««*. 
yt)i|   m       »b>  fiM   «■*•••#  kv«»gr|    Nr||iM«)«itt  I  f  4«*  t*t 


raark  «Irr  t\  *hf  *<k*  •aJatfcfccil .  «Um  d»r«MBlb«  grtad*  «««■  rlaja 
lai«W  k< 


Ha«  «--kl  Uirkl.    da««  dirtrf  I  «tl  dr.  dl 

Ihr  M  I  r U«>t    ai»«d  ■  I  '  »arkro      d«*-    »J'r    glr.«  b  ■»  akr»rkr»j«i»*  k 

a  ajfiari  «ta«l .    mdr«a  aar  aaW  gkrt«k  aWI  ■a«jg*4«j  r«jlb>«Jtr«  1 

«rtaa«»  ktfffrl  .    d»a  » minwym  «*ird.    itf  «ia«  r«  tr«*)r««W  l>» 
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eigniss.  Die  Schlösse,  die  wir  also  aus  diesem  Beispiele  ziehen, 
gelten  zugleich  allgemein. 

Abgesehen  nun  von  dem  Eintreten  des  Ereignisses,  wfiredie 
Wahrscheinlichkeit,  das.?  man  eine  weisse  Kugel  auf  dem  ersten 

Felde  erhielte:—-»  auf  dem  zweiten:  — u.  s.  w. 

Nun  ist  eine  weisse  Kugel  erschienen,  und  man  fragt  bloss 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  vom  rten  Felde  stamme. 
Auf  diesem  sind  mr  weisse  Kugeln,  wahrend  im  Ganzen  rni-fwt* 
-f  ...-{■  m„  weisse  Kugeln  vorhanden  sind.  Dass  also  die  erschie- 
nene gerade  eine  jener  n*  sei ,  ist  die  Wahrscheinlichkeit 

mr 

—  r  _  --  t  

Wl|  -f-  7J}%  -f-  ...  -f-  7«n       fpi         771%  Vtn 

"l  "T"  ••••  "l 

welche  Formel  den  Beweis  des  Satzes  enthält. 

Der  Satz  selbst  wird  nun  vielfach  in  der  angeführten  Abhand- 
lung angewendet,  und  es  möchte  nicht  unnöthig  sein ,  auf  die  ein- 
zelnen Fälle  dieser  Anwendungen  zurückzukommen.  Zun  liehst 
in  §.  6.  (S.  157.).    Die  Grosse 

w0'«>o"    rW'WhM  Wh  •) 

giebt  die  Wahrscheinlichkeit  an,  dass  die  Fehler  vt ,  p»,   zu- 
sammentreffen. Sie  ist  eine  Funktion  der  Grossen  x,  y,  z,...„, 
und  man  wird  also  auch  sagen  können,  dass,  unter  der  Annahme 
von  bestimmten  Werthen  für  r,  y,  z,.. ,  sie  die  Wahrscheinlich- 
keit a  priori  ausdrücke,  dass  die  Fehler  vlt  ta,   erscheinen, 

d.  h.  mit  andern  Worten,  dass  man  för 

<i)X  -f-  b\y  -f- .... ,   cl^x  -f-  b$y  -f- ...... ,  ....** 

durch  Beobachtung  die  Werthe  M*,  ü/2,       finden  werde.  Diese 

Grössen  sind  aber  nun  wirklich  gefunden,  also  ist,  rückwärts  ge- 
schlossen, die  Wahrscheinlichkeit  des  Bestehens  jener  angenom- 
menen Werthe  von  x,  yt         die  Grösse  (10)  auf  S.  158. 

Sodann  in  §.  8.  (S.  162.).  Die  Betrachtungen  dieses  Para- 
graphen werden  in  Etwas  geändert  werden  müssen,  um  sie  genauer 
zu  machen. 

Ist  zuerst  V~  aN,  und  nehmen  wir  irgend  einen  Werth  N 
dieser  Grösse  als  den  richtigen  an,  was  theoretisch  (vor  aller 
Beobachtung)  frei  steht,  so  wird  dadurch  auch  V  bestimmt.  Ist 
einmal  N  angenommen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori, 
durch  Beobachtung  den  Werth  n  zu  finden,  also  den  Fehler  N—n 
zu  begehen,  nach  {.  3.: 
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«rortn  k  noch   onbeatimiat  tat     lU  aber  der  Werth  ■  «iarrli  IW* 
<»ba<Ht«mg  *irkbVh  erhalteo .    aa  i»l .  «iiapcLebrt  .  di#  Wahr»rl 
Im  bkeit.  (Um  «Irr  aairrtioiuroenr  Werth  .V  der  rx  Kliff«  *el  : 


♦  *    a        ~   =  l  . 

-•  %  *  • 

Sommrnfrirhirfi  »ich  auf  .V  bexiebt.    lUri««  würde  M 
ftl,  «U»a  m  (Uff  wabffarbeinli«  h»t«  Werth  »0(1  >  und  U=tf  tat 
r».5).»«J«rhAgrfo»d«il.t 


Ut  aber  *V  richtig  aaper»  »mmett,   to  tat    l'  =  o.V  auch  rtehlm 
gffuadeffi,  «od  ob«J0  Grflwc  drärfct  mgleirb  aU«>  aocb  tlir  Wahr 
•cbeUUcbarit  a«a .  «Um  F  «Uff  richtige  W  ert*  dieaer  Gruaa*  ac4 

Ha 


d*«  Wabr^h<ffUr*cbkrit .  «Uaa  rU  (beliebter)  Werth  I'  ^rrade 
der  rechte  aei     lUff  Kenner  d,eaer  Gr,w  Ut  *  %A  \ aU aeibel  al.a 

..'.< "  •  -■<■■ 

»orane  dan«  W«  bt  die  In  I,  t.S.  I&l  )  au^afahrtea  Vhloaee  aath 

>beu. 

Ul  nun  I'      \  I  .V.        ind«*t  man.    »te       ehr«,  da.a  J.e 
W*h/~bc».iNba< 


ril.     r»*n  w 
.  -eaa  V  de«  »ahre  Werth  iU.  ae.a  »,,d 


J  I 

f.  '  * 
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fär  die  andere  Grosse.   Dass  beides  gleichzeitig  geschehe : 

hh' 

'-zL  e-h*(N-*r-h'mv-m>r  BNBN', 


and  da  nun  »  und  n'  wirklich  gefunden  worden ,  so  ist,  rückwärts 
geschlossen,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Annahme,  N  und  iV' 
freien  richtig: 

*"  e-A*(^^-|^)*_A'»(.V-l«'), 

_ 

2  £e-h*  W-u)         ( A"'~n')* 

v 

—  OB 

Sind  aber  N  und  N'  richtig,  so  ist  es  auch  r(==JV+iV) 
und  obige  Grösse,  wenn  man  in  ihr  N'=  V—ßt  setzt,  druckt 
die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  aus,  zwei  (beliebig  angenom- 
mene) Werthe  von  N  und.  V  seien  die  richtigen,  wenn  man  n 
und  n'  gefunden  hat.  Darum  aber  handelt  es  sich  nicht,  sondern 
bloss  um  den  richtigen  Werth  von  V ',  was  auch  N  sein  möge, 
d.  h.  ob  iV  entweder  diesen,  oder  jenen  W7erth  habe.  Beachtet 
man  dies,  so  wird  man,  nach  dem  ersten  der  oben  angeführten 
Sätze,  leicht  das  in  S.  164.  Aufgeführte  schliessen,  wenn  man 
bemerkt,  dass 

e-h*(  W-n)  ■        { .V—  n')» 

e-h*(rt-u)*-*'*(r-N-*')*  V 


so  dass  man  also  in  S.  163.  nur  ST  an  die  Stelle  von  BN'  zu 
setzen  hat 

Das  Uebrige  ergiebt  sich  sodann,  wie  in  der  angeführten 
Abhandlung. 

Ferner  in  §.  11.  Man  wird  die  dortige  Anwendung  nun 
leicht  ableiten.  Zu  bemerken  ist  nur,  dass  t>1,  r9,..  die  wahren 
Fehler  sind,  und  dass  die  bestimmten  Integrale  dieses  Paragra- 
phen nur  von  0  bis  oc,  statt  von  — od  bis  -fco  zu  nehmen  sind, 
indem  h  bloss  positive  Werthe  hat. 

i 

U.  s.  w.  in  den  Ohrigen  Fällen. 


'2M 


II. 


IW  J.  12.  det  anfef&Hrtca 


K«  bleibt  tnttftcbet  IQ  oatet^urbeit  flbrie. ,   welche*  dal 
»rb*i»ili«  h*ie  l'ebler  dea  IMD  begeht.   »ean  man  für  A 

danh  di*  »or»*!  (31  j  gefebcaea  WerU  «iblt.    Sei  ab» 
Weetb 

und  »ei  ftfoemtui  A  -  A'  f  i .  ee  habe  AT,  die  Batleuiung . 
,«  »  II 


aa  Ul 

m         ■  )*  • 


die  Wtbrerbe.al.<bkrit.  d«~  A  |  x  der  richtige  Werth  »wiih 
d **ia  ale©  »  m  eaa  miau  A  dafür  aagea^'tum^e  t  der  !  ehlev  t  b*t^* 
aci.    .Seilt  »an 


A(A-,   «  -AV. 

aa  ait  *!»•(*  tir«**« 


Ad!  ÄJ  <  *  AV*  -•*.•-■<••, 

ATr   "U  '  'fr. 


»ni  au   Iii  f  4  >  »  lir.hr  er, tackelt     l>,e  ür*..e  »  .W 

»»href  Wrffb.  «,rJ  «■♦>.!. r  ^br  kU.n  »ei*  »Jur«.  iedem  A 

der  ««hr«thrin|irh«le  \W»tb  »re  A  »•!;    lur  J»r  i«  ^m4 

t»a  t  »ird  avie  «W»  Äf>h 
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»  WS» 

Ke~  T^dz 

setzen  dürfen,  welche  Grösse  also  die  Wahrscheinlichkeit  aas* 
drückt,  dass  bei  der  Annahme  h=h'  ein  Fehler  x  begangen 
worden. 

Was  den  Werth  der  Grösse  K  anbelangt,  so  ist  er: 

i 

m  m 

O  ^  o 

Was  das  hier  vorkommende  Integral  anbelangt,  so  setze  man 

wodurch  man  erhält: 

r*h<»e~*     dh = h'm  I  >y  (|)Wf  1  f  *xme-**dx. 

Nun  ist  bekanntlich: 

1.3.5  (c2r  — 1)  Vn 


/■•_  t-3.5  c 


/  «  1 

/    a^+V-^cb  =  2.1.2  r. 

i 

Gesetzt  nun  m  (also  auch  r)  sei  sehr  gross,  so  ist 
(vergleiche  z.  B.  Naviers  Differential-  und  Integralrech- 
nung, zweiter  Band,  Zusatz  IV.): 

1 . 3 .5 ....  (2r- 1)= V2.  (2r)r«-r , 


1.2  r  =  V2r*.fe-r 

Ist  also  m=2r,  so  ist 


h***1^  ^yr+11.3....  (2r-l)v« 


"~    A'.V«.V2.(-2r)r<r-'  ' 
Theil  XIX.  15 
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~~  A'v  *.v  i  "'  A'f  «' 
1*4  dftgegea  *i  =  2r  -f  1 ,  »o  Ijndrt  man  uat*r  d«r»r*brn 


=  i'V  iWMr  '  A'Vi« 
l  üf  rio  itrow«  r  wird  mi  mk*r  (I  f  ,#%'H__-rJ  k, 


A  V  i<     A'%  «— A>  « 
Um*  «ird  Um.  ftir  *«a  *ro.»e«  -:  Ä= 


A  %  m 


.1.  man  A  lar  den  «^rr.  Wertk  %«•  A 


folgt,  «ifl  il  |  4  ,  d»*«  d*«  *J**»  d#f  <*««««i|r>rit  für  frpat 

A^riElinv*  IaI  ,  dft mm  m\m9 


r 


17* 


^  f  n  r,ur»  d*  Hr.ufUI«  d«  f.  IJ  .  dK> 


III 


Z«  d*«i  ft.vk«  «trfttifr«,  la  f.  IT.  kewi»MM  SaU«  l'fn 
(Ivicfefoll*  kill»  5  (J€»t*||#4 

|K#  |*|etrkü«ff  (50)  t«t  ritkliff,  mm»  für  v  \\#**W* 

a»«e*drt,  dt«  d*«  itrdiaf  ui»g»irlrft4  »unfr«  'i*'  frm»j«*  Ii««« 
m  gt*»t  »•»  (rf»#         fciedf     IW*».  «a  *  •■  rrUftf**.  ab 
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eben  diese  Bedingungsgleichungen  bestehen  ,  die  Grössen  to  (oder 
e)  also  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  so  dass  man  diese 
oder  jene  derselben  zur  Berechnung  von  u  anwenden  kann.  Wä- 
ren diese  Bedingungsgleichungen  nicht  vorhanden,  so  gäbe  es 
offenbar  einen  einzigen  Weg ,  da  sonst  die  Gleichsetzung  der  Re- 
sultate, die  auf  verschiedenen  Wegen  erhalten  wurden,  geradezu 
solche  Bedingungsgleichungen  hervorbringen  würde.  Wendet  man 
aber  Werthe  von  to  an,  die  den  Bedingungsgleichungen  (38)  ge- 
nügen, so  ist  es  für  diese  Werthe  offenbar  gleich,  ob  die  (38) 
bestehen  oder  nicht,  was  unsere  Behauptung  rechtfertigt.  Die 
e -\- x  des  $.  16.  sind  nun  allerdings  in  diesem  Falle,  sie  sind  es 
aber  nicht  allein,  da  die  x  nicht  bloss  durch  (38)  bestimmt  wur- 
den. Wendet  man  sie  aber  an,  so  erhält  man  den  nichtigen  Vor- 
theil, dass  der  mittelst  dieser  Werthe  erhaltene  Ausdruck  von  u 
der  Art  ist,  dass  er  dasselbe  Resultat  fiir  u  giebt,  welches  die 
bestmögliche  Verbindung  der  unausgeglichenen  Beobachtungen 
hätte  geben  können,  während  gerade  diese  bestmögliche  Verbin- 
dung so  beschaffen  ist,  dass  sie  dasselbe  Resultat  giebt,  ob  man 
die  unausgeglichenen ,  oder  die  ausgeglichenen  Beobachtungen 
anwendet,  da,  wie  man  aus  (56),  (57)  und  der  Gleichung. [Ix] 
=  [an]  leicht  schliesst: 

^(«i»  '2  )=t(<?H  *i, 

Zur  Ableitung  der  Gleichung  (53)  kann  man  noch  bemerken,  dass 
die  Differenz 

verschwinden  mnss  mit  den  Grössen  Ft,  b\t....t  wenn  man  in 
letztere  e  an  die  Stelle  von  to  geschrieben  denkt  Sie  wird  also 
als  Funktion  dieser  Grössen  aufgefasst  werden  müssen  u.  s.  w. 


IV. 

■ 

Was  die  Auflösung  der  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate angesetzten  Gleichungen  betrifft,  so  wird  die  direkte  Rech- 
nung, namentlich  wenn  ziemlich  viele  Uobekante  vorbanden  sind, 
wohl  weitläufig  sein.  Das  Verfahren,  dass  Gauss  zu  diesem 
Ende  vorgeschlagen,  kommt  so  ziemlich  auf  die  häufig  gebrauchte 
Eliminationsmethode  heraus,  nämlich  aus  dem  aufzulösenden  Sy- 
steme von  Gleichungen  des  ersten  Grades  ein  neues  zu  bilden, 
das  eine  Unbekannte  weniger  enthält,  u.  s.  w. ,  bis  man  endlich 
auf  eine  einzige  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  kömmt. 

Das  Gleichungssystem  (18)  in  6.  6.  wird  die  allgemeine  Form 
der  Gleichungen  enthalten,  welche  bei  den  Anwendungen  der  Me- 
thode aufzulösen  sind.   Man  bilde  nun  folgende  Grössen: 
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Ts  ö 

*  I 

«  * 


T  T 
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M  ffhlh  nun   tu«  (IS) 

Ij^Jb  il^M«  MWIW«  l5rjr.ii. 
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L  5T 


H 

-  * 


II 


II 


erhält  mau  aus  (/): 

fcc*.2]z  +  [gcd.2]u  +  ....sfjclf.2], 
[gcd.2]z  +  [gd*.  2]«  + .... = forrfilf.2] , 


ir.idct 


nuu  ebeo  so: 
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^    [ge2 . 4]p  +  [gef.  4]u>  =  [geM .  4] . 

^/•.4>  +  ^.4]er=[^/af.4]; 

zur  Bestimmung  von  u  die  (/"),  *ur  Bestimmung  von  x,  y,  x  die 
(O,  (/),  (18). 

Man  sieht  zugleich,  das«  die  eäramtlichen  Gleichungssysteme 

(0»  ('')*          d'©  Eigenthn'mlichkeit  beibehalten,  welche  die  (18) 

hatten,  dass  nämlich  die  Koeffizienten  der  Unbekannten  in  hori- 
zontalen und  vertikalen  Richtungen  einander  gleich  sind. 

Wollte  man  das  Gewicht  von  w  kennen,  so  hätte  man  nach 
§.  10.  den  Koeffizienten  von  [gfM]  in  dem  Werthe  5]  zu 

suchen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Grossen  [gaM]  >  [gelU\ 

sämmtlich  Null  setzen,  da  die»  offenbar  an  dem  gesuchten  Koef- 
fizienten Nichts  ändert;  alsdann  zieht  man  aus  den  Gleichungen 

(Xr),  (fc')f  ••••  • 

l<,bM.\]=0,       [geM.l]=0,   [gfM.\]  =  [gfM], 
[gcM2]  =  0,       [geM*]=0,  [gfM.2]=:[gfMA]-[gfMl. 
u.  s.  w.,  endlich: 

[gfM.5]  =  lgfM], 

so  das«  der  gesuchte  Koeffizient  gleich  f^rg]  '8t*    mithin  das 

Gewicht  von  w:  Macht  man  so  nach  und  nach  fedes 

Element  zum  letzten,  so  kann  man  die  Gewichte  derselben  leicht 
erhalten. 

Hätte  man  endlich  noch  folgende  Grössen  gebildet: 


(AT) 


so  wäre  die  letzte  dieser  Grossen  die  in  $.  15.  verlangte  Summ« 
fo»o*]-  Das«  die  Grossen  (K)  gleich  mit  den  Grössen  (k)f  {kf)9... 
gebildet  werden  können,  versteht  sich  von  selbst. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  ziemlich  einfach.  Man  hat 
nach  §.  IS.: 


224 

♦  

I 


Neu  Ul.  in  Fuli*«  «Irr  (.Irukutx.rn  (1^).  dir  rr*t»  Zrde 
mtMirkrlt  man  »'mIai»«  da«  Irbrigr  uod  brachte!  di»  C» 
U>  nftd  (A).        #ffa*tl  nun. 

|jr.»|  1 1,.,'  »  /[  V  V  1 1  v      |  |  ./r«  1 

4  iMn  ♦  it*'./  l  ):„•*.  »  Li*  1 1-.* 

I  

■ 

■ 

-  3^6  V  Hj,  —  .»( #/«-  VI]«,,—  t(9V>li 
HenUrt  »in  *ir,Jrr,  da»« 

ferner  dir  <.I.-m  hurt*-»    /  .    i  .  ut.d  i  A   .  ...  cf feilt  «tu. 

^    ....  .  > 
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Wie  man  hier  weiter  sehen  kann ,  ist  klar ,  so  dass  man  endlich 
erhält  : 

[9*0*]  = 

worin  n  die  Bedeutung,  wie  in  %.  15.  hat. 

Da  man  Q7P04]  leicht  direkt  berechnen  kann,  so  hat  man  hier- 
durch immer  eine  scharfe  Kontrole  der  Rechnung,  die  bei  Zah- 
lenrechnungen  ohnehin  äusserst  nothwendig  ist. 


V. 


In  der  fraglichen  Abhandlung  ist  der  Beweis  der  Grundformel 
(3),  von  der  Alles  abhängt,  auf  Betrachtungen  gestützt,  die  aller- 
dings in  Frage  gestellt  werden  können.  Schon  im  elften  Tbeile 
des  Archivs  Nr.  XXXVI.  (S.369.ff.)  hat  Herr  Professor  Matzka 
(jetzt  in  Prag)  einen  Beweis  dieser  Gleichung  gegeben.  Die  fol- 
genden Betrachtungen  ruhen  auf  ähnlicher  Grundlage  und  dürften 
als  Nachweis  jener  Gleichung  gelten  können. 

Die  Häufigkeit  der  Fehler  ist  im  umgekehrten  Verhältniss 
ihrer  Grosse;  ein  gewisser  Fehler  r  wird  desto  häufiger  vorkom- 
men, oder  besser  gesagt,  sein  Vorkommen  wird  desto  wahrschein- 
licher sein,  je  kleiner,  desto  weniger  wahrscheinlich,  je  grösser 
er  ist.  Allgemein  werden  wir  sagen  müssen,  die  Wahrscheinlich- 
keit eines  Fehlers  9,  der  bei  einer  Beobachtung  soll  begangen 
worden  sein,  sei  eine  Funktion  o?(r)  dieses  Fehlers.  Hinsichtlich 
dieser  Funktion  wissen  wir,  dass  (q>(— p)=9(t>),  so  wie,  das* 
«sie  rasch  abnehmen  muss ,  wenn  v  wächst,  mithin  ein  einziges 
Maximum  hat  fiir  t?  =  0,  und  zu  beiden  Seiten  dieses  Maximums 
gleich  verläuft.   Jedenfalls  ist  ihr  Werth  Null  für  »  =  ±oo.  Da 

"  Bw  fr) 

ferner  a>(r)  abnimmt  mit  wachsendem  e,  so  rouss     a  immer 

ov 

negativ  sein,  in  so  ferne  wir  bloss  positive  Werthe  von  v  ins  Auge 
fassen.  Um  nun  <p(v)  selbst  bestimmen  zu  können,  wollen  wir 
zunächst  nur  eine  Keine  von  Beobachtungen  einer  einzigen  Grosse 
A  ins  Auge  fassen  und  zugleich  annehmen ,  es  seien  diese  Beob- 
achtungen sümmtlich  gleich  gut.  Ist  n  die  Anzahl  der  Beobach- 
tungen ,  sind  ferner  r, ,  r2 ,   ,  r«  die  (jedenfalls)  begangenen 

Beobachtungsfehler,  so  werden  diese  (allerdings  unbekannten) 
Fehler  ihre  Werthe  ändern,  je  nachdem  der  wahre  Werth  der 
Grösse  A  sich  ändert.  Welches  der  wahre  Werth  von  A  sei, 
weiss  man  nicht;  theoretisch  sind  alle  möglichen  Werthe  von  A 
zulässig,  und  jedem  entspricht  ein  anderes  System  von  Fehlern 

t?|  ,  r2,   r«.     Die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Fehler  sind 

bezüglich  9>(c,)  ,  g>(rB);  die  Wahrscheinlichkeit  somit,  dass  sie 

sämmtlich  zugleich  vorkommen:  * 
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Hat  man  non  irgend  "eiekon  Werth  für  A  alo  den  w 
oun*«n  ,  »*i  er  Li  ogf  *o<  h  einen  br*timml  »*n  Werth,  oad  d**f 
jenige  Werl»  ton  A  wird  tu  »ählcn  tritt ,  für  den  0  ein  Mau 
omat  »ird. 

Mao  kann  dir«  aorh  noch  «o  betrachten.    Sri  i  drr  «abr* 
Werth  %«m  ,4;  o,  ,  «u,  ....  o«  die  durth  dir  Hrnborbtung rn  frf«o> 
denen  Werths d»e*er (»r«*»ae;  »o  »iad  dio  beging« nrn  fehler  r  *-nt, 
x—Of   i  —  «•  «od  dir«  l»rl—e 

«Mi  —  *,)</(;-  «,)...gfi 

druckt  dl«;  Wabrorhrinlirhkeit  au«,  da»«  man  «tat!  de«  Mfffo« 
mrnen  UcrtHn  ;    lur  J  durrh  llcdi.*«  htung  bnden  werde  o, 
....  o«     l>4iau«  f«lgt  nun.   narh  I  .  narhdrm  dir  Wrrtbr  «,  ,  ..  . 
#•  or«c  kirnen  »inj.  d*>«  die  W  .ihr»«  hmdi<  hkeit ,    :  mri  MuiWi 
der  richtige  Werth  %on  J  gmeucn,  i»t 

•T<:  —  o,  >«(:  ~-«t)    <x<  : 

-ioMl      «i  m  »  —  Oii    -  *»m) 

worio  2'  »ich  auf  «II«  mügtirhen  W'rrthe  *«n  t  erstreckt. 
W  erth  i  Ul  der  «dbr.r  hrml.<  h.te,  lur  «Irr,  die.e  <.rr.**e 
linum  tat,  IIa  drr  !\e»nrr  ni«  bt  »on  z  abh.ingt.  «o  wird  n 
aar  licaliamutiK  ton  t  haben 

f. 

•  #  •■ 

d    h    wrrin  man  beturrLt.    da-*n  I 

t.  H  4i 


Je  fffü«»ef  nun  dir  An/Jd  o  drr  gemarhtrn  tteoback  1004t»« 
iet«  de*to  ««berer  wird  iu4it  d*rjn(  rrrnnen  diirfro,  diu  «hfe« 
den  begangenen  fehlem  gl^nb  url  >ut,  \  UerUcU'b  glriih 
|»«*«ti«e  and  nr«Atj»e  |rHi«-f  iw<k-»fimrn.  aiitbin  «Ud*no  d»# 
Münsa»«  r,  |  r%f  .  f  r.  t><h  d'«*l..  lu.  bf  drf  Vill  labert.  >«■  fif  • 
Mf  n  Ut  Ma  «*ir  dir  |  rhlrr  «I«  r**n  4  u  f  A  M  1  ^  •  annrbnte*  .  «~» 
wird  di«»e  Annahme  *«->kl  gen  <  hiJcfti-t  orrn.  \ber  jr  gr--«.»er  n 
int,  dr*to  «k  brrer  »ifd  OjI  Jjr*Ml  j  Jdrti  dürfen  da*«  de« 
«t«br«< br*nJ*rb»t«  ond  drr  «  *b#r  Wrrtb  1  >n  A  t a*aoioje«f ilcn. 
d*  «IT  «ao  droi  Mabrr«  Wertbe  dun  b  \  rrt U  dtuun«  drr 
»ffrobar  imo»rr  mehr  »*hrto  «kü&»rn  l^m^Ach 
Jr  rri»»*#r  ■  ist,  die  ii»  ■ »  t  «r  k'»oiOieodrn  t  rblef  *|,  e^. 
r.  «wb   iootf  «o«br   den  M«brrn  »•bern.  toi 

♦    •  «•=.<>  ,f 
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besteht.  Eine  Abhängigkeit  darf  zwischen  den  Grössen  Oj ,  aa, 
an  keineswegs  bestehen,  da  wir  voraussetzen,  diese  sänimt- 
lichen  Grossen  seien  direkt  durch  Beobachtung,  also  unabhängig 
von  einander,  gefunden.  Wurden  nun  die  zugleich  bestehenden 
Gleichungen  (a)  und  (ß)  von  einander  verschieden  sein,  so  konnte 
man  z  zwischen  beiden  eliminiren  und  man  erhielte  dann  eine 

Gleichung  zwischen  aXt  a2,   ,  ««»  gegen  das  eben  Gesagte. 

Damit  aber  diese  beiden  Gleichungen  identisch  seien,  muss 
nothwendig 


allgemein  also 


q>(v) 


sein,  wo  k  eine  negative  Konstante  ist,  indem  (p'(v)  und  p  von 
verschiedenem  Zeichen  sein  werden,  während  <p(r)  positiv  ist. 
Setzt  man  also  k=. —  2h2,  so  ist 

^=-2Ä«c,   1.9(0)  =  -A*c*-fl(c),  9(t)=c.r»1'", 

wodurch  die  Gleichung  (2)  bewiesen  ist.  Von  da  an  folgt  alles 
Uebrige  nun  leicht. 


«8 


.  K.  J.  Bjorling 


a  Wfiliri«  *a  8ar«V 


(hilf alt  da  laperfa  des  Traaaactioaadc  lAcad.  df 
•cieacaa  da  Slockbi.lm.  Saaaca  4«  «J  Oct.  hltt' 


II  birn  r<»unu  que  J  i»n  a  tri 
|ir«f»ti«illon  que  lr«  rani»**  dv  U 
4  «Ii  drfra  Mtt^rir«?  au  J  nnr  n* 


Irwin*  daa  «lr m«i)stral»«M  «V  U 
tt#i>rraU  «H|  »•(*•>*  »IcrW^r 
dm?«  Mt|**rir«f  au  J  rmr  n*  pru«rnt  •  Vipnwaf  a«  aa»*r« 
d*  f|«r|(|u«  ftM*<tn>a  algrbrtoj'ir  dr«  corl I»«  acut«  de  I  cq«*t*«*t 
Mai*  on  *  r*l  |»*a  |Miurt«ul  A»a«rp  t|u*  rrU  n«  pcul  tvr  an 
tno>  rft  d  ui»#  fotx  (loa  «W  «|«rli|ur  auhf  <Uur,  )'         d  anc  (vmmt*.  i 


n«|«#.  log  *r  »tbtoiiju*,  rMiplit^ur  Hc    dr»  t  «kiT*  »rnl»    |*»^  1 
•Jan«  ff  t  h^iui.»  U  nr 


f»  t  h^iuj.»  U  nr  ma»4|arf  aiI  p*«  d 


rit  »f»e«  ist  <|>     I  i»h  ■  U    r  4  »u  *   irrrdartibili»,    •  » 

daplr   ra  affal  ftittriaaal  aal  rir  inr  •  daaa  »<t«*l><« 


«j  o    !  r  «« a  tj  u  r  <lf  »  r  d  •  c  r  *  .  |M*ir »  «         r  1        uur  .  I  a  «|«fc*»<  j  s 

S  | ,  I  x*a 


I .  I  x*a  a^li  fi* 
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les  deünitions,  par  lesquelles  od  est  convenu,  il  n'y  a  <pas  long- 
temps,  de  fixer  dans  ces  cas  !e  sens  de  ces  meines  notatioos*). 
Ces  quelques  lignes  suivantes  feront  voir  que  cette  assertion  est  bien 
fondee,  et  que  Ton  peut  avoir,  en  effet,  directement  et  avec  la 
plus^  grande  facilite,  l'expression  convenable,  de  la  forme  dont  il 
s'agit,  des  racioes. 

1.   Afin  de  resoudre  I'equation  du  3ieme  degTe 

» 

(1)  *s-ox  +  6=0, 

Ton  peut,  en  posant  2ycosz  au  lieu  de  x,  chercher  toutes  les  va- 
leurs.de  2ycosz  qui  satisfont  a  I'equation 

8^008»!  -  2o^cosz  +  4=0, 

ou  ä  lequation 

%«(cos3z  +  3cosz)  -2crycosz  +  6  =0 , 

ou  meine  a 

(2)  2y»cos3z  +  2(3y«  -  a)ycosz  +  6=0, 

ou  bien,  en  posant 

3i/2— a  =  0,   ou  plutdt  y=y|, 

chercher  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  cosz,  ou  meme  de 
z,  qui  satisfont  ä  i'equation 

2y8cos32+6=0, 

c.  ä  d.  toutes  les  valeurs  de  z  qui  satisfont  ä  I'equation 

2  Q)  lcoa3z  +  6=0, 

ou  (en  omettant  ä  present  le  cas  de  a=0)**)  ä  lequation 

ou,  ce  qui  revient  au  meme,  ä  la  sui?ante: 


*)  Voir  p.  ex*  les  Actes  de  l'Acadlmie  des  sciences  de 
Stockh.  poar  l'annec  1847  pag.  275;  Exercices  d'Analyse  et  de 
Phys.  mathem.  (T.  III.)  de  M.  Cauchy. 

**)  II  est  bien  evident,  en  effet,  que  dant  ce  cas-la  notre  asser- 
tion  ci-de«8U8  ne  ae  trouve  paa  nallemcnt  en  defaat. 
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par  t*oii»t>qü+nt  traten  I**  rarin*>  dr  I  rtjualUn  pr»!*»»«*  tr** 
«rot  mm|.ti>ei  iUn«  U  »rcond  mrmbrr  d«?  «rlU  tuffo: 


Ii)  x    ?y  ■  i«.;'jarrco#((-  p'^  )):. 

S.    Po«T  n*  liiwr  ri#«  4  rf*4rrf  A  crl  «*cifd.    ihm  »  ! 
«eriner  t  preorat  q«  rn  t»f*t  dar»  Im  «m«.  rtWkir« 

dr  |V<ju«!iun  |»fo|Hi.*»r  rl*n(  re.L  («  i.on      0).         uUor»  4« 
qua  (»uriul  rrllr  forMulr  (3)  rotnridt-nt  prrri» 
prrtMMo»«  ordinal"«  dm  racine*  d*  l>quaü<>n. 


I) 

u  r  Unt«pnatlil.   rl     •    ,      .  iiairr        I  (ob  » „ 

(>«*;■  N  4  v  - 

(cuai  irrrductiblli«). 
Mtrc  fnraiula  (3)  doohc  iMttrdiatvmmt  ,  toaiM*  k  I  i*dtnaifr 

..»/•  Mi*' 

6  oV.»-n4tit 


.....  >. 

n*  cx»trr  Ira  lim.tr»  0  rl  i, 
rl 

» 

i  wti  huiil.tr  nmtt  dorlroMw  (ü  mmIimoc  , 


dornt  oft  »tWH  k«  di«rr»*«  lalrm«.  att  Mambrr  da  Ire» 
%>•  Mit,  rr»  rMM  MKtrMiirmcM  Ü     ü  »1^1 


i  4  a*  #* 

rf.»t  |,««iiif.  r|  i.iHrrM:.<i      N  » 

,#  *  4  • 
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comme  en  general,  er  4tant  numeriquement  >1,  l'exprcssion 
arccos((a))  represente  *) 

Arccos  ((y^))  ±  *Mog(       +  Va^l) , 
notre  forraule  (3)  donne,  er  designant  (pour  abrtfger)  (y«)!"" ' 

*  =  2^  £ . cos { Vsarccos((i  1      .  log  V" \^ä*+  V  o*-4  | . 

ä  savoir,  ±1,  selon  que  6  est  negatif  ou 
positif, 


=2^  | . cos  |^ ± ..log  V ^„H ^«*_ 


le  nombre  entier  m**)  etant  pair  (0  in 
clus  )  ou  inipair,  selon  que  b  est  neg.  ou 
positif, 


+  ^  V  V^-V>-]j  # 

W5t   ,   .    .    WITT    %  fr  > 

cos  —j-  ±*  sin-y-   W  ) 

(savoir,  le  meine  signe  avant  la  lettre  i 
dans  les  deux  termes), 

c.  ä  dire,  dans  le  cas  de  b  negatif  [puisque  alors 

mit     ,    .  mit 
cos-;j-4:i.sin-3-  est  =  ((!)))., 

dont  on  obtient  les  trois  valeurs  en  posaot  successiveroent  m=0 
et  =2],  les  trois  racioes  ordinales: 

(3'0        ar^ü  +  V,    x2=ßV  +  ß*V,  *B=0*ü+/JV, 


•)    Voir  p.  ex.  le«  Actes  do  l'Acad.  184T.,  pag.  292. 

•')  Qn>  coneoit  bien  qne  Ton  pciit  n'aroir  egard  ici  aux  raleors  ne- 
gatives de  l/I ,  vu  qu'en  effet  le«  deux  expretsions  donbtca  co»(a-^-d) 
et  co§( — a±ö)  n'indiqaent  que  le  memo,  l'aae  et  l'aotre. 


I,  ß,       tlr«.ißftAnt  lau  IroU  »»War»  d*  r»ij»rr»»»on  ((!))*.  et.  4* 


■  • 

el  enfc«.  dam  I©  cu  de  6  po»ltif  |  pubq««  aler* 

cm  "  .1  i .  wo  TJ*  e»t  =  ( (—  I) 


3). 

«  rlanl  n^RAlir  (  .-A). 
»•  |>«trt  *W*.  p#ur  H«u  d«  «Jmpltcitr , 

(:t)  w  u  rortii« 

«t«ü((jO)    ■frcMtd)).!  |        Mo« (M  V|-  » 


•    
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(savoir,  le  m^me  stene  avant  la  lettre  t 
dans  les  deux  termes), 


ou  tien ,  i  etaut  =  cos  ^  +  isin  ~ : 


VAS      2«,,  2*         Mit  ,  .  .  2A*  //        ;  ~ 

( cos  -3-  + 1  sin -j  )  (cos  -y-  i  isin -j- ) 

par  consequent,  si  Ion  observe  en  outre  qu'en  effet 

2n  m  .  i  2* 
cos  -j-  -f  tsin  -3- 

est  une  des  valeurs  de  l'expression  ((!))*  et,  par  suite, 

(cos  3-  +ism-3  ) (cos -5- dbwm -3- )=((!))*, 

on  retrouve ,  aussi  dans  ce  dernicr  cas ,  les  forraes  ordinaires  (3") 
des  racines,  y  dtant  toutefois 


Thcil  MX.  16 
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XXI 

rebunfrsauOrabcn  für  fcohülcr. 


L  f  h  r  •  i  t  l 
%—  4mm  Hft%  Praf  Dr.  8tl.IA-.lUli  i.  Drt.4«. 


K«  »Äffi  n  o*.  fr  fr.  fr ......  *r»totl»cb  |*>»itt««  i;rA«m  U 

irt<bo*ft,  «Ii«  m«  (  urtiilli«  k*  aknrktnrn .  »o  Ja««  Lim?«  9  >• 
(Ur  «     3t;  daaa  gilt  (olKr«le«  Tb™»«  ; 

Weio  ion  deo  bridta  ufttacIlUbra  Krttim 
fc»*  f       ♦  4>jM  *if  •   


>  ••«Irl  Mi  •   Ii.  für 

I  I  I  I 

dir  «Li.-rti  i^Ut^un-tu  «füllt  »m«! 

I         I  I  I 

1    I  i  1    !  1    4  f  i  j  1 
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Lehrsatz. 
Von  dem  Herrn  Prof.  Dr.  Sch  lömilch  in  Dresden. 


Die  Summe  der  endlichen  Reihe 

«-1     .  (in-¥)  (m-3)  (m-3)(//i-4)(m-5) 

*  +  — — T2 — +  x 

(/n-4)(m-5)(m-fi)(m~7) 
+  1.2.3.4  ^ + 

oder 

1  +  (m  -  l^a:  +  (ro— 2)***  +  (m- 3),ar»  +  

worin  3  eine  völlig  frillkübrliche  Grosse  und  m  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  bezeichnet,  ist: 


\  r  Vl  +  4x+l  „  V^I+4^-J_-i  (2g) 

2  L(  Vi  +  4*- !)«•  (V"l+4rf  1)«J  Vl  + 


4a: 


XXII 


Hl  I  n  «5  e  I  I  c  n. 


U  de»   Ui  *\r\*n  tUtiebmw«  u*K+i*irb»#tr«  Wctle  4** 
Hirt«  IW»»«*  Doppler  in  Wi*»:      Verstirb   narr    I  • 
«•  rit«rut»«  der  iiiahtiirben  (.ruractf  i»  aU4*r«fidlAf 
eine«  neu  eittiudibrendenAlifMitbmua  l'raff  1*4»  4 
welctiea   mVbt  »«  «iele  \  erbrrittirt»  erfunden   m  b*!***«  ■ 
Wi#  e«   jedenUJU   *ehf  trr.lt«i,t ,    findet   »»<  b   M»(   N»~itr  I  *■» 
pendo  gelegen!!)«  be  Itatoerkung ,  d*e  t<b  m  weitetet  Helfant* *r 


llebaaatlicb   luiKe«  Mb«»   Kuler.   Lafraag*  aad 
•Ufr  meine  \  *>i*  bnfteu  int  AuJIuidung  rerlib«  aMf-r  I  »mw  c<r» 
br».     IU  e«  Mir  aber  •<  hrml .    al«  <>b  die  rtarblolifeade  •  «« 
fM-ljm.lr«  nwftlll«  ll  %  rf»«  Wilt  o  M.ue.  •«»  wird  Inali  e«  ftitwk«*- 
».  wenn  i<b  aie  biet  in  ku/ie  ai.Jubfe  Ut  ;  i  i  nur  •••Üb*  I  ixtn«. 

/ 

da**  «k>wo»|  %(tul*  aU  a»b  ,  d  b.  deren  reiiiteokrf  \%  ertft 

int+gribel  »•(    •*  i»|  dir  <«nc,  deren  («lei«  bang 

Ul,  jederlei!,  rettiarabel  »ad  d»  |„ai>ce  rmea  beliebte«  Nlä<ie* 
d*t<»  l.rfrtt  det  Aaadrark 
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Ist  z.  B.  * 

qp(.r)  =&r — 5  , 

so  hat  man  wegen 
und 

f  3^Z5  =  V3l(3^-5) 

und  daher 

y=%^-%*-%l(3*-5)  +  C\ 
eine  solche  Curve  und  ihr  allgemeines  Integral  des  Bogens: 
l  =       -      +  %  1  (3 x  -  5)  +  C . 
Oder  es  sei 

a>(x)  =  sin;r\ 

mithin 

j*  smxdx— — cosar-f-  6 

und 

daher  ist  die  rectificable  Curve 

y  =  VJtang  V*r  +  cos  a?  +  C 

und 

A  =  yj  taug      — cos  x  -f  C. 

Oder 

9(ar)=  V px  , 

also 


Google 


nrxl  mim»!  «Im»  rartilirabla  lunrr 


f 


In  Nr.  I*C1.  aod  Nr.  IM  fS.  ITT.)  drr  Mittbailans  r«  drr 
a  a  I  a  r  for  •  c  b  c  n  «I  r  n  llscbaft    iu    llara    tbnll  Iftrrr 

Ii.  W  I  f  Folrr«,lc  <  M  4  u  |.  »  r  t  u  L  un.l  \  « I  I  4  i  r  ,  mil .  dar 
bcijiir.tUrb  ffrfrn  ctoandrr  »rhr  fcindlub  «cmboI  «ata»: 


M  4  u  11  a  r  I  u  1  ■  üi4fb  aral  iwaj  JaW*  nach  «Samael  Kütif 
aftmlirb  4m  '/?,  Juli  IT.VJ,  and  i*ir  *a  IU*rl  in  den  Arn««  Ja 
litnnrt  II  llcraattlli    \\  .«brrnd  ar  im  To.lc.Umpfr  l*c  I 
aurb  \  ..|t4ir«  aarb  liaarl,  und  Ue.»  Ilernottlli  biltre.  iba 
(•aalboiV    *u   br«arbra     lltaarr  rnuiblla  ibm  *«•  d<rm 
MaaprHnis,  and  •rifim  »#biilk*b«*ii  Wuaacbr,    *ii  b  aarb  t»«t 
\  altairrt  ta  »rr»öbnrn;   abrt  \  ollaira  rnt»rboldifftc  sieb  m  l 
ariaar  arb«4rbrn  (•«••uiMtbait .   oad  »Uli  drn  Yt(rJ  io  becUurr-* 
dra  rf  dnrrb  artora  Dorlar  Akaki4   tUapartai»  fr«b*r  1»  «V« 
Tadlrabanm  tr«rbUffr».   It**a  dar  ffiiiiff«  Maaa  mU  A*l«**rt  amf 
di*  Iviaiadaaf  tot  \  rr  ««ibnaag  riitrn  •«ritaa  fujfaa.  £r  (4  ad  mkm 
l»rb  In  aelaam  t.?a*lbafa  ain  tlildntaa  %na  MauuartnU  »H  Jr» 

1*  K>»b«  mal  fonaa .  q«  il  4  ar«  maaarcr . 
!>•>«  kr»1  «a  ajoaamral  oa  a4  K»»ir«  »c  (oade . 
Hob  aort  ral  da  airr  U  b^urr  da  moadr. 
I*e  lai  |»Uirr  al  dr  t  ac  latret ; 

w riebe  af  ibm  «rlb«l  ia  dea  £ritaa  thrrt  I  rruu  U<h*fl  1a  d*r«<  *- 
Zwr^ir  fo*rbnrbr»  b*!tr   Ihr««  \  *tmm  »et  dfica  iba  jrUt  a»a1 


Pirna  Mo*r*a  »ral  h  |u«f.  Hu'aa  I« 
aa  •  r»l  |»oii,|  ilrmn.ti 
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Par  moi,  dit-il,  le  raonde  est  applati.... 
Kien  n'est  plus  plat,  tout  le  monde  l'avoue. 

Dieses  so  von  V  ol  tai  re  boshaft  besudelte  Bildnis»  soll  noch  jetzt 
auf  der  Basler  Bibliothek  aufbewahrt  werden. 


» 


Ueber  Eulers  ungemein  grosse  Thätigkeit  äussert  Herr  R. 
Wolf  in  den  Mittheilungen  der  naturforschenden  Ge- 
sellschaft zu  Bern  (Nro.  201.  202.  S.  53.) sich  folgendennassen: 

„Wie  Euler  in  56  Jahren  (auch  rnit  aller  Hülfe,  welche  ihm 
Fuss,  Kraft,  etc.  während  seiner  17jährigen  Blindheit  mit  wah- 
rer Aufopferung  leisteten)  32  Quartbände  und  13  Octav  bände 
selbstständiger  Werke,  —  daneben  gegen  700  zum  Theil  sehr  grosse, 
mit  den  tiefsinnigsten  Speculationen  und  Rechnungen  angefüllte, 
und  alle  Theile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  ßeschla- 
geude  Abhandlungen,  welche  in  den  verschiedenen  academischen 
Sammlungen  abgedruckt  wurden,  —  und  dann  noch  eine  Menge 
erst  gegenwärtig  zur  Publicatinn  geordnete  Abhandlungen  schrei- 
ben Konnte,  so  dass  der  jüngere  Fuss  in  seiner  „Nachricht  über 
eine  Sammlung  unedirter  Handschriften  Leonhard  Eulers  und 
über  die  begonnene  Gesammtausgabe  seiner  kleineren  Schriften" 
die  Anzahl  aller  gedruckten  und  ungedruckten  Schriften  Eulers 
zu  809  Nummern  angiebt,  die  in  einer  Gesammtausgabe  in  Quart 
mindestens  2000  Druckbogen  einnehmen  würden,  ist  bereits  fast 
unbegreiflich.  Wie  aber  Euler  neben  dieser  schriftstellerischen 
Thätigkcit  noch  Zeit  fand,  als  Lehrer  und  Erzieher  zu  wirken,  — 
geographische  Arbeiten,  Nivellements  etc.  zu  beaufsichtigen,  Lot- 
terien und  Finanzurojecte  zu  prüfen,  —  Inschriften  auf  Medaillen 
auszudenken ,  —  Unterhandlungen  mit  fremden  Gelehrten  zu  füh- 
ren etc.,  und  doch  weder  eine  grosse  wissenschaftliche  Correspon- 
denz,  noch  die  Lectur  wissenschaftlicher  und  politischer  Bücher 
und  Blätter,  noch  Ciavier-  und  Schachspiel,  noch  seine  Familie 
und  namentlich  die  Leitung  einer  allabendlichen  Hausandacht  im 
Mindesten  zu  vernachlässigen,  ist  wahrhaft  erstaunenswert!» ,  und 
man  würde  es  nicht  glauben,  wenn  nicht  alle  seine  Biographien 
ttiatsiich liehe  Belege  dafür  anführten.  Und  doch  schloss  sich 
Euler  den  vielen  Besuchern,  die  oft  aus  weiter  Ferne  zuström- 
ten, nicht  ab,  und  fand  immer  Zeit  Jedem  zu  dienen,  der  sich 
mündlich  und  schriftlich  an  ihn  wandte,  —  obschon  die  Zeit  für 
ihn  so  schnell  ablief  als  für  Andere.  Mochte  Eulers  Beispiel 
Alle  beschämen,  welche  sich  immer  über  Mangel  an  Zeit  hekla- 
en,  —  namentlich  wenn  das  Anliegen  keine  goldene  Rückwand 
ietet." 


t 
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Oer  b+rübmtr  Daniel  llcrimulli  fuhr  einmal  mit  ri»#m. 
Herrn  Tränt,  Arademicirn  hot.jru»ta  dr  Pa/t«,  im  Wag***  »k»c 
dau  beide  «ich  kannten.  In  I  <»!j»<*  eine*  grlrbrten  (if»|if&rWt, 
da*  aieb  iwiacben  tbtiru  enUpann ,  fragte  Hr.  Tränt  «einen  €**■ 
fahrten.  wie  rr  bei»»e.  ..Daniel  liernoutli."  war  dm  Antwort 
Herr  Tranl  staubte  *e*irt  tu  werden,  um!  antwortet**:  ..t'nd  »rfc 
heiaae  laaak  Ncm  lou."  licrnoulli  bewie»  iKm  n«n  dnrrfc 
A<lre«»en  *on  Hn«-fen,  die  er  bei  airb  trotte  *  da»a  rr  ukM 
■eberit  habe,  nnd  nun  gab  ai^b  aurb  llrrr  Tränt  aia  llrrr  Traat 
in  erkennen. 


Drurkfr hl  rr. 


TWil  XV.  Neilr  III  (im  Inbaltmerieirhi.iaa)  Z.  I .  i.  «toi 
ke««Jar*mear'  •  m   ,.  k  u  u  r  U  e  g  meu  t  " 

I  Ka>*|  WI1  S  Z  U.  «.  u.  in  der  .Note  Matt  .^mat 

»an   ..D.(Ur«n*.  • 
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JLiterariM-lior  Bericht 


Geschichte  der  Mathematik. 

In  dem  Journal  des  Savants.  Mars.  1852.  p.  134. 
findet  man  den  ersten  Theil  einer  von  Biot  verfassten  sehr  inter- 
essanten Anzeige  des  folgenden  für  die  Geschiebte  der  Mathe- 
matik wichtigen  Werkes: 

Corretpondan ce  of Sir  Jsaac  Newton  and  Prof  es» 
sor  Cotes  etc.  C orrespondance  du  Chevalier  Jsaac 
Newton  et  du  professeur  Cotes,  avec  des  lettres  de 
plusieurs  autres  personnages  eroinents;  le  tont 
imprime  pour  la  preiuiere  fois,  d'apres  les  ori- 
ginaux  conserves  dans  la  bibliotheque  du  Col- 
lege de  la  Trinite  ä  Cambridge.  Plus  un  appendice, 
contenant  dautres  lettres  et  divers  Berits  de  Piewton, 
aecompagne  de  notes  qui  presentent  le  tahleau  de  sa 
vie  scientifique  et  un  grand  nombres  de  details  bio- 
graphiques.  Public*  par  J.  Eddieston,  M.  A.,  fellow  du 
College  de  la  Trinite,  avec  les  fonds  libäralement  ac- 
cordCs  par  l'admi  nis  tration  du  meme  College.  1  vo« 
lume  in  8°  de  316  pages,  ornö  d'un  beau  portrait  de 
ISewtoo.   Cambridge.  1850. 

Dies  ist  nämlich  die  franzosische  Uebersetzung  des  Titels, 
die  ich  für  jetzt  nur  mittheilen  kann.  G. 


Geometrie. 

Theodosii   Tripolitae  SphaericorunT  libros  tres 
Ernestus  JNizze  recognovit,  latine  redditos  emenda- 
vit,    commentariis  instruxit,    appendieibus  etindice 
auxit.    Cum   quattuor  tabulis  lap.  incisis.  Berolini 
1852.   (Georg  Reimer.).  8. 

Die  Sphaerica  des Theodosius  von  Tripolis  sind  jeden- 
falls  eines  der  schönsten  Ueberbleibsel  des  griechischen^  Alter- 
Band  XIX.  74 


ibeet*,   und  Ibr  MtedUiu  Ut  luv  einen  Jede«,  ncf  *ore  loV  uU 
»yntbefU« he  Geometrie  IntrreMirt,  eU  »ehr  geeigneten  IltdU  mogln« 
inr  l'obung  in  der  feineren  Ctcu-metrie  Oberhaupt.    W  ir  babee  m  ■* 
dnber  Aber  die   vorliegende  neue  Aeogabe  dieueo  grie 
Geoaactera  arbr  gefreuet,   und  der  uebon  durch  andere 
Arbeiten,  ieobenoudere  durch  «eine  IVlin^rijuci:  der  3cu*il 
dro  Arcblmedc»  i>tr.iUut»d.  ltÜ4.  4  ),  rerdirnte  M«  rr  Mruu», 
bat  noch  d«*rch  die»*  Ar  Ii«*  4  rm  nrueo  \  »  t  dienet  um  doo  Sli 
der  €ir»irii*»tfbs  te  der  ntr  engen  Wrfcae  drr  yrle«  hi«cbrfi 
Über  erworben.    Wie  »d»*n  der  fftrl  erhalten 
bier  den  griecbUcfce«  Teil,  eine  Uteia«»rhr  Icber-cUnor , 
(  iimriH  uIjii  ,  und  eine«  Aj«|»rt».ln.  welcher  die  L'rbncnennft  Wkr: 
Appendik.  AddiUmrnU  f  oiii|4erten*  tum  ArnbU  iotegra.  tmm  r» 
ifnh'irum  »elf« tu.  Au*<Mt  dmi  i»t  nn  IrnU'i  verhör  um 
welcber  die  in  drmNrrb»1  *  '»f LnmcneiMlrii  f I Ufbiorbe 

mitihreu  lledruluiitfri.  ir.  Uln  \,n  S,.f*<  l,c  enthalt. 

dr*  Werl,  in  drr  r..pra<hr  jr.Jn.UlU  orhr  au  erleicfctere  g< 
uil.    Die  ftJffrtidrn  .\u»(i«lH*n  »ind  <l'*i*  Herrn  IJrfo« 

benufft  Horilrn  :  c.d.  |»nn«'    J<».  pro**.  l'orUtto.  I33H,  4-  — 
Joeepbi  Huntis.  Oioe.  1707.  &  —  .Sphorrkae  dort  rinn*  pri 
ne»  gr   et  Ut.  i.unr  (»nmum  rditoe  per  ('nur.  l>a»Ypodi«m  .4 
toc.lL  15T1  8  -  The.idu«n  de  npluericU  Iibrt  Ire*,  n  Ju.  \ 
Iben  rertiluti  rtr.  Yiennoe.  J52Q.  4.  —  Theod«»  Ut.  p.  r'.  kW 
lyct.it!    Mea«enae.  liXVv,       —  Wie  von  dem  v**rhHrn  Herrn  Uee 
nu»«rher  «an  b#trlli«  b  nnficrthctlt  worden  Ut.  eo  tmJ«*o  u»r4  on 

der  Ueibc  einen      hu1i»r«Kramn  n  Htur  l,*»!  t.m  Jahr*  1*47 

rerfnnut  tue  A.  ,\..Lk.  det.  UeU.Men  Mr.  inert*.  2WI 

wriaufiKrn ,  einige  \  r>r«i  hLf  r  tu  Trtlr«-mdrr  utigru  ,  die  IM  ?hm 
dc«l  gr.»»i»ririi  TbriJr  HArh  «chon   M»KC«  i'fidrt  *  «<r»1re  OUld.  ob** 

d*r«e  Nrt>nfl  ru  Litinm.  weiche  auch  außerdem  noeb  emt«V  hj*-n«- 
«•«•rltie  \  ot«ckl.is**  *u  Tr *tr»4JMlr#iiii«.'rn  rntti  »l(r«  »n||.  Wir  «i» 
■ctk^A  r<^bt  A^tii  i  »Ij»*  i1ir*c      u<*  Au^tf  il»'*  rtner  der  l*c* t r • 
dem  rrircbiM  brn  Altrrlbnme  uns  ««i>r»tt  r rhh#l>»»nrt*  co4>e<ri»ravnn 
.Vbnflrh  die  verdient«   Ilctrhtur>i4   bndr«»   iuT»««*-    I  inc  ti#«t«nAe 
UeWmoUut.«  dr.  1  beo.lo.iu.  b^(  drr  Herr  Vf  nebon  fr  über  «o~ 
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Aulronomlf. 

Wunder  den  Hintnrle  «der  leMelnfa^ftlicbe  Dnr 
■  lellnng  den  W'eltsy ntenin.  V  nn  J.  J  t.  I.ittro«.  %  irrte 
Anfinge.    Nncb  de«  neneatrn  Znstnnde  der  Wi»«en 
ncbiü  bearbeitet  ton  t  *rl  i.  I.ittrnw,    Dirnctor  der  b 
b   MternMnrtr  in  Wien     F.rnte  nnd  tneite  Lieferung 
fttettgnrt.  Hoffmenn.    |)no  gnme  nn«  oorbo  Lieferun- 
gen beotebendn  Werb  krotet      t  Tblr 

Dur  Werte  diene*  jetrt  In  einer  «irrten  Anlog*  er»<b*«M^ 
dm  Werk*  i»t  olSirmrin  nnerbannt ,  nnd  wie  gro**  An  \  «rWro» 
tung  Ul .  wlrfco  d***elbe  mit  Hecbl  gefuedm  bot.  beneUee  orten) 
<*  t* «j*t hulieo  AuAjr«'"  j^nucne.    In  drr  Tuet  bot  dorne«  W  er% 

kr<o   ^Mirfr«  Wrcb.   nun  mrirbrM  jette?  t ieb»Mrle  »nb  r«tr  oo> 
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vollständige  Kenntnis  der  gesammten  Astronomie,  so  weit  dies 
mit  nur  ganz  elementaren  mathematischen  Kenntnissen,  die  sich 
fast  bloss  auf  die  bekanntesten  Sätze  der  Elementar -Geometrie 
und  die  einfachsten  trigonometrischen  Begriffe,  die  übrigens  in 
dem  Werke  selbst  auch  grössteutheils  erläutert  werden ,  erstre- 
cken, möglich  ist,  verschaffen  könnte,  wie  aus  diesem  Werke. 


des  Himmels,  wie  so  viele  andere  W  erke  dieser  Art,  sondern 
die  Kenntniss,  welche  aus  diesem  Werke  geschöpft  wird,  darf 
wirklich,  iu  dem  Maasse,  wie  die  vorausgesetzten  mathematischen 
Kenntnisse  gestatten,  mit  allem  Rechte  als  eine  wissen- 
schaftliche bezeichnet  werden;  der  Leser  wird  durch  dasselbe 
auch  in  die  wichtigsten  astronomischen  Beobachtuogsmethoden, 
mit  Rucksicht  auf  die  dazu  erforderlichen  Instrumente,  eingeführt, 
und  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  von  dem  Wege,  auf  welchem 
der  Astronom  zu  seinen  Resultaten  gelangt,  sich  ein  höchst  an- 
schauliches Bild  zu  entwerfen-  Wir  verweisen  in  dieser  Bezie- 
hung z.  B.  auf  das  dritte  Kapitel  über  die  jährliche  Bewegung 
der  Sonne,  wo,  nach  Erläuterung  der  Einrichtung  und  des  Ge- 
brauchs des  Quadranten  zum  Höhenmessen,  die  Bestimmung  der 
Polhohe  des  Beobachtungsorts  durch  Beobachtungen,  der  Dectination 
der  Gestirne,  der  Schiere  der  Ekliptik,  der  Nachtgleichepunkte,  Ober- 
haupt die  Bestimmungder  ganzen  Lage  der  Ekliptik  gegen  den  Aequator 
in  so  vollständiger  nndso  ungemein  deutlicher  Weise  gelehrt, dann  fer- 
ner auch  die  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  mit  den  Röthigen 
historischen  Beziehungen  besprochen  wird,  dass  über  alle  diese 
Punkte  dem  Leser  nichts  zu  wünschen  übrig  bleiben  kann.  In 
gleich  ausgezeichneter  Weise  sind  aber  alle  übrigen  Partieen  des 
Werks  bearbeitet,  und,  so  wie  für  jeden  Gebildeten,  halten  wir 
dasselbe  daher  selbst  auch  für  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  höhereu  Unterrichtsaustalten ,  die  öfters  der  Astronomie  ein 
ins  Einzelne  gehendes  streng  mathematisches  Studium  zu  widmen 
nicht  haben  Zeit  gewinnen  können,  gegenwärtig  für  eins  der  ge- 
eignetsten Werke,  mit  dessen  Hülfe  dieselben  die  erwähnte  Lücke 
in  ihrem  Wissen  wenigstens  in  so  weit  vollständig  ausfüllen  kön- 
nen, als  es  der  Zweck  des  Unterrichts  in  der  Astronomie  und  ma- 
thematischen Geographie  an  diesen  Unterrichtsaustalten  erfordert. 

Nachdem  wir  so  über  den  Charakter  des  Werkes  im  Allge- 
meinen berichtet  haben,  müssen  wir  noch  einige  Worte  über  die 
Verdienste  sagen,  welche  sich  der  jetzige  Herausgeher  des  Werks, 
der  verdiente  Sohn  des  leider  zu  früh  verstorbenen  J.  J.  v.  Littrow, 
um  die  vorliegende  vierte  Ausgabe  erworben  hat.  Diese  Ver- 
dienste bestehen  hauptsächlich  und  zunächst  darin,  dass  alle 
neuen  Entdeckungen,  mit  denen  seit  dem  Erscheinen  der  früheren 
Ausgaben  die  Astronomie  in  materieller  Rücksicht  bereichert  wor- 
den ist»  nachgetragen  und  die  numerischen  Angaben,  in  denen 
das  Werk  gleichfalls  grosse  Vollständigkeit  darbietet,  nach  neue- 
ren Bestimmungen  vielfach  berichtigt  und  ergänzt  worden  sind. 
Jedoch  ist  dies  keineswegs  das  einzige  Verdienst,  welches  Herr 
Carl  v.  Littrow  sich  nm  die  neue  Ausgabe  erworben  bat.  Viel- 
mehr haben  neuere  Beobachtungsmethoden ,  neue  Beweise  für  die 
Richtigkeit  der  Erklärungen  verschiedener  Erscheinungen  überall, 
wo  es  erforderlich  war,  gehörige  Berücksichtigung  gefunden.  Um 
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die«  darruthun,  können  wir  Hin  Lraer  auf  kein  beeeere«  f\+i*f*1 

biuweiaetl,    aU  uf  die  lo  6.  36.  Ü.  55,  bin  Ü.M.  crtfrl»*i*e  gnVrmat 
antfrbaulirb«  Daretellung  der  neueren   t'ou  c  au  It  «rfceu  PenaNe4 
»rbe  um  Bewein«  der  Air»d»rhn i*  <l<<  Kfd«,  ms 


ErUuteruuf  der  Art  und  Wnar.   »io  .1,,  *.»  Yeraurb«  am 
aaiuetetlea  eind.    Jeder  |*eacr  wird  «ich  durch  die  Dural«  *  Je«  j 
dieecr  *  creuebe  gewia«   nelif   angelegen   und  bt-friealgt  lublra 
Dieece  Beiepirl  enll  nur  duu  dienen ,  die  Leeer  darauf 
Mm  tu  n»  U.  ,|  i^*  io  .Ii.  »rr  nenen  Auagabe  alle«  ? 

•eil  den  fnih.f(  l,  AutRal'"  1er  WianewechaR  lieb 

macht  bat,  ...r,t ,!,,..(  Im-mh  L  «i  cht  igt  «nfden  tat. 

M«""jr  da«  Werk  aulL  m  armer  neaen  Ceelalt  *ur  Immer 
lerem  Verbreitung  einet  gründlichen  KennteUa  der  herrliche«  W«v 
een*<halt,  welcher  ee  gewidmet  Ut ,  beitragen!  Dem  Lrechttneu 
der  folgenden  Liderungen  aeben  wir  mit  \  erlangen  entgegen, 
aelben  eofrieirh,  «renn  eie  In  unaere  Hand«  gelangt 
Lilererieeben  Berichte  enicigen. 


Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  tu  U  Jen.    Nach  dem 
Befehl  deiner  k.  k.  apo-to  I  lache  n  MajeeUt  auf  üffVnl 
liebe  Koaten  berauegege  ben  ron  Carl  t.  Littr«w,  Di- 
rector  der  Sternwarte  u.  a.  w.    Dritter  Folge  Zweiter 
Band.    Wien.   Gedruckt  bei  Pommer.    \HSL  K 

Wir  freuen  una  «ehr,  aebou  jetit  den  fdr  Aalron onaie  «ick 
latereeeirewdm  l^eeern  dea  Archive  daa  Krache  mm  d*eaea  iai 
Handn«  der  dritten   Folge  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte 
Wien   enicigen  tu  können,    weil  wir  auf  das  l'.rn 
lUadee  ecken  im  Liter.  Ber  Nr  LXXII.  S.W|.  auf« 
tcu     Diraer  Baad  enthalt  nämlich  die  I  nrteeUuag  den  au»  Arge 
laader  •   /onenhenbnehtungen  abgeleiteten  Nterneatalof  e .  ikw 
deaaen  Krit»(*heng .  Zweck  und  groaae  \  erdienatlir  hkeit  «w  wbn 
a-  a.  U.  berirbtet  haben,    weebelb  wir 
dürfet,  den  Lcaern  den  Archita  di 


VermUohle  Molirlft«  n 

Atta  un  ga  berichte  der  bi  aia  erl  iebe  •  Akademie  wer 
Wl aae nac haften  au  Wien.    (Ä.  1, itarar.  Ber.  Nr.  LWli 

Jahrgang  l*Vi.    Mit  Band    !.  Heft.  Ji.  51  Haid.« 
ger,     Nete   Oker  die   lii«btnngen  der  Neb«* »ns««ge«   dea  L«*h4 
atbera  in  geradlinig  polan«trtrn«  Litbte         V        knirk  Ib 
rwbt  «Lac  M»IImp  Akkaadruag    ..Die  d«T|>elir  IWbemg  W 
da«*«  akklngige  |V*Ler>**t»«n  dra  Lichte«  im  n»e*a«  kl«  ben  Auge  ■ 
S  Vi.  Doppler     Weitere  MittbeaWnge« .  mne*  Tbewrte  «Sa« 
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Haidinger:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Körperfarben,  oder 
des  farbig  durchgelassenen,  und  der  öberflächeoiarben ,  oder  des 
farbig  zurückgeworfenen  Lichtes  gewisser  Körner.  —  S.  134. 
Petzval:  lieber  ein  allgemeines  Princip  der  Ündnlationslehre: 
Gesetz  der  Erhaltung  der\Schwingungsdauer. 

Jahrgang  1852.  VIII.  Band.  2  Heft.  S.  165.  Pohl: 
Nachtrag  zur  thermo-araometrischen  Bierprobe.  —  S.  170.  Stein- 
heil: Rectification  des  Gehaltmessers  der  optischen  Bierprobe. — 
S.  176.  Doppler:  Ein  weiterer  Beitrag  zur  Bestimmung  der  mag- 
netischen Declination,  aus  einer  der  absichtlich  angestellten  Be- 
obachtungen vorausgegangenen  Zeitperiode. —  S.241.  Schriitter: 
Bemerkungen  zu  Jacquelain's  Aequivalentenhestimraung  des  Phos- 
phors. —  Vorläufige  Mittheilungen  über  das  Phosphoroxyd.  — 
S.  246.  Haidinger:  Farbenringe  durch  Anhauchen  auf  frischen 
Theilungsflächen  des  Glimmers.  —  8.275.  Pohl  und  Schabus: 
Tafeln  zur  Reduction  der  in  Millimetern  abgelesenen  Barometer- 
stände  auf  die  Nornialtempcratur  von  0°  Celsius.  —  Diese,  Be- 
obachtern des  Barometers,  welche  die,  viele  Zeit  raubenden  Re- 
duetionen  der  abgelesenen  Barometerstände  möglichst  abkürzen 
wollen,  nebst  ihrer  lehrreichen  Einleitung,  sehr  zu  empfehlenden 
Reductionstafeln  sind  auch  in  einem  besonderen  Abdrucke  er- 
schienen und  zu  habeo. 

Jahr^angl852.  VUI.Band.  3  Heft.S.33l.  Pohl  u.Scba- 
bus:  Tatein  zur  Vergleichung  und  Reduction  der  in  verschiede- 
nen Längenmaassen  abgelesenen  Barometerstände.  (Auch  diese 
Tafeln  sind  in  besonderen  Abdrücken  zuhaben.).—  S.  413.  Kreil: 
Ueber  den  Einfluss  des  Mondes  auf  die  horizontale  Componente 
der  magnetischen  Er d kraß.  —  S.  417.  Schaub:  Beobachtungen 
des  Encke  sehen  Cometen  an  der  internistischen  Sternwarte  in 
Triest.  —  S.  422.  Spitzer:  Note  über  Gleichungen.  —  S.  442. 
A.V.Ettingshausen:  Bericht  über  zwei  Abhandlungen  The  od. 
Sc  hon  em  ann's :  l.  Ueber  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Wurzeln  irreducibler  Gleichungen  Statt  finden,  insbesondere 
wenn  der  Grad  derselben  eine  Primzahl  ist.  2.  Von  der  EmpGnd- 
Kchkeit  der  Brückenwagen  und  der  einfachen  und  zusammenge- 
setzten Hebel -Ketten -Systeme.  S.  445.  Pohl:  Beobachtungen 
während  der  Sonnenfinsterniss  am  28.  Juli  1851.—  S.  457.  Dopp- 
ler: Ein  Beitrag  zur  genaueren  Ermittelung  des  Reibungs-Cocni- 
ctenten  zwischen  Eisen  uud  Erde  unter  verschiedenen  Umständen. 

Besonders  abgedruckt  ist  auch  erschienen: 

Karl  Gritsch:  Kalender  der  Flora  des  Horizontes  von  Prag. 
Entworfen  nach  zehnjährigen  Vegetations-Beobachtungen. 


Necrolog, 
Leopold  Carl  Schulz  von  Strasznltzkl. 

Meine  ursprünglich  an  Herrn  Director  von  Littrow  in  Wien 
gerichtete  Bitte,  mir  einen  Necrolog  des  leider  zu  frühe  den  Wis- 


arnnrhaflrn  *titri»«rr>ra  Ifrfllit  li*«n  NcbnIl  f  OO  8l  mu  inifla  k 
i\rtn  auch   »la*   Archiv  eitm*  tlaitrage  tetdanLt ,    MM  Ter** 
bei.  »abrorbeiolicb  auf  Herrn  t  ob  Li  I  Crotta  \  eranlaaauni 
Simom  Hpllaer  in  Witi  an  erfülle«  die  Gate  fr****<.  •*J 
elogeaandten  Neerolot,  da«  leb 
Zeilen  begleitet: 


»«leb  i'ffurtf .    tla*o  den  Wuft*rh  hatten , 

ton  Heia   Irider  oo  früh  rerrtiiften  l'reSeoeor  Scbula  «•«  Ntr" 
nrUki  an  beben   leb,  ocin  ebemaJiger  Aooialent.  war  in  d*-r 
mir  eia*  in  tororbaaTen,  ton  er  inen  Swboeii,  nnd  bto  o»  frei.  d*r 
»clba)  an  beliebiger  ll»Mi!/»n*g  tu  flberaeaden.  fr'reilirb  eMruilt 
•rllir  wenig  ton  aeinem  Wirken  ala  Meearb.    ur><!  ala 

■>*n'i  r»  **  "Ol  an»  ri"<  ii»i«*it,  iiriin«  m  um  r rtr»rM  nn-i 

Htrefcen  aar  nw  befriedigt,    nenn   er  rngtflrklirben 
**rnn  et  Ar  am«  tratet  et  0  tat ,   wnoo  er  (teHengte  aufgerichtet  fektf 
Kr  war  drr  r  rruml  und  W<»hlthater  aeioot  aohlreicbeo  ü 
dir  arntrn  luftm  an  ihm  »inen  ««tr^mden  liebet ollen  \  jfer.  W 


Wien,  na  15.  September  1851 

A' taten  SpHirr, 
il  der  EleiTirnlÄT •  nnd  böboreu 
fc.  k.  poh 


Leopold   Tnrl  ttrbula    von  ftlroaanilaki 
31.  Mira  in  Krakau  geboren,  braxblo  eeino  er«te  fiif  rod r tat 

in  UoJiaieo,  ibetla  in  /Joeavtv.  tbrila  in  Mr>  an.  kaaa  i»  raaini 
Alter  t»u  V  Jahren  »ach  \\  leo.  trat  ioo  t^moeoiu».  Ikmta  fco  der 


(•>aaava««oM'laaee  »prarh  er  dem  Profeoeor,  d< 
irr  nn»  die  Wabl  ibrno  kAnftigeo  llerofeo  befragte. 
Arm  LoUcbuiao  auo .   er  wollr  aarh  an  uarbta  ariderem,  ob 

tu^tbelu.)  t<»«  hao   LrluAtolo  tteodeo.  Nf*Mi*  |i  hit  !•<»■,■  h  i«i  K»r>  .Stuil»«* 

ai»^dvarto  er  anl  Aeaaeübunog,  beoecbte  tvtaogtwb  dto  \oW 
Hrrron  l'rulrao-ren  ».  Li  Uro««.  t.  liaoaif  irtiar, 
v.  Ktliugabauaeu  nnd  Km.biw.    In  derorlbeu  &e«i  linao  «r 
ewb  uorb  in  dir  I  uilegtre  Aber  praktiarbr  (•eoteetiir  ood  §»jul«n*t 
•  r>t  j>  >l\ i  #<bai*rbro  |o*litoto,  doon  Ab«*r  \  rronoflrrrbl  ood  H4a>Ti 


oaik  nn  der  jondtocbm  r  aroil<al  eioarbrrtben.  Ala  .lt»brafnr  Jc«| 
lioff  «ard  er  an«  Ad^onden  fdr  dn>  l^-br^effenoHode  der  M^tW 
anntik  ond  l'b>*«k  brt  doo  llrrroo  l'r»J.»»»*rrn  t  llaoaicarloor 
(jolaif  rm  «alrrrrirbwrben  r"inaoa  -  nod  llao«Moaaiotatof  >  ood  Jenko 
boololll  ,    ood  tri(  in  dro  $ «toilro  Ablbnbtoeoti   dro«e  W 
>r  ha/tra  orlbal  » .Narb  aaebrotoo  (  oorur«  lferdluoa;r«it  d*r 
anr  «uAIro  /«fr.rdrobr.i  drr  IW  < 


r<  am* 

aaa  k    k.  L^tooaa  in  l^iborb  rmnoot  ao  «rrdro     M>ov  gab  ev 
^«tilrtu  j  j«*r['ii>)>  iÜKi4  \  wrlroam^rn  Uber  b«Wre  H*tk<-  ^at»4 
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fanden.  Die  Landwirthschaftsgesellschaft  für  das  Herzogth.  Krain 
erwählte  ihn  zu  ihrem  Mitgliedc,  und  später  zu  ihrem  Secretair. 
Im  Jahre  1832  reiste  er  zur  Versammlung  der  Naturforscher  und 
Aerzte  nach  Wien.  Zwei  Jahre  später  ward  er  zum  Professor 
der  Elementar-Mathematik  und  praktischen  Geometrie  an  die  Fran- 
zens-Universität  zu  Lemberg  befördert,  allwo  er  das  philosophi- 
sche Doctorat  ablegte,  und  das  Jahr  darauf  (Jas  philosophische 
Decanat  versah.  Seine  dortige  Wirksamkeit  dauerte  nur  4  Jahre, 
im  Jahre  1838  ward  er  als  Professor  der  Elemeutar-  Mathematik 
an  das  polytechnische  Institut  nach  Wien  versetzt.  Im  Schuljahre 
184%3  trug  er  zum  ersten  Male  höhere  Mathematik  an  dieser 
Lehranstalt  vor,  und  dann  abwechselnd  ein  Jahr  Elementar-,  das 
andere  Jahr  höhere  Mathematik.  Nebstdera  gab  er  an  Sonn-  und 
Feiertagen  Vorlesungen  Ober  Arithmetik  und  Algebra  fär  Schul- 
lehrer und  Handwerker,  dann  auch  über  den  Gebrauch  des  engli- 
schen Rechenschiebers,  musste  dieselben  jedoch  seioer. fortwäh- 
renden Kränklichkeit  wegen  in  den  letzten  Jahren  aussetzen.  Län- 
gere Zeit  war  er  Mitglied  des  Österreich.  Gewerb  Vereins.  Im 
April  1848  ward  er  von  Seiten  des  polytechnischen  Instituts  zum 
Vorparlamente  nach  Frankfurt  a.  M.  gesendet,  besuchte  dann  in 
Heidelberg  den  von  ihm  hochverehrten  Geheimrath  Professor 
Schlosser,  und  machte  Heine  Rückreise  in  Gesellschaft  mehre- 
rer anderer  Wiener  Abgeordneten  über  Cöln,  Hannover  und  Ber- 
lin. Im  Mai  1848  wählten  ihn  seine  Wiener  Mitbürger  (von  der 
Vorstadt  Wieden)  in  den  neu  geschaffenen  Geraeindeausschuss, 
in  welchem  er  vorzüglich  zur  Verbesseruns;  der  Lage  der  Gassen- 
lehrer  (sogenannten  Schulgehülfen)  beitrug.  Im  Studienjahre  18*%^ 
begann  er  Vorlesungen  über  populäre  Astronomie,  sah  sich  aber 
bald  seiner  Gesundheit  wegen  genöthigt,  die  zwei  wöchentlichen 
Stunden  auf  Eine  zu  reduciren,  und  endlich  diese  Vorträge  ganz 
aufzugeben.  Die  auffallende  Abnahme  seiner  Körperkräfte  wurde 
von  den  Aerzten  nur  als  Folge  seiner  übergrossen  Anstrengung 
dargestellt,  und  ihm  der  Curort  Gastein  angerathen.  Das  dortige 
Bad  wirkte  Air  einige  Zeit  günstig  auf  seine  Gesundheit,  nach 
einigen  Monaten  stellte  sich  jedoch  seine  frühere  Schwäche  wie- 
der ein.  Zur  neuen  Organisirung  der  Gymnasien  und  Realschulen 
ward  er  vom  hohen  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  vielfach 
zu  Rathc  gezogen ,  und  im  Februar  1851  zum  Commissär  für  Ma- 
thematik bei  den  Gymnasial-Lebramts-Prüfungen  ernannt,  welches 
Amt  er  bis  wenige  Monate  vor  seinem  Tode  versah.  Im  Frühling 
1831  besserte  sich  sein  Gesundheitszustand  allmälig,  so  dass  er 
sich  stark  genug  fühlte,  der  Sendung  des  Unterrichts-Ministeriums 
zur  Welt-lndustrie-Ausstellung  nach  London  nachzukommen.  Er 
machte  sich  dort  noch  ausserdem  mit  der  Einrichtung  der  verschie- 
denen Lehr-  und  Bildungsanstalten  bekannt,  vor  allem  interessir- 
ten  ihn  die  Adult-Schools  (Schulen  für  Erwachsene,  die  bereits 
in  einer  praktischen  Thatigkeit  stehend,  das,  was  ihnen  an  Theo- 
rie abgeht,  auf  diese  Weise  nachzuholen  streben).  Reinahe  alle 
diese  Anstalten  werden  in  England  durch  Private  (Gesellschaften) 
unterhalten;  es  lag  daher  auch  in  seiner  Absicht,  unsere  Bürger- 
schaft und  vorzüglich  die  Wiens  durch  eine  Broschüre  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  und  einen  ähnlichen  Geist  in  ihnen  zu  er- 
wecken. Auf  der  Rückreise  hielt  er  sich  einige  Tage  in  Paris  auf, 
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berührte  einietnr  druUrhe  Städte,  und  war  in  Gotha  wieder  bei 
der  \  er*amnilung  der  Naturforscher  jEuiregru.  Im  Scptrmlarr  tfftl 
gelaust*  er  nach  Wien  auHark.  In  Mari  d  J.  wurde  er  %oo  fW« 
anagr  zeichneten  Wiener  Ante  ton  drr  daaigen  Hochacbure  a»t« 
Genaueste  unterem  ht,  wnd  dieser  apra«  h  «chon  damals  dir  Ii  i 
nungaloaiffkrit  »rinra  Zustande«  au».  Ifurrb  eine  /nrcki»i*Mft 
l*iM  und  vollkommene  Schonung  bllrb  rr  «o  %iel  ala  möglich  *-a 
J,etdrn  ternchont.  eo  dam«  rr  arllmt  noch  fortwährend  h«.fi«-.  «ax4 
•ich  Alle»  >on  drr  W  irkung  de«  YuaUrjcf  Bade«  terenracb  I>«*h 
narb  II  Tagen  .  dir  rr  durl  zubrachte.  Mar  rr  rinc  l«etrbe.  S r>« > 


Krankheit  bestand  in  riner  Entartung  der  Nieren .    dir  m  il 
abnormen  Functionen  den  H.irn  tortw ehrend  mit  Kiwruui  »«h*w 
irrten,  allm  Organen  ihre  Kraft  brnabmrn .  und  mlrUt  ein 
gen  t IrüVm  hn  bnfuhrtro.  Kr  «t«rh  am  9.  Juni  1*32  an  rmw 
«noch  in  \  ••*l«u .  um  dir  «cchtfe  Stunde  de«  NathmitUga 
teilten  \V«»rtr.  heilaubg  um  1 1  (  hr  \  .*.M.  waren,  auerat  letar,  «L«*e 
abrr    auf    Befragung     «rrnrhmlieh ,     mit    Anatrmgung .  j^d«cb 
mit    HroVutrnhcit     geatiro«  hm  :         Allr    guten  Griater 
Gott  den  Herrn.--  Am  darauf  folgenden  Freitag«  war  daa  I. 


begangaiaa,  au  drm  nngrarhtrt  drr  groaaen  I  utfernung  »on 4 

|»o)\teebnuirb 


Irn.  der  llirertor  und  allr  l'rofeaaorcn  dr«  j»«K  Irebniar  hco  Ii 
tr«,    dann  rine    «rbr  «ahlrnrhr  Anaabi  tnm  Studircndrn  feu 
kamrn,  wrl«br  letzteren  den  Karg  trugen  und  ihn  in*  Grab  baaab 
•enkten     Dir  Thrtlnahroe  war  gro*a  und  allgemein  für  den 


Seio«  Werke  in  cWouoJogtecber  Ordnung  waren  folgende 

1)  IIa«  geradlinige  Dreieck  und  die  dreiaritige  P> ram.de,  n« 

llrubner  I*.'? 

2)  Elemente  der  rrinrn  Mathematik   für  dm  akademische«  Gc- 

brauch  I.  Tbl    Algebra.  W  irn .  Ilrubnrr  1*11 

3)  Klraarnt«  drr  rrinrn  Mathrmatik  für  den  akademiacbe*  Ge 

brauch  1   1hl.  Gronirtrlr,  Wie«.  Meuburr  |*il 

4)  Neu-  Mcihu.l#  «ur  A »»Hindun«  rrrllrr  W  uttel« 

n».  her  Gleichungen.  Wien.  Ilrubnrr  l*4i 

5)  Anleitung  tum  Grhraurhr  dca  englische« 

Wie«.  |,«>hrraaort  1*41 
»3)    Handbuch  drr   brsoadrrn    und   allgemra«*«    Arithmetik  (ij 

Pr.kl.krr.  Wim.  Gerold  1*41.    2.  Aua  1*4* 
?)    Handbuch  der  Geometrir  für  Praktiker.  Wim.  «irrsW  IW3Ü 
H)    Drr   matbeiaatiarh  a»tr»nnmt»<  be   Thril    an  Galettl'a  WWi 

kuodr  (II)    Aul  ).  Prath  bei  Hartl.brn.  «ach 

abgrdrurkt  (|*r»lh  1*4?./ 
V)    Grnndlrhrm  drr  A-ahain.  .rrfaaml  m  Laibacb  im  Jahre  I 

litk-^raphot  1*4-1.  m  Irrurk  grUgt  l*jü  bn  Gce«4d 
1(1)    AuXaogagrunde  drr  Geonirfric   *«a   drr  Anschauung  begr%§* 

mla>ig   abgrlntrl ,    im  Auftrage  dea  I  ntrrtw  b 


tuim»  fftr  dir  I  Gr«rar*att<  aJ<  I  *a»e  aua^eaibeitrt  .  War«. 
Gerold  Ittl. 
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!■  <Ur  ISecktracbt*  Bttrbhv>.!!tii>*  (W.  Hrcker)  \n  \V#«r1 
Ut  m  «bea  •racbwroan  und  in  alle»  Bucbbandlunnco  f u  Haben : 

Sammln  im 

trigonometrischer  AuJ  gaben. 

H'llli  CaAlIf  nlmmi», 

R«d«r  J«r  R«aUrb*lr  U  MiMtn-la*  av  J.  II. 
Erat*  Abtbeilung :    Kein  ma(brmati»rh»  Aufgab*» 
Mit  Jin-Tif.    «r  H.    brocb.    Pr«U  I.",  N«r 

Di* 

Elemente  Her  Mathematik. 

Ein  LriiLii«n  far  dco  matbematiatba«  DuterrtcbC  w>  Gynuiw 

und  KralwcbuU'ti. 

Vmj 

\V  €;nllrnl4niti|i. 

Mit        T»f.    *r  ho.   |>rei>  P/t  TbW. 

In  .M^»rkbf,Hrn»  VrrUtr  Ut  rr^hirnr«  UMi  rmplVU^  -« 
urn  iirrr«  n  i.rurrrii  *ur  r.iniuiirunst  m.~»<  duicii  bui  u«ar  n  ninji:-  Diir 

C  Atlant». 

Geometrische  Aufgaben 

mit  bcmondrrrr  RucUirhi 

auf 

geometrische  ConMni<  tion. 

Mit    II  Kdnfr, Ufrin 

gr.  H".   gab.  Prn«:  J  1  blr  udrr  5  fl   15  kr  rbatal 

Winicrtbur.  Meiner'»« br  tiurbb«»«!!»»*- 

Der  l'urticprri»  für  Hrhülcr  wird  um  «*in  Brd«*u 
Irndrt  pro  Kicmplar  berabprftclil,  »o  wie  im  KaJI  drr 
Kiofuhniii^  uiiprwühnlirhr  \  orlbiüe  pebotra  »trdrtt. 

In  aII<*m  liu'  b b i ad I VA (afl  l%t  ÄU  bab^a  • 

A.  l*+t+y  (Pimtvf  an  daf  Nrrundir     an«!  rr*(ro  llilrtararbalr  mi 
l»***"^**  1*  and  Ifitftaaaaapt^vta  twi  daf 

Lo^irithmotei'hiiik 

*.  4.  Amt m«l ttog  «I.  Logarithmen  Auf  d.  I.rbeu.  !^a*b  4 
engl.  ScJuiA  ».  lUrtic  «.  nach  d  tratu        knraleL  Ncb*4 
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lieber  das  katoptrische  und  dioptrl- 
sche  Belenchtangssystem  für  Iieucht- 

thiirme. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Einleitung. 

Die  ältesten  Leuchthfirme  wifrden  wahrscheinlich  bloss  durch 
freie  Feuer  erleuchtet,  ohne  Anwendung  irgend  eines  besonderen  opti- 
schen Apparats.  Der  berühmteste  Leuchthurm  des  Alterthums  autder 
Halbinsel  Pharos*)  vor  dem  Hafen  von  Alexandrien,  wel- 
cher im  Jahre  283  v.  Chr.  G.  von  Sostratus  erbaut  wurde  und 
531  Fuss  hoch  war«  wurde  wahrscheinlich  durch  ein  blosse«  Holz* 
(euer  beleuchtet,  das  14700  Rheinländische  Ruthen  weit  sichtbar 
gewesen  sein  soll.  Freilich  hat  man  aus  einer  Stelle  des  Pli- 
nius,  wo  derselbe  von  der  Verwechslung  des  entfernten  Feuers 
mit  dem  Liebte  eines  Sterns  spricht,  sch dessen  wollen,  dass 
schon  damals  Lampen  gebraucht  wurden,  doch  ist  so  wenig  Zu- 
sammenhängendes und  Zuverlässiges  über  dieses  von  den  Alten 
för  ein  Weltwunder  gehaltene  Gebäude  bekannt,  dass  sich  darüber 
etwas  Gewisses  nicht  sagen  lässt  Der  Thurm  war  aus  einem 
weissen  sehr  harten  Steine  erbaut,  und  mag  1600  Jahre  gestan- 
den haben.  Die  französischen  Gelehrten,  welche  Napoleon  nach 
Aegypten  begleiteten,  berichten  in  der  „Description  de 
l'Egypte'*,  dass  noch  einige  Pfeiler  des  Thurms,  vielleicht  die 
Reste  eines  Theiles  der  Gründungen  oder  Vergrüsserungen  des 
Plateau's,  auf  welchem  das  Gebäude  stand,  bei  ruhigem  Meere 
unter  dem  Wasser  sichtbar  sind**). 


*)   Jetzt  Faxillon. 

**)  Ich  entlehne  diese  Notixen  aus  dem  Werke:  Ueber  Leucht- 
türme. Nach  englischen,  französischen  und  deutschen 
Quellen  Gearbeitet  Ton  A.  Hess,  Ingenieur  in  Göttingen. 
Berlin  185t.  S.  11.   Nach  der  Encyclopedie  methodique.  Ma- 
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Wenn  man    einen  betontlcrcn  .>i»lmchrn  Apparat  in 

Mnriehtung 


bringt,  mit 

ndet  werbet),  da*«  er  alle  von  einem  leue 
ton  einer  recht  iwetkmJUaig  eingerichteten  (Lampe  .  ao»g 
Li«  ht»tr  jhlm  entweder  durch   KrAeiioa  oder  durch  lirfrnet 
10  eine  eolcbe  l«age  bringt,  dana  utcuenrrn  »Ii  in  int  lieb  nach  ptarae- 
Mm   Richtungen  fortgeben,   und  natürlich  durch  eine  firr^trli 
Stellung  de«  App«r»l«  auf  jeden  beliebigen  Punkt,  der  eft^h 
Icl  «erden  »«II .  getirbtet  werden  Unnen. 

Die  kal«ptr tarnen  Apparate  bestehen  tllurmcin  au«  par*b-»a» 
•«-heu   Ilnlit»|»ir3f*hi  ,   in  deren  llrrnrinuDklc  »ich  dir  l^imp* 
ftndrt ,  urnJ  ^nit  Im  «ich  auf  den  bekannten  Sali  ton  der  P 


gegen  die  Parabel  unter  iJrftiftrlLrn  Winkel  geneigt  Ul.  wie  da* 
durch  den  Punkt,  in  welch*»  in  die  Parabel  von  de»  Nadm«  »teauf 
getrogen  wird,  mit  der  Aie  der  Parabel  grrog»ne  Parallele,  u  »4 
eher  Satr  eigentlich  nur  ein  beennderer  l  all  de»  behanuten  A 
ton  der  Lllipae  let .  da««  all«  ana  dem  einen  der  beiden 


te  einer  KlK|  *r   (*u*t'<  Ii.  «-Ii-  Vertoren  ton  der  Klfrpae 
I»rk4iinten  L.»i"f-tf ♦»«  l»i-M  tiriindgenetie  »o  rewWtnt  weemeuw 
da««  aie  In  dem  anderen  lircnnpunkle  der  Lllipoe  an  b  iiainlhth 

wieder  Mit  einander  *  <ri»riiv;*'ri  \\  rf  euere!  parabolie*  Ur  V-tr-f« 
inr  Beleuchtung  der  l.rm  hnhuniM*  angewandt  hat,  Ut  uerwt  re- 
»,,«  bekannt,  nach  William  llutcbineou  «ollen  nie  ertön  um 
Jjhre  1T««3  b«*i  »ier  l/eucblfeu*»™  su  Hidalnee  und  II«}  Ith» 
In  AnwenJuni;  ichrarbt  worden  »ein;  In  Frankreich  aoU  a*e  Teej- 
I  f  rv  saer»t  irn  Jahre  |?s.|  rmpf<>hl**n  halten,  and  ton  *i»m  be- 
rühmten liordn  wurden  nun  p lall ir lern  kuolrt hl»*» h  »af  fernste 
llrfWtorrn  auf  dem  Le*nr*iMhuri«ir  % »n  (ardeuan  am  Au*  Au*«*- 
der  Gar««*«  angeordnet.  Kn  kam.  hier  natürlich  nWbt  meto«  Ab 
nicht  «ein,  die  ohen  «rw Ahnten  •  ll-mwein  bekannten  «Satan  tum 
den  K^ifU«- breiten  ru  kenrtwi  und  niher  iu  erläutern.  La  *  ±4 
•Irht  abrr  rftr  in  maihrinatincher  Heiiebung  kntrrr*««o<e  trag** 
t«n  ailge meinet  Katar,  oh  die  hllipae  die  eiueig»  4  urra  iwX 
-.1,  L-  -i,-   i  ..rft%<  -ii_  l*-tli»r  L*^4- 

nw  ^P^^F     ■  ■  •  ga  ^  •  ■  m         v«  ^  i  i  rw    «  ™  ^wu    «r  eou    nuvvmi        m  «    H     ■«  *^ »™  •ww» 

Mlrahlen  durch  lieaVaion  nach  dorn  bekannten  Uta  ptr  lachen  «ieuwuV 
genetae  niwirr  in  rinrm  und  «Jrm^lUrn  l'unkle  au  •«»»*<•  *si&m\ 
oder  ob  e«  nhrht  noch  andere  d$e«e  e.tgeoochalt  hvwitrendW  i  mt* 
von  Rieht.  IIa  mir  nnrht  brk«not  i»t,  dann  diene  '*•#«  «emam 
voilKt  genügend  benntwurlel  worden  «ei.  •»  werwV  ich  im  » o*. 
gendeu  gani  im  Aflgenwinen  ein«  teJUtaudige  Benntweenanv  «Vr 
«rlben  a«  gehen  teranchrn.  wna  in  dl  wer    Vbhaadbvng  mr.n 

■  tgeff  i^weck   hei  der    It^tt  %ctt{ tjit <(r«  k-*(<>|>t/i»(  hrn  llrl»  «*f  bt 

■vnfeeao  iat,  da  aJlu»  I.Vbrige ,  waa  aWi  «' i****»a  Nv »lern 
ken  nire,    amj«mein  he4nnnl  i«t .    und  **  h  «iergieieheo 
iHnge  hnre  nicht  wie*l*"»"h<'l#<*  will. 

l>iAptria<hr  li^1eocbt««gaap|»amln  aind  auiar  e«b«o 
ITT3  ton  («ndorrel,  im  Jahre  |h|  |  twm  llrewater  rmnf  »hlrti 
worden,   aber  darb   erat  ia  Anwendung  f  r k  «mtiira  f   aia  wer  fc«* 
rühmt«  l'reaael  im  iabre  INÜ  «ein«  aa^manaren  P«l*t«aal- 


riaa.  T.III.  Art.  Pharr  a,  na.  «all  da»««f 
Jone«  4*«  Weil  nemKanig«  Pl 
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Linsen  erfand.  Fresnel  gab  in  diesem  Jahre  über  sein  neues 
Beleuchtungssystem  eine  jetzt  selten  gewordene  besondere  Schrift 
anter  dem  folgenden  Titel  heraus:  Memoire  sur  un  nouveau 
Systeme  d'äclairage  des  pbares;  par  M.  A.  Fresnel, 
In genieurau  corps  Royal  des  ponts  et  chauss^es.  Paris. 
1822.  4.  Diese  Schrift  enthält  aber  nicht  das  Geringste  über 
die  mathematische  Theorie  der  Poly zonal- Lirisen ,  so  instructiv  sie 
auch  übrigens  in  anderer  Rucksiebt,  namentlich  in  Bezug  auf  das 
eigentlich  Praktische  der  Beleuchtung  ist.  Eine  andere  Abhand- 
lung von  Fresnel  soll  sich  in  den  Schriften  der  SocieUe*  phi- 
Jomatique.  Ann^e  1822.  p.  123.  befinden,  welche  wahrschein- 
lich mehr  über  die  mathematische  Theorie  enthalten  wird,  die  ich 
mir  aber  bis  jetzt  nicht  habe  verschaffen  können.  In  den  physi- 
kalischen Lehrbüchern,  auch  in  dem  Treatise  on  Optics  by 
Brewster.  New  editioo.  London.  1831.  p.  323.,  linden  sich 
nur  ganz  oberflächliche  Bemerkungen  über  die  Polyzonal  -  Linsen, 
und  selbst  in  der  neuen  Ausgabe  des  Gehle r's eben  physika- 
lischen Worterbuchs  kommt  über  dieselben  nichts  weiter  vor, 
als  die  ganz  kurze  und  wenig  genügende  Notiz  im  Artikel  Brenn 
glas.  Tbl.  I.  S.  1209.  Die  neuerlich  erschienene,  schon  oben  er- 
wähnte Schrift:  Ueber  Leuchtthürme  von  A.  Hess.  Ber- 
lin. 1851.  4.  liefert  allerdings  die  mathematische  Theorie  die- 
ser Linsen  mit  der  ausdrücklichen  Bemerkung  (S.  48.),  dass  die 
entwickelten  Formeln  von  Fresnel  herrühren.  Die  Schrift,  aus 
welcher  Herr  Hess  seine  mathematische  Theorie  geschöpft  hat, 
ist  aber,  wie  es  wenigstens  scheint,  das  wichtige  Werk :  Account  of 
the  Skerry vore Lightbouse,  with  Notes  on  the  Illumi- 
nation of  Lightbouses.  Edinburgh.  1848.  von  Alan  Ste- 
venson über  den  berühmten  Leucbtthurm  auf  dem  Skerryvore 
Felsen  auf  der  Westseite  von  Schottland,  welcher  von  dem  be- 
rühmten Verfasser  des  Werks  im  Jahre  1838  erbauet  wurde,  nach- 
dem schon  früher  RobertStevenson  den  Skerryvore  Rock  mehr- 
mals auf  amtlichen  Reisen  besichtigt  hatte.  Die  von  Herrn  Hess  ge- 
gebene mathematische  Theorie  leidet  aber  an  grosser  Unklarheit, 
so  viel  sich  urtheilen  lässt,  auch  an  Ungenauigkeit,  so  dass  man 
in  der  That  fast  zweifelhaft  wird,  ob  Herr  Hess  diese  Theorie 
selbst  vollständig  verstanden  hat;  und,  so  gern  ich  auch  das  Ver- 
dienst der  Schrift  in  praktischer  Beziehung  anerkenne,  da  in  der- 
selben Vieles  gesammelt  ist,  was  ohne  dieselbe  der  Architekt  in 
vielen  anderen,  oft  schwer  zu  erhaltenden  Werken  mühsam  zusam- 
mensuchen müsste,  so  glaube  ich  doch  nicht,  dass  die  gegebene 
mathematische  Theorie  irgend  wie  geeignet  ist,  ein  wirklich  kla- 
res Verständnis*  der  Sache  zu  vermitteln.  Hierdurch  bin  ich,  für 
die  Sache  selbst  mich  lebhaft  interessirend,  veranlasst  worden, 
zunächst  eine  strenge  mathematische  Theorie  der  Fresnel'schen 
Haupt- Polyzonal-Linsen  mit  aller  mir  möglichen  Deutlichkeit  im 
Folgenden  zu  entwickeln,  um  so  mehr,  da  sich  in  den  gangbaren 
physikalischen  Werken  gar  nichts  irgend  wie  Genöeendes  über 
diesen  Gegenstand  findet.  Ausser  der  Theorie  der  Haupt -Pnly- 
zonal-Linsen,  die  übrigens  auch,  wie  wir  späterhin  sehen  werden, 
als  secundärer  Beleuchtungsapparat  benutzt  zu  werden  pflegen, 
werde  ich  auch  noch  die  Theorie  der  secundären  Beleuchtungs- 
apparate entwickeln,  die  jetzt  wohl  den  meisten  Beifall  gefunden 
haben. 

17* 
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II. 

Das  katoptrtarbe  Rel««chtan  jraaye  te m 


Narh  drra,  WM  in  der  Kinlrituntt  **«»rdrn  lat.  w 

wir  ate»  jrlit  die  fi>lir*nde  Aufgab«  attfauloaea  rer»u<hr«: 

Iii«  (  arrf«  .«  beati»»««.  welcb«  die  K      .  .  t  b»*f  l 
breit*»«,  da«»  a  ia  a  II«  ae  a  «i  o  «  ro  un  il  d  emmt  I  bau  P«a  k  la 
■•agabende   Licbtatrableo   nick  d*m  br iiHitf ■  bat 
•  plriacb««  (»eaetae  aa  refler  tirao,  daaa  eiebdieeel 
bra  «ecb  d«r  lierieiio«  «ieder  aammtlicb  i«  «isesi 
uoJ  iJrnmvHirn  Punkt«  vereinige«. 


W  ir  l*xan  on»rr«r  ll«trarh(ui»K  ein  r n  )i(»inkli<j(v«  (  o«ri 
a^ateai  dar  jjf  i«  (»runde,  o«d  aabineo  dia  gerada  l,ieie.  «rieb* 

-l- .  fc-  J       i-,   '  |,|   _  J  _._  UMÄL#  i-t  —  -■  .li  l       ^  a  i 

iiiirf  n  urn  ir««  iif>  riurn  i  unki,  ioö  wrn  rinn  iii''  ».iiiinniit  ^ir*«  t't 

Mairebe«,  «nd  d«rrb  de«  l>«okt .  ia  wrlcbaaa  nieb  dir ar  Iba«  **rt 
der  fielet*»«  a«  der  gea*irbtrn  Tone  «teder  «eoiaaUicb  «ul  aa«- 
arnkr  «amtiifrtt,  gebt,  ala  Al«»  dar  _r  an.  lltea  i  nramgrectiL 
twitn  ajll  dia  (  «MKdiaat^a  dra  l*<jnLlrat  **•»•  den  dia  »-tamtü t bwa 
Ntraklrw  aunc+batt.  «nd  A.ü  aaia«  dia  t  Oardmale«  daa  I*«««!««« 
ia  a  ab  ba«*  diaaeM*ee  «ef  b  der  MeÄ**ste«  an  d**r  ge*acbta«  C  t§a^a 
•Mb  ■aroatllirb  «irdar  aail  eioarwtrr  « amm«*«.  r'cft»rr  aaär«  m. 
<y  die  4  oofdtaaja«  irgaad  etnea  balcln^vn  l'uublea  ia  der  t«»*«»*» 
im  |  ahf.    Iii«  4»tetrb««g  der  ^oreaaia  der  h<«*«  (  ar*a  «a 

dam  l'unblaj  (.ra)  iaf ,  w«*«  wir  dia  U«fend*a  t'oovdieatan 
M,  r  bejni  bc*«ii ,    u*ch  dm  l^hrm  drr   holiaren  dr'HtuHrMr 


I)  e  —  —  -  (a  — a). 

dna  die  gawbte  (  onr  ia  drej  I^«a4l«  <<rt 
Xlr.bl.  und  dr«  «*•  der»«lbr«  i« 


Al»o  b*b#a  «Up  4*  tl,f(fcp  .Sit 4 Um  «*rb  de»  balaflf «w  br« 
gr»Hia  gage«  d*a  N«a?e>aU  ia  de«  Paakta  <  f9>  m|«« 
"*  labe!»  ge*atgt  a««d.   aaab  riaer  bebaanie«  I  wtarl  da 
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x  —  b  cy 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen,  so  kommt: 

y  y     dx       y  fdx^f 

^+Ty~  ^a'^ö'ty- 

-^+ay  ~x-a'x-b'dy    x-a  \SyJ 
woraus  sich 


:— o     x— 6         Vj;— u     x—bj  V-OgJ 


ÖP'=-> 


ergebt,  was  offenbar  ungereimt  ist.  Daher  muss  man  in  der  obi- 
gen Gleichung  das  untere  Zeichen  nehmen,  und  erhält  also  die 
folgende  Gleichung: 

V         dx  V  dx 


3) 


x  — a 


V 


dx 


x — b 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich : 


f      dx       y      y    dx       y_  /Bx\* 


x — 6     oy     x — a  x  —  b  oy  ' 
also,  wie  man  leicht  findet: 


Bx\* 


9 — a  Voy^ 


i  y  

x  —  o  a:  —  b 


2-  + 

— a     x — b 


57  =  1. 
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Lütt  man  di*»#  quadratUrh«*  Gleichung  In  ttoitg  **(  &■ 


4) 

jrUt 


*U  VU".         imiurf  »enUttct  Ut ;  «o  Ut 
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dtangqp  x — b  cU     x  —  er 

ätang^  ~  ar-a  '  dy  y 

dx  x—b 


folglich  nach  dem  Obigen: 


also 


,!f,tt,«    «"(H»)  tangg)  »MrlM  -v 

ctauuf/i      tangqp  cos  (qo  -f  i^)  4- 1  bv 

dfeog*  =  ta^  *  "  sin(9>  +   * 

cos(9  +  ^)i;l  8' 


ataDgqj 
Stange 

tangy     cos^/    sinQp  +  tfr)cosy  —  cos(y  +  ^)siny  jF  eioy 
tangtf;  *  cos?  *  sin^  +  ^cos^-cos^+^sin^^siD^' 


d.  i. 


aUo 


Aber 


dtangqp  einqpcos^2  sint/z^sm«? 

ötangiff     simj/cosgp2"  sing)  -psin^/' 


dtangq?  _  sinqpcost/;* 


dtangqp     cost^*  5qo 
ötang^     cosy*'  6> ' 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


oder 


sing 
oty"""+gim// 


sing»""  '  sim/; 


Integrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten,  so  ergiebt  sieb: 


24* 

S*Mt 


tftt  •   Weil  ,^  I  •  JwJwi 

in  Werth  babc»  kam.  r    0  jrdftcb 
den  ama«,   itiwoiYin  6*  «inen  ••dlicbe«  »AIMr  br» 
Wrrtb  »«bell        ;    »o  erbftlt  kuid  im 

L>«L-iori  tf*n    l<irtii**l   il«<r    I  utr  <•  r^lrrt  liniinu  • 


d  l. 


1  c'n<^ 
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oder: 


•  v   S  ^\ 


Legen  vrir  nun  den  Anfang  der  Coordinaten  in  den  Punkt,  in 
welchem  die  Axe  der  x  von  der  gesuchten  Curve  geschnitten 
wird*),  so  ist  für  x  =  0  auch  y  =  0,  und  nähme  man  nun  in  der 
vorstehenden  Gleichung  die  oberen  Zeichen,  so  erhielte  man 
c2  — 0,  also  c=0,  was  nach  dem  Obigen  nicht  zulässig  ist;  da- 
her muss  man  in  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  unteren  Zei- 
chen nehmen,  wodurch  man  die  Gleichung 

5)       cx  = 


I 


erhält  Aus  dieser  Gleichung  erglebt  sich,  weil  für  x  =  0  auch 
y=0  ist: 

c  =b' 

Nun  ist  aber  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  für  der  Null  sehr 

nahe  kommende  Werthe  von  und  — - 

x—a  x — b 


*)  Gäbe  c«  keinen  solchen  Punkt,  so  würde  sich  dies  ron  «elbat 
aU  ein  Aasnahmefall  heraasatellen. 
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also,  weil  gleichzeitig  jr=0,  #  =  0  ist: 

1 


1  . 


ja 

Folglich  ist  nach  5) 


»•  • 


welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

'  >  •i'V^(^-ii<VrKS/+t' 

Führt  man  aber  die  Multiplicationen  aus,  so  erhalt  man: 
oder:  * 
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tyttadrtrt  man  aof  b^idrw  8#itrn  tWvwrt  (ilcichowj,  «o 
ruck  leickt*C  Ii «t  hnuni*  die  (»leickimg: 

— «» ♦  (^-.y  ♦  uy-    gl)'  G^y 

V^JVügTÖ' 


und  Mrnn  man  ntfi  wieder  auf  K^hlrn  Stile*  qajkdrirt,  M> 
•ick  Mck  lek-kter  Rechnung  die  t*lckk«»flt: 

•■  — K/J,l«»C.,J,.l*Cy*L'^,-)'l 

♦  » 4y  >•  »cy  i  ♦  i  •  *y 


*    *.y  ^  •  *''G-*y  *"**<7-.y  ■•'♦(.-. 


•  «Irl»  ttWkfcjftf  MI  Uirlfl  Mf  <J«   Mff*«U  »*oC»  krWft 

fWH»'<  #  -•>'  f  U  -AI*  f 
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Lust  man  nun  diese  Gleichung  wie  eine  gewöhnliche  quadratische 
Gleichung  auf,  so  ergiebt  sich: 

»*= üS??  ( "b[(x-a)H{x~b)*\  ±  (aHA*)(*-«)(*-A)  I  • 
Ffir  x=0  erbSlt  man  hieraus 

und  da  nun  für  x  =  0  auch  y  =  0  sein  soll ,  so  kann  man  offen- 
bar bloss  das  untere  Zeichen  nehmen,  d.  h.  es  ist 

Aab 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

_        .     Aab  \  a(x—a) -b{x-h)  \  \  b{x—a)  -  a(x-b)  \ 
7)  =  (ia--Ä*)»  ' 

welches  jetzt  die  Gleichung  unserer  gesuchten  Curve  in  der  ein- 
fachsten Gestalt  ist. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 


8)  ^=7^7vlCf-0-^-1>',^-o>-fl<r-1)1- 

Sollen  nun  die  reflectirten  Strahlen  sSmmtlich  der  Axe  der  x  pa- 
rallel sein,  so  niuss  b  unendlich  gross  angenommen  werden,  wel- 
ches die  Gleichung 

9)  y*—iax 

giebt,  und  zeigt,  dass  die  Curve  eine  Parabel  mit  dem  Parame- 
ter Aa  ist,  in  deren  Brennpunkte  sich  also  der  leuchtende  Punkt 
befindet,  welcher  die  Strahlen  aussendet. 

1 

Nimmt  man  den  durch  die  Coordinaten  2-(a  +  6),0  bestimm- 
ten Punkt,  welcher  in  der  Axe  der  x  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  durch  die  Coordinaten  a,0  und  6,0  bestimmten  Punkten 
liegt,  als  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  parallelen  Coordi* 
natensysteros  an,  in  welchem  wir  die  Coordinaten  auch  durch  x9 
y  bezeichnen  wollen,  so  niuss  man  in  der  Gleichung  7)  ffir 
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AU*  -»»  un  ftr 


uoii  für 


•Cr-.)- H*-*). 


fladurrli  wird  dl«  Gleit  hu ti;:  7)  : 


(i-*)«U-IfaM)!:/|J(«Mi! 


d  i 


-  J  »•  »Mi 


Au«  di+«*r  (tlrtrfctinf  rrfirbl  •trk,   d**t  d*1  I  «nr»  tla*  I  JWm# 
vitt^  Mir|(*' f  ic  |  Wl ,  ^**Äck4#"Ä  •  vsd  Ä  jlr  i*  fc'  ©d*  r 

d**tf  «i»«*  Itvlrttai  i«   **r*tillK>fc?«  ?**f»»r,  M  dt*» 

dtr  ilrt»  im  fl  aw di»»tf »Ifm»  dvrrfe  d>#  I  xcdiai  1 1 1 

IA  d»#  C«r**  M  d»»  Im   rftffl  ('•»♦*il"h«lrn«\ «IrtMr  Hafffc  C< 
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ordinateo  b90  bestimmten  Punkte  wieder  zusammenkommen,  nur 
dann  die  Rede  sein  kann,  wenn  a  und  b  gleiche  Vorzeichen  ha* 
ben.  Daher  bleibt  uns,  ausser  der  Parabel  in  dem  obigen  beson- 
deren Falle,  von  allen  unserer  Aufgabe  genügenden  Curven  nur 
die  Ellipse  übrig,  deren  Gleichung  nach  dem  Obigen 


11)  j|    /  +  \zr^\  =1 

k 


ist.  Nehmen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  der  Kürze  wegen 
a  und  6  beide  als  positiv,  so  sind  »(a-f-A)  und  V~ ab  die  beiden 

Halbaxen  dieser  Ellipse,  und  der  Ausgangspunkt  und  Vereini- 
gungspunkt der  Strahlen  sind  offenbar  die  beiden  Brennpunkte 
derselben  in  der  Axe  a  +  ft,  weil  die  Coordinaten  des  Ausgangs- 
punktes und  Vereinigungspunktes  im  zweiten  Systeme  nach  dem 
Obigen 


d.  h. 


«  —       +      und  6-|(a+6) 


+  ^(a~6)  und  —  |(o-6), 


also 


+  V"l%(«  +  &)IÄ— iV^Jt«    und    -^"|y,(a  +  Ä)|*-lV«6|» 
sind. 

Unserer  Aufgabe  genügen  also  wirklich  keine  anderen  Curven 
als  die  Parabel  und  die  Ellipse,  erstere  in  dem  aus  dem  Obigen 
bekannten  besonderen  Falle. 


III. 

■ 

Das  dioptrische  Bei eu cht u ngssy s tem. 

Hauptlinsen. 

*  •  p 

I 

Schon  Descartes  hat  in  seiner  Dioptrik*)  gezeigt,  wie 
elliptisch  oder  hyperbolisch  gekrümmte  Linsen  zu  coostruifen  sind, 


*)  &ennti  De«  Carte«  upecimina  Philonnphiae :  teu  DUaertatio  de 
lethodo  recte  regend««  rationis,   et  veritati«  in  •cientiia  inveitigandae: 


Digitized  by  Google 


welch©  alle  aua  rinem  und  demwetben  l'nnkl©  m»!»'»»!««  Scan) 
Irn  *o  brechen,    da«a  dir  lehrix-henen  Strahlen  *Amu»tlirn 

eiuandee  parallel  nind   Hahr«  nach  diene.  Utu.ro.  »ahi 
m**m  4©e  Seh*r.eriUkr-it  ,hret  prakt.arhrn  Au.fubrui»* . 
liebe  Anwendung  nie  jr.efun.fen  .  uo  ueb+int  doch  ein©  bwn  N 
ür>rr  ihre  fonatrortioti  an  dienen  Ort«  nirbt 
au  nein,  »eiche  icb  daher  jeUC  neben  will. 


In  Fht.  I.  ael  Ober  der  1lau(>ui»  >IÄ  mit  de« 
punkten  ond  f  eine  Cllipae  beoebr  leben,  welche  iwei  beerbe*-*» 
Sledia,  ein  Auaaerea  und  ein  innere«,  ton  einander  tr**«L 
Man  Brechung»!  crbaltaiae  fftr  daa  auaaer©  und  daa  innere  Marina« 
ael  n  I  Uteaem  llrecb«e|r»»*crb  Jfni»*e  aet  daa  \  erbaltaw 
Klekb.  an  dann,  «n»  nrir  die  baJbe  Hauptnxc  Je*  U- 
lipo«  durch  n .  ihre  KirentrirtUt  durch  t  bea©kbocn . 

rat  Int  nun  JtfJV  ein  paralel  mit  der  Al©  AB  eUrfatWW  nV 
Kllipae  in  >*  treffender  Strahl,  ao  behaupte  kb.  dann  deeoMW 
in  S  an  jrebroeben  wird,  daaa  der  ©;ebro«  hene  Strahl  dnrrb 
ilrn  liffeitri^unkt  /*'  der  F.ltijune  «cht  Im  dien  in  beweieen,  < 
»an  eich  die  Normale  jY.Vf,  der  Kllipe*  in  dem  Punkte  -> 
^«  w «  ao  balbirt  diese  Norn».ilr  nach  einer  beki 
der  Kllipae  den  Winkel  und  nach  einem 

tn».  ben  Satte  bahm  wir  aJa©  die 


'1*1,     «  r     Ar  :f  A. 

Vorbrrjiebeftdrn 

M/A     ■  I 

rrtirbl.  llcielcbneu  wir  nun  den  Winkel  1/.%/«  der 
Winkel   /  >A   dur.b  A.  »I .    wr.l    V.Y  »,< 

•  =«.Ji\.V  al~  im  l  W«  k  /AA  natb 


.>/'  /  A=Mn«  aia», 


:  e»u4  ^  ■ :  I . 

lH.Ptn<«    .4    *Vu«eu.     AaaauUi«m4.    lu.t.  4«. 
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Ist  also  M  der  Einfallswinkel,  so  ist  0  der  Brechungswinkel,  wor- 
aus mittelst  de«*  Vorhergehenden  der  zu  beweisende  Satz  unmit 
telbar  folgt.  -Umgekehrt  wird  also  auch  jeder  aus  F  ausgehende 
Strahl  FN  in  N  so  gebrochen  werden ,  dass  der  gebrochene  Strahl 
MN  der  Axe  AB  <fer  Ellipse  parallel  ist. 

In  Fig.  2.  sei  Alles  wie  in  Fig.  1.,  nur  habe  jetzt 
der  einfallende  Strahl  MN  eine  solche  Lage,  dass  er,  über  N 
hinaus  verlängert  gedacht,  durch  den  Brennpunkt  F  der  Ellipse 
geht.   Dann  ist  ganz  wie  vorher 

NF:FK=n:l. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  MNL  wieder  durch  co,  und,  indem 
wir  uns  durch  iV  mit  AB  die  Parallele  NFt  gezogen  denken,  den 
Winkel  FtNK  durch  0,  so  ist  0=^AKN,  also  im  Dreieck  FSSK 
nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze 

NF:  FK  =  sinfl:sinfi>, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

sinco  :smd=l :  n . 

Denken  wir  uns  jetzt  aber  die  beiden  brechenden  Media  mit 
einander  venvechfeelt,  so  dass  das  innere  und  äussere  respecrive 
das  äussere  und  innere  wird,  so  ist  offenbar,  wenn  cd  der  Einfalls- 
winkel ist,  ß  der  Brechungswinkel,  und  der  Strahl  MN  wird  also 
in  N  nach  NFt  gebrochen,  welche  letztere  Linie  nach  dem  Obi- 
gen bekanntlich  der  Axe  AB  der  Ellipse  parallel  ist. 

Fügt  man  nun  zu  dem  Vorhergehenden  noch  die  Bemerkung, 
dass  Strahlen,  die  aus  dem  Mittelpunkte  eines  zwei  beliebige 
brechende  Media  von  einander  trennenden  Kreises  auf  diesen 
Kreis  fallen,  an  demselben  gar  keine  Brechung  erleiden,  weil  alle 
Halbmesser  eines  Kreises  auf  demselben  senkrecht  stehen,  so 
wird  ohne  weitere  Erläuterung  unmittelbar  die  Wirkung  der  fol- 
genden von  Descartes  angegebenen  Linsen  verständlich  sein. 

In  Fig.  3.  sei  über  AB  als  Hauptaxe  die  aus  Fig.  1. 
bekannte  Ellipse  beschrieben.  Wird  nun  aus  dem  Brennpunkte 
F  als  Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen  Halbmesser,  der  nur  klei- 
ner als  FA  ist,  ein  Kreisbogen  GH  beschrieben,  so  entsteht 
durch  Umdrehung  der  Figur  um  AB  eine  Linse  GAH  t  welche 
so  beschaffen  ist,  dass  von  ihr  alle  von  F  ausgehende  Strahlen 
so  gebrochen  werden,  dass  alle  gebrochenen  Strahlen  mit  AB 
parallel  sind. 

Ferner  sei  in  Fig.  4.  über  AB  die  aus  Fig.  2.  bekannte 
Ellipse,  und  aus  dem  Brennpunkte  F  als  Mittelpunkt  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser,  der  nur  grosser  als  FA  ist,  ein  Kreis- 
bogen GH  beschrieben,  so  entsteht  durch  Umdrehung  der  Figur 
um  AB  eine  Linse  GAH ,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  alle 
nach  F  bin  convergtrenden  Strahlen*  von  ihr  so  gebrochen  wer- 
den, dass  die  gebrochenen  Strahlen  sämmtlich  mit  AB  parallel  sind. 

Thcil  XIX.  18 


23* 

p 

In  Fl*.  5.  «ei  d#r  eine  Zneif  einer  H\  perlte! . 
*t»ei  brechende  Media ,  ein  ntiMere«  an«!  ein  innere«,  deren) 
cbuniaterhaltnian  «  I  i»t.  ton  einander  trennt.  Irie  II 
dle*cr  Hyperbel  nei  ,  nnd  ^  nnd  ^*  *cien  ihre  lieiden 
imnkte  l>cin  \rrh..ll  ni»»e  «:l  »ei  da«  \  irrbhltni**  ff:  AH  (4r«ei 
•n  fl.ia«  ala»,  Mrnn  wir  die  hall»«  llan|»taie  duich  a,  d»*  Firn« 
tririut  durch  #  beaekbnen, 

e:n  -  n:l 

i»t.  Int  nun  «#*A  ein  von  /'  ansuchender,  die  lltperbel  in  A 
Irrffrinlr-r  «Strahl,  *«  behaupte  kb,  da»*  deraelbe  In  A  *•  fehr. 
rhen  «ird,  dum«  drr  gebrochene  Strahl  .V  W  der  Air  .1//  parkT'i 
i»t  |.t  »aM,l«b  AA/,  die  >»rmale  d-r  Ihi^M  in  A  —  ~i 
bekanntlich,  Mrnn  Af^  die  \  efl«i»«cmn|f  tun  /  .V  Ober  A  fc»*»** 
Ul,  _r\MK -  ,  d.t  AA   doli  Au«..»»ri«4H  /A# 

de»  Dreieck»  /A/  baJbirt.   nach  einem  »»kannten 
Salle : 


fol*li<b 


4  I 


A  t  .\f-  /A  /A'. 


A/  -A/  /A-/A    AT  >A. 


in:  Je=«:e -  A>  >*A 
»nd  (o4ft|ich  nnrb  dem  Obigen 

A/  ;/  A'  -  l:u. 

IWicirhaeu  wir  nun  dm  Winkel  /'AI,  dnrrh  a».  de«  Wink»!  JTAA 
dann  ''.  •»  Ui  **  —  f  AA,  und  fol*l>«  b  iu>  l>me«k  /AA  »a*fc 
(iiifn  bekannten  trij(Qii4>n»etf«Mbrn  .Saite 

A/:/ 


•in  u> .  Nil. 

|*t   daher    «   d«~r    l.<n.r«l[*»inket,    »n   i.l   '<   der  llrec  bif»< 
n«>niit  dir  «b*-n  4u*g**|jf»i.hrnr-  Behauptung  U«n»cu  i«t. 


Ut  in  r«Ä  *  /'V  die  au.  !._•   1   brk^H.  Hx^rUJ  ... 

•t-ht  du*  i.rf.d«*  l.i».ie  /.//  -»■•!  I//  .rt.kr..Ki.  ,»r.:#a 
»ach  «lei»  \  i*#b»f  itebe*ide*   don  h  I  iiMltrhui>f    der  r  mm  tf 

eine  r»f  AI»  r  »f*  |.«n«e  0  t  «rl«  hr  alir  t       ^'  m»;  4«%^*i 

MtAMrt  •<»  bn>  hl .   *»•»  dt»  {ebrweheae«  Strahlen  Unnlki 
JA  |.^*IJ rl  »«»d 

lleaearle«  »teilt  *.  »  41        h  manch»  andere  hacebe*  r 

tm  weit 
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liehen  Zwecke  entfernt  liegen,  als  das«  wir  uns  hier  auf  dieselben 

weiter  einlassen  sollten,  da  dergleichen  Linsen  doch  schwerlich 
jemals  praktische  Anwendung  finden  werden. 

Wir  wollen  daher  jetzt  zu  der  Theorie  der  Fresnel'schen 
Linsen,  welche  den  Haupt^egenstand  dieser  Abhandlung  ausma- 
chen soIIpd.  übersehen,  wobei  wir  wohl  als  allgemein  bekannt  voraus- 
setzen dürfen,  dass  diese  Linsen  aus  einer  Linse  von  der  in  Fig. 7. 
im  Allgemeinen  dargestellten  Form  in  der  Mitte,  und  mehreren 
dieselbe  concentrisch  umgebenden  kreisförmigen  Glasungeii  beste- 
hen, so  dass  also  ihre  Theorie  nothwendig  in  zwei  Theile  zer- 
fallen muss,  nämlich  in  die  Theorie  jener  Linse  in  der  Mitte  und 
in  die  Theorie  der  dieselbe  umgebenden  Gbtsringe.  Die  Theorie 
der  Linse  in  der  Mitte  kommt  aber  wesentlich  auf  die  folgende 
Aufgabe  zurück. 


Erste  Aufgabe. 

In  Fig.  8.  seien  die  Linie  MM'  und  die  beiden 
Inder  auf  MM'  in  G  senkrecht  stehenden  Linie  FH 
liegenden  Punkte  F  und  N  gegeben;  man  soll  aus 
einem  in  der  Linie  FH  liegenden  Punkte  als  Mittel- 
punkt einen  durch  den  gegebenen  Punkt  iV  gehenden 
Kreisbogen  BB'  von  solcher  Beschaffenheit  beschrei- 
ben, dass  ein  von  F  ausgehender,  unter  dem  gege- 
benen spitzen  Winkel  t  gegen  FH  geneigter  Strahl  zu 
erst  bei  MM'  und  dann  ein  zweites  Mal  bei  BB'  so  ge- 
brochen wird,  dass  der  bei  HB1  ausfahrende  Strahl 
der  Linie  FH  parallel  ist,  wobei  wir  naturlich  vor- 
aussetzen, dass  ausserhalb  der  beiden  Linien  MM' 
and  BB',  und  zwischen  denselben,  zwei  verschiedene 
brechende  Media,  etwa  Luft  und  Glas,  liegen. 


Au  flusung. 

w 

Man  nehme  den  gegebenen  Punkt  F  als  den  Anfang  und  die 
gegebene  Linie  FH  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  .r  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an.  Die  positiven  y 
wollen  wir  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x  annehmen,  als  auf 
welcher  der  Winkel  t  liegend  angenommen  wird.  Dies  voraus- 
gesetzt, wollen  wir,  wenn  die  Linie  MM'  von  dem  aus  dem 
Punkte  F  ausgehenden  Strahle  in  E  getroffen  wird , 

FG—p,    GE  =  q 

setzen,  wo  p  nach  der  Voraussetzung  gegeben  ist.  und  auch  q 
aus  p  und  dem  gegebenen  Winkel  t  leicht  mittelst  der  Formel 

1)  </=/>tang/ 

18* 
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bern  hurt  nerden  kann,  ao  da»«  wir  im  Fnlt enden  i«rl  « 
al«  bekannt  tu  betru«  bl«'it  berechtigt  nind.  IM«  eralu  (  «erdta-Air 
de»  mi  der  Li»»»**  /'//,  d.  b.  in  der  Am«  df»r  .r.  liegen  »nlle»«Va 
Mittelpunkt»  dr»  ge»u<blrn  Krei»ea  oder  krri.bncen.  «ei  f.  «»4 
r  «ei  der  HalhiMe*»er  demselben.  %«o  r  )»»»iti*  «der  ne«ativ  mnm 
aoil.  jenarhdem  der  auf  diesen  k  rciftliogrn  (.djende  Strahl  «V»— »a 
c<»nra*e  odrr  eimteie  Seile  trifft.  denken  Mir  m»»  im«  ib  #.  ««< 
,1/1/'  da*  KinfalUloth  crtithlet,  und  bezeichnen  den  IWeef> uf.;i 
«inkel  in  E  durrb  «.  den  reciproken  lirexbun«»«S|*nnejrtc«)  In* 
I^ft  und  Glan  aber  durch  « ,  no  tat 

•in*       I  «in« 
»in«  "  *  *  * 


>>)    sinn  u.iut, 

m>  daa«  aurh  «  an«  den  gegebenen  («r.%*aen  i  und  i>*)  lei«  fet 
reebnet .    und  daher  im  Folternden  al»  bekannt  anj;r 


Wenn  mm  drr  kreUbogrn  Htf .  de»»cn  HehtimruuRg  «««er» 
At.ff.br  ut.  ton  dem  bri  /  in  MW  gr  buchenen  Strahle  m  de« 
Funkte  .4  getrofrn  wird,  und  die  <  onrdmat«  n  dir*e«  r*«nl1r«  an 
dem  ancrrnnnrurnr«  S\  «tem«  dnn  h  px  .  y,  br>ir*rhnet  »r<^ 
an  ist,  rhen  neil  der  Funkt  deru  nun  dem  Mitt^lpnnktr  ■  iOi  awC 
dem  llnlbtwe«»er  r  br*chriel»rnen  kreUbogen  HÜ'  angehöre« 


I)  -«=(/>, —/«»tnng« 


.        fr     ii '  »mo  |  oroM 
5)     aia'i  -  f  -  ♦ 

r 

no  der  abflute  Werth  «o«  h  nie  grr,«»er  aU  'O*  $n  arkajeanl. 
•o  baben  wir,  w«-d  drr  bri  .1  »«•fjbrrrwlr  NtrakJ  n^rb  d*a  Hrd^ 
gnnrrn  tief  Aufgahr  mit  drr  Lim«-/'//,  d.  b   nut  drr  Aw  «V*  M. 
fAtiWA  »rin  »«dl.  iiaih  drn  «uu  mir  Jrubrr  rnt*»  i«  krltrn  tflg«-«*»» 
nrn    <r|>ll»<  l.rn    <;ruf»df»rtnr)n .    dir    f.lr    alle    oft  »ehe  l 
rbnnfrn  dir   Krr»ÄrirLt«  (.rundUf*  bild.-n .     «r.ru    ««tVbrf  ~t 
irdixh    Iure     auf    mn^r*        4> p  1 1  •  f  b  r  n      V  t\  t  ••  r  •«  «-  b  n  p  C  •  * 
Tbl  II    Lriitjig    |M7    S   1»-    trrnrUrn  ntu.».  4.r 
folg  enden  (»Inr  bungrn  • 

I    •  t 

IL.«  •    «    <>    %    ♦»    .«III  1       |  ^ 
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0 = sin« — sin(a  +  ö)  (cosö — -  — ~ ) ; 


oder 

/    .      ,     «      tf »    sinÖ*  v 
leosa — p=rcos(a  -f  Ö)  (cosö  —  fi\  I  *~  )» 

f» 

sin«: 


t- sin(a  +  0)  (cosö  -  ^  1  ^  )i 

also  durch  Division 


-sin« 

/)     tang(a  +  Ö)=--  =  — — t—t  » 

av        '     cosa — u  _  1 

r  1— -cosa 

mittelst  welcher  Formel  der  Winkel  ö  gefanden  werden  kann, 
wenn  man  bei  der  Berechnung  dieses  Winkels  nur  das  Folgende 
berücksichtigt. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

-90°<ö<+90o 

ist,  so  ist 

«— 90°<«  +  Ö<a  +  90ü, 
d.  i.,  weil  hier  offenbar  «<£,  also  jedenfalls  a<90°  ist: 


.  i 


-90°<a+ö<  +  180». 


Daher  ist  a-{-ß  immer  zwischen  — 90°  und  -4-180°  zu  nehmen. 
Ist  nun  tang(a-|Ö)  in  7)  positiv,  so  lasst  diese  Formel  keine  Zwei- 
deutigkeit bei  der  Bestimmung  von  «  +  und  demzufolge  auch 
von  6,  zu,  weil  dann  «I«  mir  zwischen  ü  und  +90°  genommen 
werden  kann.  Ist  aber  tang(a«|  8)  in  7)  negativ,  so  kann  a-|-0 
zwei  um  180°  von  einander  verschiedene  WTerthe  zwischen  — V0° 
und  +180°  haben,  die  wir  durch 

.-.»  .■•,i-J./-i:„a  +  ö=  \ 

j  k+180° 

il  -n 

bezeichnen  wollen.  Der  erste  Werth  giebt  0=zu— a,  und  folglich 
nach  der  zweiten  der  Gleichungen  6): 


sina  =  smttlcos(M— a)  — *  t<a-  }; 


■ 


-- 
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dtr  tnr\U  \V*ctb  giobt  n    |H0"  f  fn    o).  aUo  «Mb  der  i^fit« 

drr  GlcichuiiKn,  fij  ; 

t  •  l/  1      »iiM'M  — «Tr* 

ftttxr       miml  — fo»(M-fl)  -         1-  ^ 

d.  i. 

Vi     ^1 1 1  ( ^  *  <j  ^ 
►**  — ' 

Hie  beiden  l*leicbcn»Keti 

.  4/".       »Hl(«  u)* 

•i«*=»li..;to.{i,-fi)    „y  I  ~  ^- 

I—  , 

kßftiwo  abrr  offenbar  nlrbt  ittfHei'h  erfüllt  »ein,  ond  f**a  mm*« 
■Im»  Im  > of IJr tff  1» Jrn  fall«  drn  f«urben  und  f  1MT  ix-rr» 

den  Wertb  ton  «  |      nehmen,  durtb  wrlihen  di« 


i/  ■  M""* 


•loa     »iö(e»  |ft)(t'4Mf>  m 

erfflllt  wird.  •*»  i!.im  Mj;li«b  bei  drr  H«-»timmun|[  d*n  IV  «»tri» 
•  und  al.«  4»'b  dr,  WinLrU  1».    rn.tt.  lM  d<  f  t.te.,bv»t  m 

nir  rin*  %Nr»d«-utiijkril  blritwn  k*tm,  «ro*  m»n  di« 


f  r*n«A  —  «IDA  ) 


Atit  der  («Irif  bi|(Jt{  7)  rrbill  mm  »urb 

1 

A«cb  Ul 

1 

1    ~       <  4M* 
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also 


9)  unge  =  r^-, 


welche  Gleichung  gar  keine  Zweideutigkeit  hei  der  Bestimmung 
des  zwischen  —vir  und  +90°  liegenden  Winkels  ö  zulässt,  und 
daher  den  Vorzug  vor  allen  übrigen  verdient 

Da  ft  der  reciproke  Brechungsexponent  fßr  Luft  und  Glas  ist, 
so  ist  weshalb  man  den  Hfllfswinkel  tp  mittelst  der  Formel 

10)  cosg>=pcosa 

berechnen  kann.   Dann  ist  nach  9): 

11)  «ang0=-^, 
2sin  ^  <JP* 

woraus  zugleich  erhellet,  dass  tangft  immer  positiv  ist,  also  6 
zwischen  Ö  und  -f-OÜ0  Hegt. 

Auch  ist 

.  tangfl2    fiVmc* 


1  +  tangfl*  ~~  >Vma*  +  (1  —  pcosa)* 

~~  1— 2ficosa  +  fi2  ' 

folglich,  indem  man  zugleich  berücksichtigt,  dass  <:os6  = 
sin0:tang0  ist: 

sind  =  -7=====rö » 

V  1—  fycosa  +  pa 

12)  l 

1 — ucosa 
cosö=      — — =  ■  • 

V  1  —  2pcosa  +  fi2 

Hat  man  0  mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  gefunden,  so 
lassen  sich  ferner  t  und  r  auf  folgende  Art  bestimmen. 

In  5)  haben  wir  schon  die  Formel 

£lnQ_^-p)8i"«-f9cosC 

T 

gefunden.  Da  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  der  Punkt 
iV,  durch  welchen  der  gesuchte  Kreisbogen  gehen  soll,  gegeben  Ist, 
so  ist  die  Linie  GN  eine  gegebene  Grösse,  die  wir  «durch 
ö  bezeichnen  sollen.   Dann  haben  wir  offenbar  die  Gleichungen 
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2tU 

'«  d'„  Gle.cboOR 

p  |  u    r  |  r 
rrgicbl    AUo  Ut  t  -p     o     r,  und  f«l«lirh  ftacb 

,ü",)'lnffl,*rn'?( 
r 

«ick  iiir  IU»CinniuiiK  ton  r  die  l'yimcl 


o.irw.  | 

U)    r  t  I 

'2  »tri  ^  (ti  |  H)cn»  2  f«  fM 


15,    r  —-«r-- 

.'•in,,  U  f  t  dt  *1 


«rjiebl  /ur  IWitimmaog  toi  r 
Korincl 


d  i 


a~b 


•  •  »•  -;    *  ' 
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Zur  Bestimmung  von  px ,  9,  hat  man  endlich  nach  dem  Obi- 
gen die  Gleichungen: 

fo-*)2  +  Vi*  =  **>   ?i  ~V  =  (Pi-P)tang« . 

Weil 

» 

ist,  so  ist 

|  (?i-9)cot«  -  (r-p)  |»  +  { (9,-9)  +  9  }'=r», 

also 

(Vi  ~  ?)2coseca» — 2  ( (f  - p)cota  —  9  \  (ft  —  9) 
=  r*-(r— />)*~9*, 

oder 

(ft—  9)*  — 2{(r—  p)cosc— 98incf{(7i  —  9)  sin« 

Bestimmt  man  nun  aus  dieser  quadratischen  Gleichung  91—9, 
und  berücksichtigt,  dass 

cos«  siua 


ist,  so  erhält  man 


19)  az£=S..ri 

7     cos«  sina 
=  (r — p)cosa  —  9sina  +V  r* — {(r—  /?)sinaf  -rycosa;2 . 

Weil  aber  nach  16) 

_  "sinfl  —  9C0S « 
f  — sin«  +  sinT~ 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

(r -p)co««-9Siö«  6i„a -f  sind  9 

l*  n\  «in«  4-  «rn««  -  (Ösin«+9cosa)sin0 . 
(r  -p)  sin«  +  9cos«  -  , 


■ 
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und  w«U  **n  mcJi  13) 


~~    •Mut  1  miuh" 


(■»IUI  |  muihf* 


IV) : 


ro«a  «in« 


d.  I 


com         «in«  "~  «in«  |  mii/i 


| 

l  I 


I 


I 


I  1 

I  "  

I  I 

I  ~ 
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cosa  sina 

man  zu  nehmen  hat. 
Weil  nach  13) 

ösina-f-ycosa 
r  ~~    sina  -f-  sinÖ 

ist,  und  ö,  7,  sina,  Cosa,  sind  positiv  sind,  da  a,  6  zwischen  0 
und  U0°  liegen,  so  ist  r  positiv,  und  der  einfallende  Strahl  trifft 
also  jederzeit  die  concave  Seite  des  Bogens. 

Das  Product  der  beiden  Werthe  von 

Pi—P_</i  ~ff 
cosa  sina 

ist  nach  19): 

\  (f — p)cosa  —  grsina  }2  -H  (*  — -p)8iüa  +  grcosa  )2  -  r* 
=  (r— /*)2+o2— r2. 

1 

Wenn  nun 

(r-p)*+?a-r2<0 

ist,  so  liegt  der  Punkt  (^7)  innerhalb  des  gesuchten  Kreises  und 
das  obige  Product  ist  negativ.  Also  haben  die  beiden  Werthe  von 

PUZE—  fr-? 
cosa  siaa 

■ 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  man  muss  in  diesem  Falle  für 

P\—P_  fr— 7 
cosa  sioa 

offenbar  denjenigen  der  beiden  Werthe  dieser  Grösse  nehmen,  wel- 
cher positiv  ist. 

Weno  ferner 

(*-/>)* +  tf2— r2>0 

ist,  so  liegt  der  Punkt  (/>'/)  ausserhalb  des  gesuchten  Kreises 
und  das  obige  Product  ist  positiv.  Also  haben  die  beiden  Wer- 
the von 

Pi~P  _  9i—  V 
cosa  sina 
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pleieti*  Vorieic-heo.    IM«  tNatur  m»<Mrer  Auf*»  Im«  fordert 
offenbar.  Ha**  dir      erlbe  ton 


beide  t»f»*iti«  *ind .  und  der  |tr Hie 
aagenscbcinlirb  inner  der  riettfif»  »ein. 


tai  Allgcsciaen  kam.  man  daher 

Vrüeeten  der  befcdco  obigen  Werth«  dieeer  Gmm 

Denkt  man  »ich  dnreh  (*mdr«*htM2  der  fMjftir  um  r*#.\  f  ar 
plan  t  o« » rif  Li»««*  br»f  h rieben  ,  deren  l>i«ke  in  drr  Milte  d«r*n> 
die  gegebene  l«rö«*e  ci  lH»»tniimt  wird,  »o  be«li«nt  p.  i» 
»«kr  und  9|  ihre  halbe  lireitc  bei  dem  Punkte  J 

W«U 

r 

i»t.  M  Ul 


Aber 


V »KU  * 


—  *  « 


ß  \    m%  -•lt.«.1 
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Lässt  man  nun  t  sich  der  Null  nähern,  so  nähern 

cosi  und  V~I —  fi^sim*2 

sich  beide  der  Einheit  als  Grhnze.  Weil  aber  sina=fisint  ist,  so 
nähert  auch  ex  sich  der  Null ,  und  sind  coti  nähert  sich  folglich 
nach  dem  Obigen  der  (i ranze 

Vi— + 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  ft<l  ist.  Bezeichnen  wir  nun 
die  Gränze,  welcher  r  sich  nähert,  wenn  t  sich  der  Null  nähert, 
durch  p,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar 


also 


oder,  wenn  wir 


23)     e  =  (l-ft)(ö-f^ 

r 


24)    f«  =  i 


setzen  : 


25)   «=(l-~)(S  +  rt»=(p'-l)0>  +5>- 
Weil  r=/>-f-ö—r  ist,  so  ist  im  vorhergehenden  Falle 

r=p  +  ö-(I-|.)(S  +  |).,:  :" ';  ,s*:* 

1 

f 


oder 


SO)   r  =  ,*ö  +  (2-~)p 


27)   r  =  J+(2-»')p. 


_  letzteren  Formeln  gelten  für  Linsen  von  obiger  Form,  wenn 
nur  die  ganz  nahe  bei  Fli  einfallenden  Strahlen  nach  ihrem  Aus- 
tritte aus  der  Linse  mit  FH  parallel  werdert  sollen. 
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•>(IH 

plrirbe  \  ort eichen.  Die  Natur  tm»erer  Aufgabe 
Aivmrm  lalle  ofrnbftr,  d«»»  dir  Werth« 


\>*u\w  positiv  sind  .  und  der  |rro«*te  die«er  beide«  W 
»Uffii»<  betulich  immer  der  richtif*  »ein. 


den  (reiten  der  beiden  »bitten  Werth« 


Henkt  man  »ich  durrh  l'mdrr-bttnz  der  Figur  um  f*».V  er»* 
|dan<o««rte  l,ir»«r  be*<  Ii  riebe  n  ,  deren  lh<ke  in  der  Mitte  dvrrb 
dir  tecebeee  l.r..»e  o  l»e»ritumt  « if  d .  »u  bestimmt  px  v  ifcev 
Ihcke  und  9l  ihre  bnJbe  Hrr.tr  bei  dem  Punkte  .1 

Weil 


r  |  »in';       »in«    p«'uti,    «  ^iiitfi 


iel.  »•  Ut 


Aber 


V' 


r  i 
•im  * 


•it.- 


»Im 


%   4  e1 


%  I    •V—  ,  e- 
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# 

Lässt  man  nun  i  sich  der  Null  nähern,  so  nah  er  n 

cosi  und  V^I — ^sinf2 

sich  beide  der  Einheit  als  Grnnze.  Weil  aber  sinarrpeini  int,  an 
nähert  auch  a  sich  der  Null,  und  sindcoti  nähert  sich  folglich 
nach  dem  Obigen  der  Gränze 

f   J*2 


wobei  man  zu  beachten  hat,  das»  f*<l  ist.  Begeichnen  wir  nun 
die  Gränze,  welcher  r  sich  nähert,  wenn  t  sich  der  Null  nähert, 
durch  o,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar 


•=  ;Jr-=  f  


also 


23)     p  =  (l-fi)(ö  -f  £), 

oder,  wenn  wir 


24)    ,  =  £ 


setzen : 


25)    e=<l-~)(S  +  |»»=fr'-l)<|»  +  J). 
Weil  r=p+ö— r  ist,  so  ist  im  vorhergehenden  Falle 

r=P  +  ö-(l-».)(5  +  jf), 

i  rvin, l-.ill      .^i'**WK>  M  ;1  <h;'.  Orij**i  '  fSkjf 


oder 


OT)   r  =  ,*ö  +  (2-i)p 


27)   »  =  J+(2-,i>. 


'1 


Diese  .letzteren  Formeln  gelten  für  Linsen  von  obiger  Form,  wenn 
nur  die  ganz  nahe  bei  Fi§  einfallenden  Strahlen  nach  ihrem 
dritte  aus  der  Linse  mit  FH  parallel  werdeil  sollen. 
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Mir  l«icht*'*t#  ft*rerhnnr>?  Art  i.fMvn  r,  t,      ,  f, 

dt#  folgendes  Kurmtla  i«  gr»Uttrn: 


4  prnutUnui 
I  I 


1 


I 

»in  '  <"  »  «i 


clro  Rfr»**ir«  Wrrlfc  nimmt. 

Man  kann  «u«  b  n*»«  b  i-inrn  IloU*««  »i'kH  u  l»«»r**bn+*.  4»rr% 
wrl«brn  <li«  « r»r«trb<*t<«)rQ  fr  «rmrlii  auf  Ul~rii)r 
Korn  gelitte  bl  m  erden: 
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29) 


sina  =  psint; 


cos?  =^tcosa ,  tangö  =  (0  <  6  <  90°) ; 

* 

tangca  =?tangi; 

ösin(a  -f  a>)   

r  =  i  1  > 

2coso«in  tj  (a  -f  0)cos  ^  (a~ ö) 

t  —p  -J-  ö — r ; 

öcos  {  + 

cosocos  \  (0 —  a) 
Pi  ~P     7i— 9       1  2 
cosa        ein«        \    _  .  1 


usin  \       — «)  —  wl 


für 


 ^  , 

cosa  sin  ^(ö  +  a) 


Pi~P  =  fji-Q 
cosa  sina 


immer  den  grossten  Werth  genommen. 

Nach  Fresnel  wird  man,  um  die  Aberration  der  Strahlen 
möglichst  zu  beseitigen,  am  besten  r  und  r  für  i=0  nach  den 
Formeln  23)  und  26)  oder  25)  und  27),  und  für  den  äussersten 
Gränzuerth,  welchen  man  dem  Winkel  i  zu  geben  beabsichtigt, 
nach  den  Formeln  29)  suchen,  worauf  mah  zwischen  den  beiden 
auf  diese  Weise  gefundenen  VVerthen  von  r  und  ebenso  zwischen 
den  beiden  auf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  von  r  das  arith- 
metische Mittel  nimmt.  Dicke  und  Breite  der  Linse  am  Rand« 
wird  durch  px  und  q%  bestimmt,  welche  Grössen  nach  den  in  29) 
sich  findenden  Formeln  berechnet  werden. 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  ersten  Glieder  der  Reihe  be- 
stimmen, in  welche  sich 

ju.  (5  cosi  -f-  p  V  1 — fi^siru2 
r~"*~  "jitcose-r-sinöcott 

entwickeln  lässt. 
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Weil 

IlV   M* — »II»«* 


- 


bt.    Mi  int   fnr  i  =  ü  in  *inrr  hrkatmten  H#«cirhn<ing .  «»<«•* 
M-hrni  diia  drw  Ubiern  wi»«*n: 


Srtirn  «ir  nun  «Irr  Kürt«  «wn 

M  CM  il»4  f  /»\    1  a*»!!»!*. 


>«n  i.l  «ber.  «ir  man  triebt  lindrl 


/   »in"'  pilr 
l* 

-I 


U.«,  »*th  drw  Obig** 

<  .i  in  ro.i 

ffi*W  .  * 

t*  II 

1*1 


Digitized  by  Google 


273 

d.singcott 

ST 

Cosa— ^(l-frosoc^^^coscf^-f*8  


p  taog«cosi  ^  ^ <2fie0M  +  (p«-sma2)(l— 2f*cosa+f*») 
ferner  ist  , 

dQ  ...  d.sin0coti 

aj- + — 5T~* 

Für  t=0  ist 

(P)=tü>+Pt  (sinöcotO=j^,  (0)=!^; 

C8P^    n    ^&sin0coti-\    Ä   r"3<?^  n 

also  nach  dem  Obigen 
Weil 

(£>»•  ÖD- 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet :e 

Nun  erhält  man  aus  dem  Obigen  sogleich : 

&P  .  ppcosf  +  5  V* 1  —  p*sim* 

■ä?=  ^C0Sl  Vww  

.  .  9  |  upcost  +  5  Vl-fiVini*/ 

I — v  i-,w  !• 

woraus  sich  auf  der  Stelle 
ergiebt 

Theil  XIX.  19 
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CD-»  (?)=• 


d   i    MC*  tlrm  ObiXCD 


»Im 
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^  ^    (1  ~-2ftC0sa  ■+  fi*)cosc— psinc* 

(1  — 2fi  cosa + V 1 — 2ficosa  -f  fi2  v#«  -/ 

 ftsina   c2a 

(1  -f  ft*)cosa  —  fi(l  +  cosa2)  /^«"V 
(I^cosa+^Vl—  2f*cosa+£*  *  V<0 


also 


Daher  ist  oach  dem  Obigen : 

*  /^8V8in0cott-X  ft(l-fi)*  +  a3 


und  weil  nun 


ist,  so  ist 


Q=f*cosi  +  sin0coti 


.  P.tinfcotf 
^ä  =  -^osi+— p  , 


also 


V8i2-7~     ^     P      (1—/*)*  ' 

i  '  t  ili     lil<       .  >>iW£\\-  f.    Tl»J     iV.iÄ  *,.ltl     T  U 

d.  i.  ^l<t 


 (l— *>)» "  

i'itrj!  vib  T>jfooV  hi w ^fisnjiul  fjv»i;l-M 

. .'  .  »  ••  .  r>  iNrir;  H<'i*  .Ii..*.       i,>,j'»?!  '  i  ;/ir<*l 

Also  ist  nach  dem  Obigen : 


J~~  »(1-14)    ' 
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»f  hm  TheortfQ  Ut  «Ivo 


d-p)(«üf/»)    p»6»;l-.yi  -#i)(l»r):/»J. 

p       f  h  p" 


Wrrifi 


r  —  ■ 


M»Ul.       « rm«r  Mi*»i«t  t»ui  er»!  I^IUdtr.  die  ia  Iii»*«*  W  i 


Wir  ÄtiUrn  nun  »u  der  Itrwltnnitrne  der  t;U»rinf*  iW^iii 
wrlrke  d»  torkrf  be*tinmt»  »rttlrfe l.inM»  r<M*r«tr»ra  ■•■r«^ . 
»»llrn,   und  «ckt<krn  d*f  AufctUr.    «uf  tlrrr«  Aü0<>*mc  e»  fc*** 
b«i  %of«üttlirfc  ••ktMt«  wird,  di«  (olgrttdra  ftJlCr«tri**»  l^ii^r 

Iii  Ii*  «  LASAL  dir  %.r»rr    %4ifc<M».»e.  be-tM*. 

mittlrf«  s»d  #'  wir  drf  IrorfcUodr  w*fefc~<r 

di«  .Mr«»lrn  a«Mei»d»l.    Ilir*«  fuiMlrf*  |,»n»e  •«•M  »«•  n*«  »«inwf 
I»Ia** iiitfi*  rciÄff^nlf  |«c  ||  tfr<i;r**l>4~ft  ttridrn,  d«*r  d  l,ndn  Itrd  »4m 
fro  Kr**<1«**n  ••dl.    S^inr  tl«'h*  #7.  •«dl  k*«li«»1«".  et*  •  «rr 

I»mI^  cVV  drr  m.lflrrr«  |.*~  h  »rt«.  r«  Ii  »U* 

l'unkt        (*f  rk<rn  wird      |>r»rr   »»II       <  h  drf  f»anU  //    tat  fW» 
«fter  II  4i#  ikiI  J  od#ff  .1    flbef  W,  durik  dt*  l.our«  f.  V  t*»4 
/*  H  tfrgrh«-n  wn   di*  |,m»r   /.  I/,    dir   fufurli.  k  •         t< 4 * 

kr*  u|,  d«  m»d  ##  V  ceffbrn  «md  ,  «J.r  l>»«Ar  dr*  t\'»r»  W- 

»liw«»t  iHfili  die  brtd**  Kf|fWM«  1'otAlr  J»  Md  f  ►  ü  «•* 
et«  k»*«»b«<eA  t«***/*«*™  •  •tde«.   *cl*k*»  »•  fecxk*!««  ~> 
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dass  ein  von  dem  gegebenen  beachtenden  Punkte  F  ausgehender, 
gepen  die  Linie  FH  anter  einem  gegebenen  spitzen  Winkel  t  ge- 
neigter Strahl  bei  LM  zum  ersten  Male,  und  dann  bei  BC  zum 
zweiten  Male  so  gebrochen  wird,  dass  der  bei  BC  ausfahrende 
Strahl  der  Linie  FH  parallel  ist  Da  der  von  F  ausgehende,  unter 
dem  spitzen  AVinkel  i  gegen  FH  geneigte  Strahl  die  Linie  LM 
nnthwendig  selbst  treffen  muss,  so  ist  der  Winkel  t  offenbar 
nicht  ganz  willkührlicb,  indem,  wenn  wir 

ZCFL=ii,  4L  GFM=  t* 

«etzen,  jedenfalls 

«i  <i<H 

«ein  muss,  wo  die  Winkel  tj  and     mittelst  der  Formeln 


tangt,  =      ,  tang?a= 

leicht  bestimmt  werden  können.  Damit  aber  von  dem  bei  LM 
gebrochenen  Strahle,  was  offenbar  nüthtg  ist,  der  Kreisbogen  BC 
wirklich  getroffen  werde,  ist  es  erforderlich,  dass  von  dem  bei 
LM  gebrochenen  Strahle  die  Linie  AB  wirklich  getroffen  werde. 
Nun  hat  man  aber,  wenn  a  den  Brechungswinkel  bei  LM  be- 
zeichnet, wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Gleichung 

sina  =  fisini, 

mittelst  welcher  Gleichung  «,  wenn  t*  gegeben  ist,  leicht  gefun- 
den werden  kann.  Die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem  die 
Linie  AB  von  dem  bei  LM  gebrochenen  Strahle  getroffen  wird, 
von  der  Linie  FH  ist 

FG .  tangi  +  BM.  tanga , 

und  der  Winkel  i  also  der  Bedingung 

FG.tang?  +  tfJlf.tang«  <  GM 

unterworfen,  oder  der  grünste  Werth,  welchen  i  haben  kann,  den 
wir  durch  t',  den  entsprechenden  Brechungswinkel  durch  a'  be- 
zeichnen wollen,  muss  aus  der  Gleichung 

• 

FG.tangi'  +  BM.tsMga*=  GM, 

d.  i.,  weil 

sine'  =  psint',     cosa'= 1  —  ftVini'* 
ist,  aus  der  Gleichung 
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i>r«Timmi  wernrn.    eine  i»irirTiuti{j .    oir  »u  n  uurrn  rtn 

mnffn  Weht  auftUen  lleat.  Hat  man  auf  dleau  Wetu*  f 

ao  1*1  f  der  Bedingung 


wir  «Ilm  vorhergehenden  Bedii 
»prfwheti ,   •©  w  ird  der  au  rouetruirende  l»te*nnff  tu«  der  I 
/fl'.lf/j  hmrbrirhrii .   indriii   man   »ich  dt«  ffjfifr  I  ijf   V.  am 
Lim«  /*/#  herumdrehen  l:i«nt,    und  »o  wir  man  auf  «<w  »••»kei 
hmde  \\ri»e  xu  der  tnittloro  Lin«e  einen  c«aceotr»*fhru  f. 
ring   ronntruirrn   kann,    kann  nt4ii  natürlich  in  jedem  (•La»r?t 
einen  neuen,  denselben  c»nccntrt»<  h  utn^fhenden  ttlaariag 
ten,    mmm  einer  i«e«lerru  K.rlanter  ung  nitbt  bedarf.     L*     » b-a* , 
»her  werden  wir   nun  durch  dieae  vorläufigen 
luiiuJLaf  *u  der  (»tgnndeu  Aufgab*  geführt: 


X  reite  Jmfgmbf 

In  Fie.  V-  neten  der  Punkt  #*  ond  die  briden  Punkt« 
If  und  1    yffcbrn:    man  «oll  durch  dir  Punkte  Jt  • 
C  einen  kreiabngen   Äf  »  on  «olchrr  Ite  »e  h  a  fTea  b #  •• 
beiirbreibrn.  da««  ein  •««      in»|f  krmlrr,   cceeu  dt« 
I«  i  n  i  e  /'//  unter  dem  ffegrbenen  a  f » 1 1 1  e  n  Winkel  i  f* 
n  r  i  ff  t  e  r  Strahl  i  u  r  r  ■  t  bei  /«If  und  dann  bei  $14  »  «   ff  e 
b  r  o  r  b  e  a  wird,  d a ■  •  drr  letrte  ffrbrnrbene.  bei  au» 
fahrende  Sirabi  der  Linie  Hl  parallel  iel 


AuflGaung 

Wir  «•  odm  Jen  Punkt  #*  aU  den  Anfang,    die  l«iuJe  F$t  ad» 
,\r\%   |H»»iti«en  Theil  d*r  \\m  drr  ji  ein*'-  rr«  bt»« iitklif  n  \ 
naten«>  »lern*  drr   15  annehmen ,  in  Meierten  die  f>r»»(ii«*«  t  »* 
dYr»rl|.rn   Jwit*  drr    Air  der  x   hegm  »ollen,    auf  »ftk*«  •  — 
Wiakrl  t  lirjjt    Iii«  irre****  Urne  ##•  w*H»n  wir  dart  fc  m 
d»r     rl'-itkUJU     gegebr»«-»    f  <>or>li«*(4  11    drr   Punkte   H    »*d  g 
durvb  /.  7  und  /,  .  */,  a)  bctricbnn»    »Sind  tlaaa  (rraef  a\  .  •>»  uW 


•>  <««r« k«aaw«  mi  »Mb   K»a»  «ilUnbrlMb 
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Coordioaten  des  Punkte«,  in  welchem  die  Linie  LM  von  dem  von» 
F  ausgehenden ,  unter  dem  Winkel  t  gegen  die  Linie  FH  geneig- 
ten Strahle  getroffen  wird,  so  ist 

1)    Pi—P>  7i=ftangt 

und  pl9  0|  sind  daher  auch  bekannte  Grossen.  Ist  a  der  Bre- 
chungswinkel bei  LMf  so  ist 

2j  sincc^psint, 

und  wenn  nun  r  den  Ilaihmesser,  so  wie  x,  tf  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreisbogens  bezeichnen,  den  Halb- 
messer  r  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jeoachdem  die  con- 
cave  oder  convexe  Seite  des  gesuchten  Kreisbogens  von  dem  bei 
LM  gebrochenen  Strahle  getroffen  wird;  so  liefern  uns  anf  ganz 
ähnliche  Weise  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Bedingungen 
unserer  jetzigen  Aufgabe  die  folgenden  Gleichungen: 

3)     sinfl  ==(r-y>>in«-(n-o1)cos«> 

■ 

•  i 

den  Winkel  0  absolut  nie  grosser  als  00°  genommen;  und 


4) 


lft=cosa-cos(or+d)  (cosd— fi^"l—        ) , 


sinö2 
1* 


[0  =  sino-sin(a+6)  (cosö-^  1  -  ^ ) . 


Aus  diesen  beiden  letztern  Gleichungen  erhalten  wir  ganz  auf 
dieselbe  Art  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  zur  Bestimmung  des 
zwischen  —90°  und  +90°  liegenden  Winkels  6  die  Formel 

,  5)  tangfl=r^-, 

^       l — pcosa 

I 
■ 

oder,  weon  wir 

6)  cos  9  — /i  cosa 
setzen,  die  Formel 

•v  f*  sin  a 

7)  tang^-^-j  , 

2  sin  -2<p* 

mittelst  welcher  $  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann. 
Weil  nun  aber  der  gesuchte  Kreisbogen  durch  die  beiden  Punkte 
B  und  C  oder  (fg)  und  {fxgx)  gehen  soll,  so  haben  wir  noch  die 
Gleichungen: 
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* 


Itr-^M  («-?,)•  r»; 


welcbc,  i«  Verbindung  Mit  dt  ülflcbiinir  3),  cur 
drei  ■til>rLamit#n  UtMfn  r,  r,  o  bilimrbtn. 


I>urrh  Subtrartion  drr  (»leu  bungeo  W) 
wir  iq*5cdcr»t  die  (.Iciebuog 


wttrb*  Man  nncb.  wi*  Icicbt  erbdUf,  auf  die  beiden 


10) 


Ferner  lie.t  «ich  die  Urirbun*  3»  auf  eine  der 
dm   \rln»  *<i»J  rücken : 


Hl-D*tom  —     — o)coe«  ~/>l0«  —  <yt  -^)r«i  |rüi» 

<(f-/iVMM-^^^)«M«         -/;).«•-<•,-*)€«..  | 

MeUen  wir  nun  der  KOric  negen: 


Ii) 


— /Vim  ~<e,  7^*~« 
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F=A  +  B, 


&  =  ^-^)(/•-/i)co8«+(^y^I)8m«, 

sinö 


so  erhalten  wir  aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  10)  und  11) 
durch  Elimination  leicht: 

p— /==  F  +  Gr, 
16)  j 

und  daher  zur  Bestimmung  von  r  nach  8)  die  Gleichuug: 

17)     (F+CW+C^  +  GW««!*. 
Berechnen  wir  die  Hfllfswinkel  o>  und  ö  mittelst  der  Formeln: 

18)     tang»  =  £Ef ,    tangö  =  J^; 
so  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 


19) 


ferner 


20) 


und 


•21) 


_   (/;-/;  )cosa 

2cos(a  — e»)cosoi  ' 

^     _  (/Wi)8'"« 
1_<      k2cos(<* — a>)co8» 


sin  (et  —  o)  sincp 
#  =   (Pi—f)  co8(o—a))cosö ' 

«        /  sin(a  — ö)cosoi  , 

^  i  =— (Fi -/  )  C0g(o  _  W)  cosö  ' 


sinö  sin  t» 
cos(a— a>) 

sinßcos» 

Gi  =  — 


cos(«— «) 
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Ute  (»lairbaag  I?)  Riebt  l  ach  uebSriffer  Eatwtrketa»; 


r  i-f./;  ■ 

«bin 

Hat  mm  r  nltfelat  dleaer  Farn***! 
f .  t  »itteU  dar  Uricbu.,«.  16). 


.  f=/f  #  •  Hr. 

Vi)  ; 

Au  Ts  Abc  let  daber  Jetzt  vollAtlad tu  nul"f*lM*l. 

Im  Allg^mcinrn  Rtrht  e*  iwei  Aufl  «unf et ;  wctrbr  I 
wlblcn  bat.  mos«  la  jedem  Kall«  b<*«<widrr«  bestimmt  « 
>*dl  dl*  conrave  Seite  de*  lidgen*  I//'  von  d#m  bei 


DerWertb        r  IWI  »Ub  aacb  auf  f^lseod«  Art 

«) 

W-FHM\K\  •  *         •  «  <//  |/,/,Ml  -f.tV-rVv. 

I  — f.f.  -  f#,rV, 

\\a*  Hro<|iKl  dn  beiden  ta  dieser  Farve!  eelt»  ahnte»  Wenb* 
»aa  r  ial 

/  /  ♦  r%  *\ 

un<l  die«*»  bviilrn  Wrrfba  «i>a  r  babea  daber  gleich*  inier  ea>- 
Jtlr«h»  \ 


aefali»  «4et  r>«|j.  .  d  b  jr«*cbdem  dar  abeolate  Wettb  %~ 


»Inf 


kWiferf  aU   di»  I  iiibnt  Uf 
Ilrj*«<beea  wir  die  <  ««fdiealca  da»  IHiekle*  m  dei 
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BC,  wo  der  mit  FH  parallele  Strahl  ausfahrt,  durch  P,  Q,  und 
setzen  der  Karze  wegen 

25)     K  =  (r — pi)coa«  +  <n — ©,)sina ; 

Uf): 

Pz=. pt  -f-  (ÄC  +  rcoa0)cosa , 

26)  \ 

I  Q=9i  -f  (ÄL  +  rcosÖ)sina. 


Es  ist  nun  noch  nothig,  die  Natur  der  krummen  Fläche  ge- 
nauer kennen  zu  lernen ,  welche  von  dem  Kreisbogen  HC  in 
Fig.  9.  beschriehen  wird ,  wenn  sich  diese  ganze  Figur  um  die 
Linie  FH  herumdreht,  was  uns  zu  der  folgenden,  diese  Frage 
genügend  beantwortenden  Aufgabe  Cährt: 


Dritte  Aufgabe. 

In  Fig.  10.  sei  ABC 'D  ein  dem  aus  dem  Mittelpunkte 
O  mit  dem  Halbmesser  ÖC=r  b  es ch  riebenen  Kreise 
angehörendes  Kreissegment;  die  Linie  3IN  stehe  auf 
der  Linie  AB  senkrecht,  und  die  ganze  Figur  drehe 
sich  um  die  Linie  MN  herum:  man  soll  die  Gleichung 
der  Fläche  finden,  welche  bei  dieser  Drehung  von  dem 
Kreisbogen  AN  beschrieben  wird. 


Auflösung. 


In  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  derjryz,  dessen  Anfang 
der  Punkt  Mist,  sei  die  von  der  Linie  AB  bei  der  in  Rede  stehenden 
Drehung  beschriebene  Ebene  die  Ebene  der  xy;  MAset  der  positive 
Theil  der  Axe  der  x,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  werde 
so  angenommen,  dass  die  Richtung,  welche  man  verfolgt,  wenn 
man  sich  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  tf  hin  bewegt,  mit  der  Richtung  der  Drehung,  die  übrigens 
an  sich  ganz  willkuhrlich  ist,  übereinstimmt;  der  positive  Theil 
der  Axe  der  z  sei  die  Linie  MN.  Die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts O  des  Kreises,  welchem  das  Segment  AB  CD  angehört, 
in  dem  vorhergehenden  Coordinatensysteme  seien  at  h.  Sind  nun 
x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  krummen 


•)    M.  «.  meine  Optiachen  Untersuchungen.  Tbl.  II.  S.  13. 
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KU«be,  deren  (tleirbuntr,  wir  soeben,  na  bfanen  *ir  dm  aarb  eWr 
Art  drr  tnUtrbung  dir»er  Fl/.«  he  durrb  de«  in  Hede  •irH-twWm 
Punkt  (jrfi)  und  dir  l.inir  ,VA  offenbar  rinrn  drin  kr*»»**  .H  Ht- 
•    glrit  hm  krei»  celrit  drnkeo .  »oh'brn  wir  durrb  A'ftfkJ . 

nrn   Miftrl|»unkt   durrb  f>',  drn   drm  Punkte  t}  in   dmi  km** 
Ai"Hf.  enU|»rrchrn«lrn  Punkt  in  drm  KrrUe  /Tf"*//'rV  durrb 
brxricbnrn  wollrn.  Sind  nun  r.  D,  J  die  t  oordinatco  de«  P« 
O  .  m>  bab*n  «tir  offenbar  die  Gleirhun* 

lletrirhnen   nir   jrtil    den  von   der  Linie  mit  dem 

li«ru  Thrilr  drr  Air  der  f  rin$:r»chl«»**ei»rn  \\  inkrl,  imlrui 
dir»rn  W  inkrl  ton  ilrm  tH>sili«  rn  Tbrilr  drr  Ate  drr  X  an  Mfb 
drr  Itirhtung  drr  Drrhung  hin  «uu  0  Iii«  ^Mr"  j.ihlrn,  durrb  m. 
die  »ou  .V  naeb  der  Pr«;rrti«n  dm  Punkte«  (.ry:)  auf  drr  fj 
drr  jV  ff rinf^ar  errtdr  Linie  »her  durrb  o.   «o  Ut 


-)    '  ~  f  Coa«*  ,    jf  — 

Ebeo  m>  Irirbt  erbellrt,   d«««  für  nn  nruatnr-  u  mit 
umi  untrren  gruben  auf  etnaodrr 


r-:     mcom(»  |  HD,  »'  —  o»in(«f  W); 
für  ein  j»o»ifitr»  a  ebneren 

f  —  •  ro»fc> ,  ft^afcint» 

norm«        n  rr^icuf  .  In  «iHii^rr  .nurm»  iiinrn 

:\)    r-=t$r—m,    a  v-  e»inu» 
Ut    Weil  nun  offenbar 

1*1 ,  fto  Ut  Dach  '1:  : 

-f      \  -1'  ,  ,Vr«m,    9-\  -I1  |  ■  «.•in*. 
a!<m>  aa«b  .1;  dunb  Umt.uii; 

4)  "  °~  U 


^  *btb*  b  »•! 
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also 

und  weil  nun  offenbar  }=b  ist,  so  ist  nach  1)  die  gesuchte  Glei- 
chung unserer  krummen  Flüche: 

6)   (** +y2)0  -  w--°--J*  +  (•- *)2  =  r* 

V     + jr 

oder 

7)   ( V  x* + y2  —  n)2  +  (r  —  £)2  =  r» 

oder 

8)   a:a+^a  +  (z-6)«+na-ra=2aV^M:p, 

welche  Gleichung,  wenn  man  sie  rational  machen  wollte,  auf  eine 
Gleicbuug  des  vierten  Grades  führen  würde. 

Bezeichnen  wir  den  von  dem  Anfange  M  der  Coordinaten 
nach  dem  Punkte  (xyz)  gezogenen  Vector  durch  /?,  und  dessen 
spitzen  Neigungswinkel-gegen  die  Ebene  der  ./•//,  indem  man  diesen 
Neigungswinkel  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem 
R  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xy  liegt, 
durch  ü  ;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

o=  Vx*-\-  «*=:  /tcosw  ,    z  =  Äsinö. 
Also  hat  man  nach  7)  zwischen  R  und  ö  die  Gleichung: 


(tfcosö  —  a)2  +  (/isinö  -  6)2=  r2 


oder 

9)   (a—  /2cosü)2  +  (6  — tfsinö)*  =  r2. 

Diese  Gleichung  gieht  nach  gehöriger  Entuickelung: 

R?  -  2(acosö  -f  Äsinö)Ä  =  r2— o2— o2, 

und  wenn  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  /.' 
als  unbekannte  Grösse  auflöst,  mi  erhalt  man: 


10)    /£  =  acosG)  +  6 sind)  Jb  V  r* —  (a  sinG)  —  äcosw)2. 

Das  Product  der  beiden  in  dieser  Formel  enthaltenen  Werthe 
von  R  ist 


und  dir**»  Proditct  («I.  w*H 

-.«Mi« 

«od 

*0<>40,  d.  I.  .WO<r 

tat,  offenbar  negativ,  ao  da««  alao  dir  beiden  obigen  Wertba 
rV  «trla  eutKrgetigraeUtc  \  or*e»<hr«  baben.    Nctieu  wir  mb 

If    «c^i  Aiitiüf  V>-(a%inü-Aroau;«7 
Jf*  =  acoaü  f  Aainö-Vr*-<aati»o--*co.u,';" 

■vo  1*1 

'  *  • 

*V-#r=2V  r*  —  (u »tnw  —  6  coro  , 

und  «lihrr,   weil  oarb  de  n*<  Vor  barg  ab  enden  it4  und  ^f*  nlittf*- 
gaaetale  V  anrieben  hal>ra,    lf'  poaitiv  uod  #Y*   tirraliv.  Weal 
•ua  #V  •rincr  Nator  narb  nur  poaitit  «aia  Latin,  ao 
10)  daa  ollere  Zcicben  nchuirti.  alao 


II)    rV-=aca.ö  t  a.i.of  V>  -  (u.inu  -a 


Iva  kann  hiet  natOrtirb  aiebt  meine  Abatrhl  arl«,  «sieb  aaj/ 
daa  l'rakUaehe  «dar  Terbniatbe  bei  de«  JUi,  der  I, 
oder  aurb  awr  bat  dar  ue«  bani»<  heri  r'.innrblung  der 
»nparale.  drf  brat««  4'ooatr«jelioa  der  |«ani|>eo,  u.  »  «.  etoaal 
\'  ril  aber  da«  »rb»a  obrn  rrttjhnta  .Mr  moirf  aar  ua  aautea 
•  Vitra«  d'rrlairage  dea  pbar ra  j»«r  rreanel.  Paria, 
ifc'.'J.  trl«t  «-llen.  wmieatn»a  *«  bwer  m  erballeii  kat  .  aa 
aalbat  Harr  lleaa  daoaelbe  bat  «Irr 


gWubrlra  Ji* killt  gar  ui<  bl  gekannt  ««  babra  «rbrinf*}.  mm  aal 
irb  au«  dieaeai  treflKrbert  Memoire  In  IIa.  I.  irad  l"«g.  II.  dW 
deutln  be  /***' baung  dra  lieleocbtongtapfiarata  i  oa  Kfe*nrl  a»i» 
tbrilm,  indem  kb  b««erir.  daa«  dir  Tapir  elnr  gaaa  (Hurr.  amr 
«Wr  Maaa«»tab  %rrUni»rrt  ial ,    ao  daa*  dir  birr  gegrbror  /.etv». 
■nag   1       dar  wirklichen  t*r..»«r  l»t     Wegen  de«  r?«»%»ra  llevl- 
|M-bka«l  d»earr  £e«rboang  wird  riar  «u*fQbr(i<be  I  rti  uterang  Wtae 
a^tbig  um«,  uad  kb  begnüge  a»kb  dabrr  mri  dra 


la  a>r  In k Hfl  eV«  Harr«  llrit 
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wenigen  Bemerkungen  über  dieselbe.  Der  Apparat  ist  ein  Dreh- 
feuer, er  ist  achteckig,  und  enthält  demzufolge  acht  grössere 
und  acht  kleinere  Linsen ;  die  ersteren  sind  durch  L,  die  letzteren 
über  den  ersteren  befindlichen,  gegen  dieselben  unter  einem  ge- 
wissen Winkel  geneigten  Linsen  sind  durch  /  bezeichnet.  Der 
leuchtende  Punkt  für  alle  Linsen  ist  die  Flamme  F,  und  ftt  sind 
spiegelnde  Flächen,  welche,  gegen  die  kleineren  Linsen  unter 
einem  gewissen  leicht  zu  bestimmenden  Winkel  geneigt,  die  von 
den  kleineren  Linsen  ausgehenden  Strahlen  nach  horizontalen 
Richtungen  reflectiren.  Die  von  den  grösseren  Linsen  ausgehen* 
den  Strahlen  sind  durch  R,  die  von  den  kleineren  Linsen  aus- 

fehenden  Strahlen  durch  r  bezeichnet.  Zur  Herstellung  der 
lamme  dient  die  Lampe  FVH.  Da  das  Feuer  ein  Drehfeuer  ist, 
so  sind  noch  verschiedene,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche,  Vor 
richtungen  zur  Umdrehung  angebracht,  deren  genauere  Beschrei- 
bung nicht  hierher  gehört,  da  uns  hier  vorzugsweise  nur  das 
Optische  interessirt.  Das  angeführte  Memoire  von  Fresnel  wird, 
wenn  es  auch  über  die  optische  Theorie  der  Linsen  gar  nichts 
enthält,  doch  inmer  riicksichtlich  des  Praktischen  oder  Technischen, 
namentlich  auch  in  Beziehung  auf  die  Einrichtung  der  Lampen, 
wenn  dieselbe  auch  neuerlich  wohl  noch  mehrfach  verbessert  wor- 
den ist,  eine  Hauptquelle  bleiben,  und  darf  von  Keinem,  wer  fiir 
diesen  in  so  vielen  Beziehungen  höchst  wichtigen  Gegenstand  sich 
interessirt,  unbeachtet  gelassen  werden. 


IV. 

Das  dioptrische  Beleuc h tungssystem.  Secundärer 

Beleuchtangsap  parat. 

Bei  dem  vorher  kurz  beschriebenen  Fresnel'schen  Beleuchtungsappa- 
rate bilden  die  gegen  die  acht  grösseren  Polyzonal-Liosen  geneigten 
acht  kleineren  Polyzonal- Linsen  nebst  den  dazu  gehörenden  Spiegeln 
den  sekundären  Beleuch  tungsapparat,und  sind,  wie  ein  Jeder  von  selbst 
übersehen  haben  wird,  dazubestiromt,  diejenigen  Strahlen,  welche  von 
den  grösseren  Linsen  nicht  mehr  aufgenommen  werden,  aufzunehmen 
und  zur  Beleuchtung  zweckmässig  zu  verwenden,  also  alles  von 
der  Lampe  ausgehende  Licht  möglichst  zu  benutzen.  Statt  dieser 
Einrichtung  bedient  man  sich  als  secundäres  Beleucbtungssystem 
zu  demselben  Zwecke  jetzt  vielfach  gläserner  Ringe,  welche  durch 
Umdrehung  gewisser  krummliniger  Dreiecke  um  eine  bestimmte 
Axe  entstanden  sind,  und  nach  bestimmten  optischen  Principieu 
construirt  werden  müssen.  Ich  will  daher  jetzt  die  Theorie  die- 
ser Ringe  in  möglichster  Kürze  entwickeln,  und  zu  dem  Ende 
zuerst  die  folgende  Aufgabe  auflösen. 
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Erttt  Aufgabe. 

lo  Flu   II.  act  Jb\V  eine  graben*  gerade  Linie  ««4 
Fein  IfurMrodcr  Punkt  In  drreelhen.    Wenn  m« 
ein  vnn  f*  ati  *  sehend  rt ,   gegen  ,tr\V  an  t  e  r  d  e  m  W  i »  k  •  I 
(    nrnrigter    Strahl    i » I ,    *o  •    1 1  tuarjdaftgrradlinice 
Dreieck   Aftl'   der  limfalt  und   Lage  nach  •»  br»n« 
tuen,  da«»»,    wrtm  Art  .Strahl  /'4V  hei  in  fV  Aich  rMf 

fftbrorhrn,  hei  HC  In  II  nach  //7  r»  flertlrt,  und  br.  M 
In  ./  n«  rh  JA'  gebrochen  w  I  r  d .  d  ie  »S  t  r  a  b  I  r  n  67/,  HJ.  JA 
reepertite  den  hinten  A<\  All,  M\  parallel  »ind. 


A  uflüeung. 

L^—f-M  :_L_ 1    _  il»*,,  I  i    *  -  1    f  •    ~    ■  _ 

i  nun    una    hiti   i»rt  *  nuni;*«  infcrj    ip^i    »•    w ^ ■ 

Mir  duxrb  «  und  e>,  bezeichne» ,   der  KtaialUwuikel  and  der  |U*- 
t  bung»w  iakel  hei  ./  »ollen  dureb  tit  und  t*  beaetebneJ  wereV* 
n  ie  in  der  r'lgur  naher  angedeutet  w  orden  Ut    Hann  babee)  •» « 
lüde»  p  eeiae  frühere  Bedeutung  bebalt,  die  GUirbuaujeaj : 

nuaj  *  ■  aaine) ,    uiiiO|  -   fuMoo . 

Weil  narb  den  Bedingungen  der  Aufgabe  AUIU  ein  ParalteW 
graaam  tat,  »«  Ut 

^j?jr  «*>f«>  wtö,. 

alao  ej)=o(,  und  M  glich  wegen  der  obigen  t  »Jeir  bange*  au<* 
t»~^ü.  «braue  eich  ferner 

ergiebt.    Nun  Ut 

T     W  I  •  !       •K?"  t^lM^-a  f  v. 

aUo 

*>^*  -i—w».  *>-e»-w 

eia«*~    €•«<•-•).    eine*  =  -  eee<e>-a,l 
Wegaa  dar  f.lei<buug 

aia«,  ******* 

i.t  aW 

*    *  <  —  »c"*< »  —  • 
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Weil  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  JK  mit  JUN 
rallel  sein  soll,  so  ist 

und  ferner  ist 

dLBGF—  i  -9  +  I8O0; 
aUo  ist,  weil  nach  dem  Obigen  ^BGF^^LCJK  ist: 

^=1-9  +  180°, 

folglich 

9—^=29— i-180°, 


coa(9  —  ^)  =  -  coa(29— i) , 

und  daher  nach  dem  Obigen; 

co«(2<p  — 1)  =  —  ficos(9 — i) , 

mittelst  welcher  Gleichung  9  bestimmt  werden  kann.  Jedoch  wird 
diese  Gleichung  etwas  einfacher,  wenn  man  statt  des  Winkels  <p 
den  Winkel  co  als  unbekannte  Grosse  einfuhrt  Weil  nämlich  nach 
dem  Obigen 

9  =  90°+  w+i 

ist,  so  ist 

9-i=90°+ a>,  29-t=2o>+t  +  180°; 


cos(9— t)  =— sinco  ,   cos(2(p— 1)=— co#(2co+i) ; 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

cos(2a + i) =  —  psio  co . 

Führt  man  nun  noch  statt  i  den  Complementarwinkel  i  dieses 
Winkels  ein,  so  dass 

|=90°— i,  t=90°— i 

ist,  so  ist 

2»+t = 2a> — i + 90° ,   cos(2w+t) = — sin(2ß>- i) ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

8in(2co—  i)  =  psin». 
Tht.il  XIX.  20 


Mittel«!  du 

dcf  FormeJ 


i=fJO°  ~i 


berechnet  hat.  der  Winkel  a»  bestimmt  werden.    Hai  mau  aK*»  - 

ao  ergrhen  aich  a\  v  leicht  niitteUt  der  mm  dem  Obigen 
Formeln 

«,  =  <*>>  +  «»+i 


und  den  Winkel  JMC  erbalt  man  mitteUt  4er  Formel 

Weil  ferner  nach  dem  katoptriacben  «"»runclgrartrc  HC  grg*« 

ond  IrV  untrr  glri<  hen  \\  inkrln  grnrigt  mrtn  mim,  and  of am^f 
£BVU=-i f'JH  i»t.  4«  A1.IIJ  t\m  1'aralleiogramm  ,at     —  «»1 

offenbar   au«  h    ^AHVnz  jLAi B,    al«o   da«    Dreieck  AM  «** 
glrirtmrbenkligca  I  Dreieck ,  folglich  AH     A(\    Durch  den  W  imkn 
HM  an  der  Spitze  iet  daa  gleichschenklige  Die»«*«  k  ABC 
bar  der  GeatsJt  nach  «ollkommen  bratirarat,   und  die  W  »»Irl  9 
tnd  V  beatimmeu  »eine  Lage  gegen  die  Linie  Jf.V.  ao  das« 


letit  »ehon  alle«  Daalenlgc  br.timiaf  Ut.    «*»•  die  WtaJ~ 
UnBte.    Sirumt  man  aber  etwa  noch  die  Lagr  der  NptUf  A 
ae«  Dreieck*  ala  gegrben  an,  so  kann  man  dieselbe  aia  dr« 
lang  eine«  recht»*  ink Ilgen  t  *«»or  dinatr  na  vatrma  bctfachlr«.  «ie 
erste  Ale  der  grgebrnen  Linie  MM  parallel  iat;   und  mimuI 
dann    in  «lirarm  N\*trna  dir  po*4li«cn   rralett  t  oordtsatca 
der  linken  Seil«  bin.  die  p^titen  .«eilen  loordinale.  «a«  h 
bin;    ao  aiad  in  dirarm  i  oor«lmaten»\ ilrm«  iu<l  «Irm  A«U»c« 
wenn  wir,   indem  L  eine  beliebige  Lange  beicichoel .  AB 
*a  L  ael  xen  : 


ton  ff:     Lro*a>  .    /.ain«  . 
die  Cemrdinaten  «an  C:     /.coaV .  /-inv; 

mitteUt   welcher   Formeln   die  La-«   der  Spillen  Ä  o«a!  T 
fi«icWbenkbgen  Dreieck«  .!/*<  tor  jede  tarUfci»*«  Line«  L 
ner  glen  hrn  Schenkel   I«  tebt  bcattmmt  wrrdrn  kann,    »esm  «W 
l»age   drr  Spitre  A  ala  gerrhrn  atigmomtom  wird     S.e-d  »>  r 
die  t  oordinatr«  der  Spttre  .1  In  einem  briiebigrn  dem  «o-rf1 

>t«orJinalet»-S>.temr.  ao  aiiut  indirsemS«, 


ton  B      p>  |  Lr««*  .   v  ♦  LaU»  . 
die  (  WdinAten  ««an  Vi      y  |  £r«*v .    e  f  #.*t»«? 
\Bra  kommt  Lei  der  « of hergehenden  Kechnung  a«f  eW  Aar 
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8in(2w  — i)=fi8inw 

an.  Man  kann  diese  Gleichung  zweckmässig  durch  Näherung  auf- 
lösen, was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf.  Entwickelt 
man  dieselbe  aber  gehurig,  so  kommt  man  auf  eine  Gleichung 
des  vierten  Grades,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.  Es  ist  nämlich 

8in2cocosi  —  cos2a>sini = psin  cd  , 

also 

Ssinacosocost  — -  (l-^sinu^sinirzpsino) , 
und  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  tt=sino>  setzen: 

2cosU  VT=ü*  -  sinifl— 2n*)  =  *m 

oder 

2cosi.ti  VT^rr  ftti  +  sini.(l-2tt«) ; 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 

4cosi*.M4(l— ti*)  =^V-fsini».(l— 4ti*+4«4) +2,«intti(l-2ii») , 

und,  wenn  man  nun  diese  Gleichung  gehörig  nach  Potenzen  von 
u  ordnet: 

0  =  sini»+2f4sioU+(;AI-.48ini»-4cosi*)i**         .  / 
— 4psinius + 4(sinia  +  cosi^u4 , 

also 

Au*  —  4psini.tt*  -f-  (p*— 4)te*  +  2psini.ii  -f  sint*=0 

oder 

ii*-,*süh.«»  +  ^ini«  +  \  sini»=0 . 

Für  i=0  erhält  man  a=0  und 


wo 


0<l_jfl«<l 

ist,  da  bekanntlich  ft<l  ist. 

Für  i=90°,  sint  =  l,  bringt  man  die  Gleichung  leicht  auf  die 
Form 
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1   I  - 


H _vi9 
6 


IUI  mm  fOr  ir^nH  .inm  Hrrtb  ron  I  dm  cn 


lUt  min  fOr  irpH  *t 


,  und  \U*t  dm  I  <*•«  klein«  VtflmJtnwK  *4 
im  leicht  dU  «ot»pr*  h^mlo  UcirM  Y#ftrt.<irruQf  * 


*i*»+fe)-<i  +  a)i^,»«*  +  *») 

onj  folglich  hihrturi|;«*elfM>,  «ftl  man  HrH;il*d#r*  »t«»fc»4 

dm  ib  U«<u{  *af  rt  ■•4  der  rrnUtt  Ordmtf-f  tmA 
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co»(2«— i) .  (2to-di)=  pcosod» , 

woraus  sich 

-  eos(2a>— i)  _ 

0Ä  =  2  008(20,-0-008«,^ 

ergiebt  Dieser  Formel  kann  man  sieb  bei  Berechnung  einer  Tafel 
der,  verschiedenen  Werthen  von  i  entsprechenden  werthe  von  co 
mit  Vortheil  bedienen.  Die  Berechnung  einer  solchen  Tafel 
scheint  wünschenswerth  nnd  eine  dankenswerthe  Aufgabe  fär  einen 
Rechner  zu  sein;  einen  Anfang  findet  man  in  der  angeführten 
Schrift  von  Hess  S.  61.  Am  besten  wird  man  eine  solche  Tafel 
von  1=0  bis  i=  90°  berechnen.  Für  diese  beiden  Gränzwerthe 
von  i  kann  man  nach  dem  Obigen  die  entsprechenden  Werthe  von 
cd  genau  berechnen,  Geht  man  von  t  =  G  aus,  nnd  bedient  sich 
der  obigen  Näherungsformeln,  so  raus«  fär  i=90°  der  durch  die 
Näherung  gefundene  Werth  von  to  mit  dem  Im  Voraus  berechneten 
genauen  Werthe  übereinstimmen,  wenn  die  Näberungsrecbnung 
genau  geführt  war. 


»i   iii  n j 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Gestalt  nnd  Läse  des  Dreiecks 
ABC  bestimmt,  so  ist  klar,  dass  alle  unter  dem  Winkel  i*  gegen 
die  gegebene  Linie  MN  geneigten,  auf  AB  fallenden  Strah(en  nach 
ihrem  Austreten  bei  AC  der  Linie  MN  parallel  werden,  was 
durch  Fig.  12.  näher  erläutert  und  gewiss  völlig  deutlich  gemacht 
werden  wird*  Konnte  man  also  annehmen,  dass  alle  auf  AB  fal- 
lenden, von  dem  leuchtenden  Punkte  F  (Fig.  11.)  ausgehenden 
Strahlen  unter  einander  parallel  wären,  so  würde  man  durch  Dre- 
hung des  Dreiecks  ABC  um  eine  in  F  auf  MN  senkrecht  ste- 
hende Axe  einen  Ring  erhalten,  durch  den  alle  von  F  ausgehende 
Strahleu  nach  zweimaliger  Refraction  und  zwischen  diesen  beiden 
Refractionen  liegender  einmaliger  Reflexion  in  eine  mit  der  bei 
der  in  Rede  stehenden  Drehung  von  der  Linie  MN  beschriebenen 
Ebene  parallele  Lage  gebracht  werden.  Weil  sich  aber  die  pa- 
rallele Lage  der  AB  treffenden,  von  F  ausgehenden  Strahlen 
nicht  in  aller  Strenge,  —  wegen  der  Kleinheit  von  AB  nur  nähe- 
rungs weise,  —  annehmen  lässt,  so  erfordert  diese  Convergenz 
der  Strahlen  nach  F  hin  eine  Art  von  Correction  der  Gestalt  des 
Dreiecks  ABC,  die  man  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Seite 
BC  desselben  nicht  geradlinig  macht,  sondern  nach  einem  Kreis- 
bogen krümmt,  wodurch  zugleich,  wie  wir  nachher  sehen  werden, 
die  Gleichheit  der  Seiten  AB  und  AC  verloren  geht.  Wie  nun 
dieser  Kreisbogen  bestimmt  werden  muss,  wollen  wir  jetzt  zeigen, 
indem  wir  dabei  die  Länge  der  Seite  AC=L  als  gegeben,  und 
überhaupt  die  Lage  des  Dreiecks  ABC,  so  wie  auch  dessen 
Winkel  BAC,  als  nach  dem  Vorhergebenden  schon  vollkommen 
bestimmt  annehmen. 

•  f 
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Wir  wollen  uti«  ruertt  in  r*ig  13  ,tcei  «Irr  Linie  Jf.V  . 
Strahlen  JK  und  J,  A,  denken,  «on  denen  der  •rotere  Jh 
dem  unendlich  nahe  bei  f"  in  /fr"  liegenden  Punkte  J,  der  let#*rr* 
«on  dem  unendlich  nahe  bei  .1  in  AC  liegenden  Punkte  Jt  a«a> 
fehl.  Ilie  dieaen  Strahlen  entsprechenden  gebrochenen  StrabW« 
JO  «nd  V,  //  sind  bekanntlich  beide  der  Linie  AH  parallel  Da* 
Sirahl  Jl>  eent  ron  dem  Punkte  II  in  /ff*  au«,  der  entaprech'-e-:* 
rclWtirte  «Strahl  Ut  der  Linie  AC  parallel,  und  die  den  tu»  aVa 
beiden  reüectirteu  «Strahlen  bei  //  etnt:c«chle«senen  Winkel  bifion 
Linie  ißO  nicht  in  Ü  auf  der  Linie  HC  aenkrr«hL  lr~ 


.Strahl  JM%  aoll  jetrt  ferner  *«n  einem  nun  I  au«ce 
in  dem  Punkte  /?,  tretenden  und  in  //,  nach  //,  hx 


«Strahle  /',//,  in  dem  Punkte  />.  nn  getroffen  ««erden,  dann, 
man  den  Winkel  Bxll^j*  durch  die  Linie  />,  O  halbirt.  di-  »•<  h  »'s 
neb  neidenden  Linien  /JOund  />,  O,  odef.  wnn  daeaeJbe  iei.  das  W 


Ülllß,  und  o/;,  />  rinander  glei<  h  aind  Benrhreibl  man  d*aauma  U 
aU  Mittelpunkt  mit  Oh-  0/>,  aln 


die  Punkte  /v 

und  />,  einen  Kreisbogen,   und  denkt  »ich  nur  immer  die  PemaUa 
Ii  un«l  Ii.,  wie  ea  erforderlich  ist,  uneodlirh  naht«  reepeettte  W 
AC  und  Iii.  ao  ««ird  jedenfalls  das  theilweise  krummlinige  Dreamra 
ADIßt  wenigstens  mit  grn*aer  Annäherung  die  I  ige« «c halt 
da»a  alle  «un   /'  attagehenden,   nicht  genau  ein 
«Strahlen,  nachdem  aie  in  dem  Dreiecke  eine  «»«eii 
•nd  eine  iw  lachen  dieaen  beiden  lielractinnen  atatttindrnde  r*m 
lige  Hefleiinn  erlitten  haben,    sulelit   nach   mit   .hf.V  paraüetV» 
IL«  Mengen  nua  dem  in  llrde  atehenden  Dreiecke  ausfahren  A<aa 
dieaen  ««.rUufigen  lletracblungen  ergiebl  aich  nun  nehr  letcmt. 
die  Ii«*  Stimmung  de«  in  Hede  atebenden.  theilweta« 
Dreaecka  lediglich  auf  die 


/•cn/e  Aufgabe 

In  dar  Seite  AB  (Hg.  14)  de.  nach  de«  Verberg 
•enden   der  fteatalt  und  Lage  nach  achon  rell.t  lad.  g 
bestimmten  geradlinigen  m  Ii  m  \%  %<  henkligen  Dretecka 
AltC,    «•      AB  -  AC     I.   eine  gegebene  t»rö««e  lat.  «at4 
man    einen   Punkt  Bt    «on   aulrher  Lage   bestimm  e« . 
da»«,  «renn  man  den  «on  AHt  und  dem  flKcr  Ht  hinina 
•  •rllngerten,    dem    einfallenden     Strahle    CBt  eet 
aprerhanden   gebrochenen  Strahle   HtC.  eingeaebleaae 
nen  Winkel  durch  die  Linie  BtO  halbirt.  uad  ia  C  a«f 
ISC  daa  Perpendikel   CO   errichtet,  der  Durchschaute 
Punkt  O  dar  beiden  Linien  rV,  O  und  i  O  %  »n  dea  b  e  *d  *  « 
Punkten  /f,  und  f  gleit b  *  eit  entterat  ist  s-dasaiT. 
beiden  Linien  /i.O  und  CfJ  ala«  einander  gleich  amd 

Auflösung 

«.ird   bei  der  AmVm.ng  dieser  Aufgabe  aich  am 
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sich  nämlich  noch  die  Linie  BXC  gezogen,  so  ist 

<£OB1C=^OCBl 

die  zu  erfüllende  ßedingungsgleichung.  Man  nehme  nnn  ABX 
willkührlich  an,  dann  kennt  man  in  dem  Dreiecke  ABtC  die 
Seiten  ABX ,  AC=^L  und  den  eingeschlossenen  Winkel  BXAC 
=  <£BACt  und  kann  also  die  übrigen  Stöcke  dieses  Dreiecks  be- 
rechnen. Also  kann  man  jetzt  den  Winkel  OCBi  finden,  weif 
offenbar,  da  CO  auf  BC  senkrecht  steht, 

AOCBx  =90°— £ACB\Z.ACBX 

ist,  und  die  Winkel  ACB  und  ACBV  nach  dem  Vorhergehenden 
bekannt  sind.  Die  Linie  AF  ist  jederzeit  als  bekannt  anzusehen, 
weil  die  Punkte  F  und  A  gegeben  sind,  und  ferner  ist 

^BxAF=i-<p+lW>;  V  V 

also  kann  man  aus  den  Seiten  ABX,  AF  und  dem  eingeschlosse- 
nen Winkel  BXAF  alle  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  ABiF, 
folglich  auch  den  Winkel  BBXF  berechnen.  Die  Ergänzung  die- 
ses letzteren  Winkels  zu  90°  ist  der  Einfallswinkel  des  Strahls 
FBi  bei  BXf  aus  welchem  sich  mittelst  des  dioptrischen  Grund- 
gesetzes auch  leicht  der  entsprechende  Brechungswinkel  finden 
lässt.  Addirt  man  zu  diesem  Brechungswinkel  90°,  so  erhält  mau 
den  Winkel  BBXE  und  kann  nun  den  Winkel  OBxC  berechnen, 
weil  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

^OBxC=^ABxC+l^BBxE  .  " 

ist  Man  kennt  also  jetzt  die  Winkel  OCBx  und  OBxC,  und 
kann  nun  prüfen,  ob  die  Bedingungsgleichung 

^OBxC=^.OCBl  * 

erfallt  ist.  Findet  sich  diese  Gleichung  genau  erfüllt,  so  ist  ABt 
richtig  angenommen;  im  entgegengesetzten  Falle  muss  man  ABX 
so  lange  verbessern,  bis  die  in  Rede  stehende  Bedingungsglei- 
chung genau  erfüllt  wird,  wonach  man  dann  den  richtigen  Werth 
von  ABX  gefunden  bat 

Hat  man  auf  diese  Weise  ABX  gefunden,  und  also  na- 
turlich zu  gleicher  Zeit  auch  BXC  und  ^.OBxC=^OCBx  be- 
stimmt, so  erhält  man  die  Halbmesser  BxO=CO  mittelst  der 
Formel 

B*0=zCO  =  i~co*OBxC  ' 
Sind  wie  früher  p,  q  die  Coordinaten  von  A,  so  sind: 

die  Coordinaten  von  Bx'.p  +  ABX  . cos^p,  o/  -f~  ABx*&iTi(pi 
die  Coordinaten  von   dp  +  AC. coaty,  q  +  AC.siüty 

Denkt  man  sich  von  Bx  auf  das  Perpendikel  BXQ  gefallt, 
und  durch  O  mit  MN  die  Parallele  OQ  gezogen,  so  kann  man 
den  Winkel  OBxQ  leicht  berechnen,  weil 
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^OBtQ=^ABt  Q  \AABX  C-<LQB%C 

int,  die  Winkel  ABX(.'  und  O /*,♦**  n\>rr  glrlcbfatU  au*  drin 
bekannt  im  od.   Hat  man  aber  2LOBxQ,  eo  kennt  man  aueb 

ßxQ=Bl0.cm*OBlQ ,  (JQz=HiO.*\mUBlQ 

■od  kann  nun  nun  den  echoe  bekan(rn  (  oordinateu  »en  /V, 
den  Linien  B,Q  und  OQ  nfenbar  immer  auch  Inchl  die  t' 
i>*l«u 

Bxf  berechnen  f  wen  «inef  n  eiteren  Lflaeturong  uirbt 

Dan  theil«reine  krummlinige  Dreieck  ABtC  iet  jetat  nlee  an* 
Lotumre  be«(<iuint,  und  den  entaprectacndeii  («laaring  rr  halt  una* 
wieder  mw  oben,  wenn  men  dieaca  Dreieck  aicb  um  eine  m  #*  aaJ 
Jb\Y  «enkreeht  «lebende  Am  drehen  lannt. 

Mehrere  «wlcher  (ila»rint,e  werden  nun  10  einer  Art  »on  kop»f*4 
mit  einander  leretnlgt,  bei  drren  Anordnung  men  im  Mlc»mm  wm 
nach  dan  folgenden  Princinlcn  lertabren  mnu     In  r lg.  13  «4em» 
eine  Hauptlm««  ror  und  f*  aci  der  leuchtende  Punkt,  e> 
dnrrb        gebende  Linie  .IrW  ulehe  nnf  nenkr«cht;    ««»  b*: 


man  die  Spitt«  A  de«  drn  eratrn  obrrn  (tlanrtpg  br*<  br«iben*nV  - 
thrilweiae  knrmmliniren  Dreteeka  AMC  In  den  Punkt  *4ee 
wenigen«  nabe  an  diesen  Punkt  iu  leten.  Int  nun  nach  oV* 
vorhergehenden  Anleitung  diene«  Dreieck  tetlatandig  der  tieetn* 
und  Lam  nach  bestimmt  und  da<lt>r<  h  i»rh»"»rie  fe»ttrir gl,  mm  i«4« 
min  dia  Linie  FB  und  dnrrb  f"  ein«  Parallel«  mit  der  Linie  JfA  , 


erbnriden  aicb  nun  diene  beiden  Linien,  gehörig  »erUagert.  in  Ax. 
eo  kommt  in  dienen  Punkt  die  S|»itae  Ax  d«a  iweiten  Drewer** 
AXBX(\  tu  liegen,  welchen  nun  ferner  auf  «beliebe  Weine  ait  4mm 
er«t«  |>rcieeh  ABU  beatlmmt  wird.  Hierauf  aiebe  aann  diu  Li**« 
k'Bx  «od  dnrrb  t \  eine  Parallele  mit  der  Linie  Jf,Y,  «e  beut 


der  lion  h*f  hnttUounkf  At  diea«t  beiden  Linien  die  I  ngo  «V» 
Mpttre  .L  den  dritten  Dreieck«  ,A^B^\,  welche«  arme«  «ieeV« 
nof  d.caclb*   Art   nie  dna  «rat«»    Irreiet  k    ABV  bestimmt  -ned 


Wie  man  auf  diene  Art  weiter  geben,  und  die  Könnet 
beliebigen  Aniabl  tan  (ila«ringrn  aeaammen«ct«nn  Venn,  int  hin*, 
an  wie  aicb  nueb  loe  ar|b*t  %  ersteht,  da««  ntnn  eine  abt».  :*reW 
Kuppel  unter baib  von  den  HeuptJianeu  LLy  anordnen  bann,  «Wi 
der  die  au  er  lullen  den  lledMigungeu  t»n  den  bei  de*  «aarven 
Keppel  in  erfüllenden  liedtngvwgcu  niibt  weocetJirh  Terachnaeo 
»iad.  und  nur  durch  die  mrrkaniatbe  Linrirbtaug  drn  ganaen  Jka> 
|»arata  rimgrrmannaen  modticirt  »rrden  kennen. 

Dir»*  mrrbaniar  ben  ('inviebtnnc^n  «nt«r  au  baaiirrrban .  tmi 
«ibnr,    ni«  *rb»n  mch'rnata  ermnrrt  M»rdrn  i*| .    nitbt  der 
di  Abbandtvng.   *»rl«br  |rdi^f»rb  dl«  Tb»*«*rir  dra  •♦traft«' 

«.|itt..brn  TbnU  der  l««r  Lrucbtlbarmn  br.drnrnlen  IUI 
apparatr  in  ■  Ao«e  an  faa*«n  brab»»« bf ijt*  IVlier  all««  Ter( 
bi»dr<  man  getmsrndn  An*knn(t  in  d#r  anf  rfubftee .  ha  4|ttn 
lirnebnng  an  e<si»iVbl««dce  Scbrill  «nn  M«aa,  »ad  n»  \tat 
St««  «nanu  a  rWnialla  aebun  nbeo  nngefAbrlrn  Werk«  Cbee  «Vn 
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De  l'expression  goniometriqne  des  racines 
de  l'eqnation  da  4ieme  defre. 

Par 

M.  E.  G.  Björling 

A  We.terat  en  Suede. 

(Extrait  de  l'apercu  des  Transactions  de  l'Acad.  des 
sciences  de  Stockholm,  Seance  du  13.  Nov.  1850.)» 


J'ai  montrt,  dans  une  communicatton  du  9.  Oct.  passe4),  que 
l'expression  gonionietrique  des  racines  de  l'equation  du  3.  degre 
dans  le  „casus  irreductibilis"  s'adapte  en  effet  nettement 
aux  racines  dans  tous  les  cas,  et  menie  que  Ton  peut  la  deriver  de 
l'equation  d'une  maniere  la  plus  directe  et  la  plus  simple.  II  m'a 
interesse"  d'examiner,  si  quelque  chose  d'analogue  serait  a  obte- 
nir  ä  l'egard  de  l'equation  du  4.  degre.  Et  quoique  (comme  il 
etait  facile  de  pr^voir)  aucune  analogie  complete  ne  peut  avoir 
Heu  entre  le  niode  de  Solution  des  equations  de  ces  deux  de* 
gres-lä,  cette  recherche  a  pourtant  conduit  ä  une  metbode,  ä  ce 
que  je  sais,  tout  ä-fait  nouvelle  de  resoudre  l'equation  du  4.  de- 
gre, methode  qui  ne  sera  peut- et re  sans  interet  en  g4ne>al,  et 
qui,  de  plus,  aans  un  cas  tres  etendu  conduit  directement  ä  une 
expression  algebrique  tres  •  simple  des  racines.  —  Afin  de  me 
frayer  le  chemin  au  but  deVire,  je  faisais  d'abord  l'essai  de  l'e- 
quation du  2.  degre*,  en  prevoyant  (comme  il  etait  naturel)  qu'il 
exista  necessairentent  une  veritable  analogie  entre  le  mode  de  So- 
lution des  Equations  de  cc  degre"  et  celui  des  equations  du  4.  de- 
gre. C'est  pourquoi  je  vais  aussi  presenter  ici  la  chose  en 
märne  ordre. 


*)  M.  •.  Heft  2.  S.  228. 
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{.  I.   L'tqaetio»  du  2U*e  de*** 

Alm  de  r*«o«dre  l'r^uation 
(I)  i'-axf^O.    (i  ^Uot  pu  0), 

oh  pru( ,  rn  mrtiarit 

rh*rrk#r  totite*  I»«  ««leur«  dt>  ylanft  <|ui  •»titfont  a  I  e<|  •»(»*«• 

y*«Uvz— o«»intcoc: -|  AcftÄ-  0. 
*m  Inf n  i  cti  |*"*sfit 

(3)  j»  -  6  ,  ou  platdl  y  s  V* , 

rkercbcr  lonte«  lee  ttleure  de  t.  q«i  MtU(o«<  i  l'equtlo« 

»='  et  6  .u»2i 

o*  (e«  »oh».  »i  o  erat  pMr  0)  ft  le^ö.tio« 

Pmr  mn^^tirnt.  !«••  rarinr«  de  lV«|«at»*»n  prapfterr  fte 
»)  Tu«  cirept«  I«!  ca«  dr  *     0)  »•  trouv  ent  compritr*  d**«  I« 
Brcopd  m«mlire  de  U  formal« 

fto,  ce  tpl  re»*«it  «e  mrm^.  e«  vrrte  de  U  reftetlee 

("»  i*  ~  ' -.,„,  -  ■ 
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(7)  *=!  db  S'4'~6' 

quy  auwste,  comrae  on  sait,  convient  4galement  au  cag  sp6- 

t 

* 

$.  2.   L'equation  du  4ieme  degre. 

•  > 

1.   Afin  de  r^soudre  l'equation 

(8)         j^+ar8+^a+ca;+rf=0,  (d  n'<*tant  pas  =0), 

on  peut,  en  faisant  usage  encore  ici  de  la  po*ition  (2)  ci-dessus, 
chercber  toutes  les  valeurs  de  ytangz  qui  satisfont  ä  l'equation 

y*sin4z+fly»slnsxcosx  +  ^«»xcos*: +cysln2Cos*r  +  tfcos4x=0, 

ou,  en  vertu  des  relations 

sin4z  =  sin*r  —  sinaxcosa2 , 

C084Z  =  C08«J-8in*2C0S«2, 

ä  l'equation 

y»8iB*r  +  ay8sin»xcosj  -  (y4— +  rf)sin*rco8»x  +  cysioxcos'z 

+  <*C08*Z  =  0, 

ou  bien>  en  posant  y=  une  des  raciues  de  lequation 

(9)  tf=d, 

chercber  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  z  qui  satisfoot  a 
l'equation 

y*  +  ayVm'xcosx--^2— %siD*icos*z  -f  csiuicos'x  =  0 
ou,  ce  qui  revient  au  raeme, 

(10)  %sin^i— 2(ay  Vin*2+cco82x)sin2x  =  iyz . 
Maintenant ,  s  i  To  n  a v  a  i  t 

(11)  c=ay», 
puisqu  alors  l'equation  precedente  (10)  se  reduirait  ä 

(12)  (2y*-6)sin*2x — 2aysin2x = ly* , 

il  est  evident  qu  alors  on  parviendrait  aisement  ä  1a  fin  proposee 
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Au  raate.  ammt  ccttc  coudt(i»n  (11)  »<> 
La  famaJ«  (V),  4 


*a  coa^t  aiaarocnt  uu  dl*  peat  a*ra  rcwalia  taataa  laa  lata  <art 
cslate,  aatra  Im  caaJBriaata  da  Itaaatiaa  prapoaa*.  U  rwUtm* 

(13)  c«-a*a\ 

■ 

Ea  «fH,  aulraat  qac  <•  Mit  =  *%  if  oa  ~-aV«\  II  aaAra  #»t- 
deamaat  dadopter  U  poaitkm  f  r.yrf  aa  U  poailiaa  as=i*at 

Päc  foM«jon»l ,  Ira  racinc«  de  t'rtpiaüon  pri>t>«>i>re  (H),  daat 
I«  ca»  pari  im licr  (13),  auot  comprtaaa  dan«  Ic  2.  m<-rabrr 


* 


(14)  «  e<»»t  ay^  •■  =  IV*\    atmant  «|«r  < 

«Hl 


et 


;  drpi^nAot  (pouf  abreger)  t'eijireftftinn  cmrf*W 


rompraad    tollte*    le«    1  al«ara   COff r«potnlanlr#  Jr  j, 

prapraa  a  »*r,aer  Iraualtaa  (Ii),  c'eal  a  du«,  aai 
mn*  ai  loa  rxreple  U  raa  alaRalirr 

rl,  par  »aite,  all««  «eraat.  «a  lart*  da  la  raiallaa  (ö),  Wa  aaaa?* 
•vi»  aale«: 

aa.  ra  a,ai  reiieal  aa  mime, 

(i:j 

*•%•**  4  V    /.}     41    I  M«  \  4  V    A  1» 


(u«*4r,    I«   n.rxna  Je«  drtit  »r 
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Aareste,  II  estaise  de  verifiermaintenant,  qu'en  effet  cette  derniere 
expression  des  racines  convient  egalement  an  cas  roeme  sin- 
gutier  (15)*). 

2.  Lorsque,  au  contraire,  la  relation  (13)  n'existe  pas  entre 
les  coefficients  de  lequation  proposee  (8),  H  est  toujour  possible 
de  la  transformer  eo  une  autre  iquation  de  mime  degre  dont  lea 
coefficients  remplissent  cette  condition  (15).  Car,  en  posant  dana 
l  equation  (8) 

eile  se  reduit  ä 


+  a 

+  3atf 

+3ai»* 

+  au*  i 

+  6 

-f&tt*  | 

+  c 

+  CM  1 

+d  ) 

ou,  pottT  abreger, 

(ig)  V+i^3ari8+r2Jfi*+TJ?I+ü==0> 

ou,  enfin, 

(19')   *i4  +  eV*iHM?ia+Ci*i  +  *=»0; 
et  la  relation  des  coefficients  dont  tl  s  agit,  savoir, 

(20)  ouü^^Jü, 


•)  En  effet  1°)  ai 

c  eet  =aVd=<iya,  6=(fy*=)2V<*, 
r  «quation  proposee  (8)  a  la  forme 

ou  bien 

V<0(**  +     +  V<0  =0 ; 

et  2°)  ii 

c  ett  =— aVd=ay»,  6  =  (2y*=)  -  2V<*, 

lequation  (8)  a  la  forme 

{x*--Vd){x*  +  ojp  —  Vd)  =  0 ; 

et  on  reconnait  aii£raent  qu'en  effet  den«  Fun  et  fantre  ca«  la  formale 
(17)  fonraira  Im  Teritablea  racinea  de  cea  equationt* 
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remarnoabla  —  »  | 


(21)   [He  +  mia*-U)]m*  1         |  *«r  +  6<«,-4e))«Ä 

f  [fterf  f  rf«*— 4*)]«  f  (e*rf— «*)  =  0 


nrinr*  de  rette  tqeatien,  il  »eaeoit  de  l'erttde  preredeet  I. 
le«  racleee  de  leqaatioa  (IV)  ci  dem«  eeroet  coaipcUe.  (Um 
(ormulr 


[fiaitt  (|»onr  abf*c*r)  l'eipreaeion  K*e*rale  <jui 
taleura  conoBpoadaolee  de  Üdcodom«  i,  \*toytm  a  « 

.  «•  *«tta  d«  i««»*»  (I7>. 


(•avelr,  le  »eme  de«  drei  «ijrae«  .f  daae  le«  dr»\  irrmm). 


r*  vm  v 

e    V«*i  ••=•>  rf, .  »aWeet  qee  r,  »rti=  >  «\ . 


(IS) 


Oe  eee<o<<  eleu  «ae  le«  rerieee  de  I«  tr  •0«r*rB#«  (IV:  ee- 
reet  ea  cfrt  d^iRln  de  U  cbuii  tje*  loa  «il  tat«  eatr«  tr« 
rifiea  de  l  e^nAea  (21)  pve*  U  d#*aii»oe)  de  l'iec«aej*e  mm.  U^* 
vti  •  *»«*rt>  ■iifaift  qee  Celle  eeuatiaa  (il)  aufi  t*ejw»  «e 
Vota*  im  rertae  reWle,  et  140*  |»*f  Mite  d  errt  leoj«*er*  twu  VW 
de  «e  »foniftr  eae  traetferaee  d««t  lee  raciae«  ae  dürfet >«* 


teetaem  de  lejeetie*  a«uei«<a  y  U  m  Su«aüte  ie*Oe>  I-a 


.  !•)  Uiasac  U  cac(tM.««|  de      aeel  ae«  &0,  U  cUee  M 
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evidente  par  soi -meine;  et  2°)  lorsqu'  U  est  =0,  conmie  alors 
l'equation  se  räduit  ä 

et  que  1e  coefficient  de  u*  ne  peut  pas  y  etre  =0,  c*  n  etant  pas 
=  oV,  il  est  evident  qu'on  aura  dans  ce  cas  definltiveraeot 


— " -4- 

3.  Qaant  a  la  discussion  des  racines  d  une  equation  da  40 
degre*,  poarcequi  concerne  la  d&ermtnation  des  caaoü  les  racines 
sont  reelles  ou  imaginaires,  eile  peut  se  faire  tres-aiaement  toutes 
les  fois  que  Ton  a 

(13)  c*=a*rf. 
En  effet,  lorsque,  dans  ce  cas, 


1.)  a  et  c  aont  des  eignes  contraires, 


puisqu  alors  y  destgne  iVd,  et  que  par  suite  l'equation  (17)  8e 
reduit  ä 

H  est  clair  que,  a)  2Vd+6  eUnt  positif  et  supeVieur  ä 

,  toutes  les  racines  seront  imaginaires, 

ö)1mLi0Ut  autre  ca8'  toulc* 168  raclnea 

Lorsqu  au  contraire,  dans  le  meme  cas, 

.  •>  '  ... 

2.)  a  et  c  6ont  de  meme  eigne, 

■ 

puisqu  alors  y  de'signe  Yd,  et  que  par  suite  l'equation  (17)  se 
reduit  ä 

^ __fl£V  «*  f4C2Vrf-6)  ^  ^  |-o  ± Vo»+ 4(2Vrf-6)-j»_  ^ 
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il  est  rl.lr  que.  0)  «taut  Begatlf  «t  f.  u  m  er  i .,  ue«  |  .  1 

>  .  tonte«  lea  radaee  »er oat 

•)  4m.»  le.  aatrea  ca..  t»utr,  I« 


•i  W  wm 


toutea  lea  rar  ine«  »rront  ifellee.  ae«U 
%Wd  ne  eur]»a*ac  paa  I  uit  ni  l'aati 
m^rari  rarre»,  et  entiti 

dem  racinea  reelle«  et  mir 
nairee ,  eeulemeet ,  wk%dt  aarfiaaaaal  l 


X)   dilr  aont  Ion  at  lautre  =0, 
mileqaaiora,  aoit  qaea  faaee  y=  W  ou      iv'a\  lequatia«  (f 

iir»  in,! 


la  di*n>a»loa  dont  II  a'agit  e»l  biea  ei  eimple  qu~d  a  y  a  paa  a 
1'cipoaer  ici. 


Ajootou«,  pom  le  caa  ou  1a  coedittort  f  IT)  ae  «ort 
p»r  lea  coefBdrtita  de  l'eqaatioo   ^riniili%«>,    qa  au  mmnm  m 
adopte  pmtr  «aJeur  de  «an«  raciae  rrrlle  de  l  Vqaalio*  fit)*), 
tvourra  apldtoiurr,  alora  aueei.  vrrbalrmertt  re  qui  »leat  d  #l*e  «*t 
-  *•  !•).  *■>.  3"). 

e.  1/  par  lea 


1    Htnif  en  doener  «na  eapeee  de  tarlAcatioa, 


U  ratatWa  (U)  ey  a  paa  liea.    Leqaalioa  (il)  Je«ieut  tri. 


')    Ca  •*         Wir«  par  r«ti«  ae>f4i*«.  !*•  rwd"*a  e* 

U  IteaiUrajtf«  (lt>  e««k~4r«0|  r++lUm  H  l~  »a«  4  .U.  «. 

•I  «*  <«U~  4.  I  .«MU«  •**•»«!*•  aaa  aar  ■ 


Digitized  by  Google 


305 

8as—32u2— 60k -33=0, 

4 

ou,  au  moyen  des  positious  K=/-f-;j,    2t  =  t>: 

a     154      4075  n 

dont  les  racines  sont  indiquees  par  la  forroule 

t*=|vT54.cos  jäarccos((^S^))i ' 

et  entre  elles  la  racine  reelle  par 

P=J(V2744+vl331)=|, 

et,  par  sulte,  la  valeur  correspondante  de  u  par 

11 

Maintenant  les  coeflicients  de  la  tr ans forraee  (19)  de- 
vienneot: 

«j<     .      443  ftlK,     .  24649 

Cj  =24,  bx  =~2"  *    <*i=ö-lö7,   «4=  » 

la  relation  Cia=ßiarf1  a  donc  He«,  et  on  obtient,  en  vertu  des 
equations  (22)  et  (18), 

et,  par  suite,  les  racines  de  l'equation  primitive  seront 

— (1±V3)  et  +3VCT, 
dont  on  peut  aussi  maintenant  vlrifier  l'exactitude. 


Thdl  XIX.  21 
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* 


Ccber  HrOmmunr,  Blcfruii*  and  Ai>- 
blldunir  krummer  OberflOcheM. 

\  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 


In   ftt-ni  K*>lee«drn  b«b*   uh  «erwarbt,  die  beapUl«  kU<k«tr« 

,    llftefuntf   uu*\  Abbildung   Lrumivri  III 

wühnlirb  »orkt-mmrn.lr«  H*ts#«  (if^T  krüroomn«.  die  Wh  de*  V 
•ttoriiffkeiC  ffUabtc  efe*r.f«iU  «ufftbro«  «•  »Aneen . 

ti.im^ndirli  dir  Sali«  tos  (••t»s«  Aber  ltiev«ng  end   ^ktil  I— 
der  brumnirn  <  M>/>rd.irbe«  n*<  bg •« ieoen .    HenuU!  b»be  trb  «\§^ 
fr. Inende  Wrrke:  S  |>b  1 r  o  t  d  i  •  c  be  T  r  i  ff  o  n  o  m  e  I  f  I  •  %  »m  Her- 
•a»ieber  de«  Arrftit«,  (Herhn.  |*  M  4"),    rflnft*«  K  « 
p  i  t  e  I ;  rine  Abbandlnoff  v»n  M  i  n  d  i  nf  Mi  1  Vten  |U*de  de«  <  r  r  1 W 
•rben  Journal«,  *S.  «170.  ff . ,  eo  wie  eine  eolebe  de**#Jb**  \  #e- 
ln»*er«  \m  *JUnim  Hände  i#ne«  Jon  mit,  S.  »lit  ;  Srbnidt« 
■  «lirmlitrliff  lteo(r«pble,  l»ler  Ii  «od  IS  I  10  ff.  ««>d 
e*dl*rb   die  liltniriiiiRfi  Ober  Cir  .m.  find«  der  b~ 
kin  UtdUlMu  Giu..   (Güttingen.  1*44). 


•  I 


dW  GUkfb— g  Irrend  einer  kruwmro  Obertf  a<**  .    .4  ein  l**»4' 

-r.       r.  »*• 


Digitized  by  Google 


307 

A  aus  gehe  mao  auf  der  Oberfläche  (1) 
Punkte  Ät  dessen  Koordinaten  seien 

x\Ax,  t+Az, 

wo  Ax,  Ay,  Az  unendlich  klein  sind.  Da  A'  auch  auf  der  Ober- 
fläche (1)  liegt,  so  ist  also  auch 

f(x+Ax,  y+Ayt  z  +  ^z)=0.  (2) 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gerade  durch  die  Punkte  A  und  A\  so 
ist  dieselbe  Tangente  an  jede  Kurve,  der  das  Element  AA'  an- 
gehört.  Die  Gleichungen  derselben  sind  mithin: 

d.  b. 

Z-z=^(X-X).     Y-y=S£(X-z);  (3) 

wenn  X,  F,  Z  die  laufenden  Koordinaten  der  Geraden  sind.  Ans 
den  Gleichungen  (1)  and  (2)  folgt  aber  bekanntlich: 

du  .  du  du  t  du  dt     .  t. 

elimmirt  man  nun  zwischen  (3)  und  (4)  die  Grossen  ^»  so 
erhält  man  die 


du  x  .  du  ,.r     .     du         .  „ 

B-(X-x)  +^(F-*)  +  Tj(Z-2)=0,  (5) 

welches  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Ebene 
ist.  Diese  Ebene  enthält  also  die  Tangenten  an  alle  möglichen 
durch  den  Punkt  A  gehenden  und  auf  der  krummen  Oberfläche 
befindlichen  Kurven,  und  heisst  eben  desshalb  die  Tangential- 
ebene an  die  krumme  Oberfläche  im  Punkte  A. 

Diejenige  Gerado,  welche  im  Punkte  A  auf  der  Ebene  (5), 
also  auch  auf  der  Fläche  (1),  senkrecht  steht,  heisst  Normale 
an  die  Oberfläche.  Dieselbe  steht  also  auch  senkrecht  auf  allen 
Tangenten,  die  man  nach  dem  Obigen  durch  den  Punkt  A  zie- 
hen kann.   Ihre  Gleichungen  werden  mithin  sein: 

g(F-y)  =£(*-*).  (8) 

«* 
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Setit  man  cor  ^ 


VC;)'  <(;;)•-©• 


und  bind  m,  fi,  j  dt«  Winkel ,  nelrba  die  Normale  mit  d#-n 
koordittateaaien  macht,  ao  tat  alao: 

I    TM  .  I  CM  I 

roa«  =  I  /  *    .    coap  =  |  .  .   ,    ceej>  =  |  ,   k  h 

worin  dir  obrrn  und  untern  /rieben  sa«4mroeo*eh~»r<*n  So 
Nirhtn  fe-tmcUt   i»t  über  die  *|>r*ielle  Hirhtuns  der 
mau  da*  Doppelfcirben  in  den  Formeln  (?)  angewendet  w 
t'm  aber  dir-..«  »i.</irll<-  F,  öl»!  cllung  «ornenmen  cu  U 
koleende«  bemerkt  werden. 


Denken  wir  unn,  «noi  Punkte  A  aaa  werde  »af  der 
«war  mrh  beiden  Seifen  der  kmmmrti  \  lu  he  hin  foflj 
|rn,  >o  wird  dir  tu««**  «,  welthe  Null  i»t ,  wenn  man  iW 
f#r  t,  s  die  Koordinaten  den  I'unLt*  .1  aerat.  t^nmiti-v  oder  a» 
gatit  acin ,  wenn  man  lOr  s,  m,  i  die  Koordinaten  ir^rtid  « 
andern  drr  Punkte  der  Normale  »et/t.  tt  Ahlm  wir  an»  eine» 
Pookle  A   «nendl.rb    nahm  Punkt  A  auf  der 


s  \  Ax  t   y  ?  /lf ,    t  | 

and  iwar  aei  drr.rlb*  auf  drin  Thrile  drr  Normale,  dem  im  ~ 
die  ober«  Zeirhen  lutvbr.fen  f  und  aei  noeh 

r    VJi1  |        t  7a V 
AUdann  iat  ofrtibax : 

r  t*o  r  f«r  r  r« 


und  der  Werth  *«m  «,  den  man  rrhMt .  wenn  raun  Inf  J .  a 
d.o  K»oidin«ten  de.  Punkte,  tl  .etit.  ml 


mm  #  ein  aaeadlirh  kN«»r*  der  iwnlen  Ordnu»«  and  ■  der  W  «et* 
Ut.  de«  nian  ethilt,  wen«  man  Im  m  ,  m,  i  die  hofdinatr»  4e» 
Paahte«  A  neUI.  d.  h   a     II,  mithin 
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d.  h.  u*  ist  positiv.  Folglich  rouss  das  obere  Zeichen  in  (7)  dann 
genommen  werden,  wenn  man  die  Normale  von  A  aus  nach  der 
Seite  der  krummen  Oberfläche  verlängert,  nach  der  u  positive 
Werthe  erlangt.  Man  beweist  ganz  eben  so,  dass  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  hin  u  negative  Werthe  erlangt.  Die  erste 
Seite  der  Fläche  soll  die  positive,  die  zweite  die  negative 
heissen,  und  wir  wollen  also  inskünftig  die  Normale  von  dem 
Punkte  A  aus  nach  der  positiven  Seite  der  krummen  Fläche  uns 
verlängert  denken,  so  dass  wir  in  (7)  bloss  die  obern  Zeichen 
beizubehalten  brauchen. 

In  der  Regel  wird,  wenn  man  einmal  auf  der  positiven  Seite 
der  Fläche  sich  befindet,  u  immer  positive  Wertne  haben;  es 
niüsste  denn  sein ,  dass  die  Normale  die  Fläche  noch  einmal  träfe, 
wo  dann  ein  Zeichenwechsel  vor  sich  ginge. 


§.  2. 

Wir  wollen  uns  nun  auf  einer  krummen  Oberfläche  (1)  vou 
dem  Punkte  A  aus  in  einer  bestimmten  (aber  beliebigen)  Rich- 
tung hin  zwei  Kurvenelemente,  d.  h.  nebst  A  noch  zwei  aufein- 
ander folgende  unendlich  nahe  Punkte  denken,  deren  Koordinaten 
seien: 

x  +  Jx,  y+Jy9  z+Jz;     x+Khlxt  y+Uy  + J*y,  z  +  2Jz+J*z; 

wo  wir  also  x  als  die  unabhängig  Veränderliche  ansehen.  Da 
diese  Punkte  ebenfalls  auf  der  Flüche  (1)  liegen,  so  rouss,  nach 
einer  bekannten  Betrachtungsweise  der  Differentialrechnung,  auch 
sein: 

du     du  du     du  dz  Ä 
"=°'   dx  +  l*fx+  dzdx=0> 

9**+  dy*\dx)  +  dzAdr)  **    dxdy  dx 

itl  dhi   dz  i0  d*u   dy  dz      dud*y  ,  du  d*z  n 
+2  tedT  dx+~  Tydl  dx  dx  +  dy  dx*  +  ST  d&  =0*  (8) 

Ist  die  Richtung,  in  der  man  vorgeht,  bestimmt,  so  sind  es  auch 

3y     dz_    <Py  Siz 
dx*  dx*  dx*'  8i*  ' 

Durch  die  drei  angenommenen  Punkte  kann  man  nun  einen  Kreis- 
bogen legen,  dessen  Gleichungen  seien: 
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<x— )•  +  ( Y-w + ( z  -  r>»= + . 

wo  »Uo  0,  fi,  y  dir  Koordinaten  »^tnr«  Mittelpunkt«,  p  HiJV 
BrKff     Zur  Km  t  immun*  «Irr  t»r<>«»4»n  a,       y,  f ,  «.  4  tat 
mithin  die  (Jrirhungen  : 

♦      0  +  «-r  o. 

»•TUM  *kh  oun  «r*iebt: 
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a*r 

dx* 

dx* 


SH  dy     <Pg  dz 

dx*  dx     dx*  dx 


cx* 


\ 


U*v  +  U*V  +  vax^äo:   ä*»  a*y 


ß—y= 


+£(!)'- 


<fh  o>  dz 
dx*  dx  d* 


] 


y~2  = 


L/]\W  *  ya^  JLdx*\dxJ  ~  dx*  dx    *  dx*A 

/dhjy    rdH \»    /cPz  <fy    Syli  Y  5 


9  = 


(ST 


1 


Die  Formeln  (9)  bestimmen  den  betreffenden  Kreis  vollständig. 

Offenbar  kann  man  die  Aufgabe,  die  uns  beschäftigt,  auch 
so  ansehen ,  als  habe  man  durch  A  irgend  eine  Ebene  gelegt, 
welche  die  Fläche  (1)  schneidet,  und  man  betrachte  in  der  (ebenen) 
Schnittkurve  zwei  Elemente.  Ist  die  Kurve,  von  der  wir  zwei 
Elemente  wählten,  eine  im  Allgemeinen  doppelt  gekrümmte,  so 
darf  man  ja,  um  die  eben  angeführte  Betrachtung  klar  zumachen, 
nur  die  Krümmungsebene  dieser  doppelt  gekrümmten  Kurve  im 
Punkte  A  als  die  so  eben  angegebene  Ebene  ansehen. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  aber  ein  an- 
deres Koordinatensystem  einfuhren.  Wir  wählen  nämlich  den 
Punkt  A  zum  neuen  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  (5)  zur 
Ebene  der  xy  und  die  Normale,  in  dem  §.  1.  angegebenen  Sinne, 
zur  positiven  Axe  der  z.  Da  nunmehr  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialeoene  z=0  sein  moss,  so  ist  also  jetzt 

n   du  du 
x=y  =  z=0,  &=%=0, 

du 

während  ^  nicht  Null  sein  wird.   Da  die  Richtung  der  Axen  der 


(9) 


Digitized  by  Google 


312 

«  stock  wülkubrltcw  bleibt,  ao  wlklen  wir  dieeelkc*  eo, 

?»n 

f    .    rl»rnf4lU  Null  wird  für  s    «  =  s    0.  Data  I*eUtrree 

tnofclicb  eri.  erkellet  ao:  Man  wAble  inrrat  dir  Lagen  drr  A»** 
der  j-  and  v  (eeokreckt  auf  einander)  «ülkakrlick,  .0  da**  »ei  1» 

gemeinen  /*-  nickt  Null  .ei  (wann  man  die  «r««e 

<  '-r  f.* 

bat,  wir  ea  die  bekannten  Formeln  fflr  Koordinate«« 
«erlangen).    Da  für  /-|  =  :r  ()  auch 

C*M  CM 

*,=<>.  fi.o. 

»«»  muaa  die  (»ra»»e  ■  a»  bearfiaffru  »ein,  da»»,  »rnn  ■ 
air  nicht  hloaae  l*«>teni<n  enthalt,  dir  l«  ihr  etwa 
traaa«*i»drnt«-ri    t,r.,»«cn    nach   dem    MatUurio  »<  ben 
mi« kell,  dirarlbe  di<>  Turm  habe: 

u  =  lx*  |  Iry  |  rnjf1  f  /*, 

wo  /'  keiar  Glieder  enthalt,  dio  Mo.-  dir  erat»  oder  iweite  I* 
m*n»Mtn  t«n       «  enthalten.  Aladam»  i»t  ofeijbar  für  x=r j  _s  U 

-^/.  Man  Andere  mm  die  lii'-htung  der  A&ra  der  .x .  j 
d.  b  aeUe: 


.r  =  x'eoM  --  y  aina ,    y  -  j  »loa  | 
ao  wird 

m=k  x+{  tSf  l-YM 


wo  /"  m  Beiag  aofr-.  ^  diearlbe  |.i;rftirh«(i  hat.   «ie  J»  » 
auf*.  5.    Wt*  dm  Wrrtb  %un  f  aiiU-Unfft ,  *«  Ut 


f=-  U.inwcoa«  f  imalnacoaw  f  /<coa«o-a«*w> 

(M-X)>in'fa  f  /co.2« 


>  1  r\     Soll  noa  r*  0 

er 


7 

tg'ia'     ^    ^  ■  w  or an«  riii  rrcll**t  W  rf tk  %oo  a  folgt,       4a*a  »w 


U.  hjyV(un«  cent bllYrtict  tat.    \\  hU-n  wir  ayti  4m-  k 

tu  der  ii.;r,rUhf.i  Art.         M^t  au«  »■*.,    da**  -„ 


den  Punkt  -Ii   auch  - ^     U.    aad   M^Uch    dt*  dritte  t»r>x 
wttd 
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wo  der  angehängte  Zeiger  0  bedeutet»  dass  man  nach  der  Diffe- 
rentiation x=y=z  =  0  zu  setzen  habe. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  von  der  wir  vorhin  sprachen,  sei 

+  Ay-^-Bi  =  0, 

so  ist  also 

'"©.+*(£).-•  '©).+"©).-» 

»'«•<>>  da  gi)  =0: 

Ar  \  __1 

\8ay0  ' 
und,  wenn  man  dies«  in  obige  Gleichung  (et)  setzt: 

65).  +  O.(ö.=0* 

^  IXE).*®.! 

und  dann 


woraus  nun  folgt: 


(10) 


in  welcher  Formel  allerdings  das  zweite  Glied  das  Doppelzeichen 
haben  sollte,    das  wir  aber  weglassen,   so  dass  q  als  positiv 
oder  negativ  betrachtet  wird,  je  nachdem  das  zweite  Glied  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  hat. 

Legte  man  die  fragliche  Ebene  noch  spezieller  so,  dass  sie 
durch  die  Normale  ginge,  und  also  einen  Normalschnitt  bil- 
dete, so  kann 

x  +  Ay  =0 

ihre  Gleichung  vorstellen,  und  der  entsprechende  Werth  von  q 
ergebt  sich,  wenn  man  in  (10)  /?=0  setzt,  d.  h.  man  hat  jetzt: 
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WU  »*n  dt»  (o,lefdi#)  G  erthe  ron  J  .uchrn.  für  «.«kW 
»etien,  wodurch  man  erb  Alt: 

40.«  *<*».- ©X-'G&I 

d.  b.  «itirodcr  ^    0.  oder  .4  =  *.    Wollt«  «u 


| 

Wenk  (.4=  x)  Bichl  Rolte«  »**»cn ,  oo  «eti«  «m»  J    ^  . 


«mI         0.  Riebt       0.  d.  b.     =       Nu  Ul  fOf  ^  0. 


0:). 

"  (20. 


und  die  CJWi^hun-  der  Fl»rne  de«  Nrhnit!«  lot  ftr  »4^:0:  *  «  4 
«L  b  die  Fbe*e  d*r  «t,  f4r  .1  x-  y  0,  d.  b  die  Ikn»  ««* 
jn.  IHooe  twet  Krbnitte  woll»«  wt?  Ilaopteebotlfe 
•od  oloo  dorrb  Hx  .   H   ibr«  kl 

H*«|>tkrmi»tu«tajtBb«lb«»»»cr 


Ul  ms  x  \         0  dW  Cteirboof  trgea-d  eioeo 

M  «M.  a«.  dm  .-«.  LMM. 
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einander  bilden,  in  denen  eben  diese  Ebene  und  die  Ebene,  wel- 
cher der  Krümmungshalbmesser  R  entspricht,  die  Tangentialebene 
schneiden.  Heisst  nun  «  jener  Winkel ,  so  ist  mithin  ^*=cotg*a 
und  folglich  (11): 

1  -I-  cotg»«  RRi 

9  =    ,.1^1     =  /Wa+Z^cosV  (12) 
cotg««.ß+-^ 

▼ermittelst  welcher  Formel  der  Krümmungshalbmesser  jedes  Nor- 
malschnitts  durch  die  beiden  Hauptkrümmungsbalbmesser  ausge- 
druckt ist  Ist  nun  R  =  Rl,  so  ist  allgemein  o=ß,  d.  b.  alle 
Krümmungshalbmesser  der  Norroalsshnitte  sind  gleich. 

Was  den  Werth  der  Grossen  o,  ß,  y  anbelangt,  so  findet 
man  nach  (9),  dass  jetzt  a=0=O,  v  =  —  Q,  so  dass  der  Mittel- 
punkt des  Krüramungskreises  auf  der  Normale  liegt;  fällt  nun  der 
Werth  (12)  negativ  aus,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  nach 
der  positiven  Seite  der  Normale,  d.  h.  nach  der  positiven  Seite 
der  Fläche,  gerichtet,  entgegengesetzt  im  andern  Falle,  wobei 
freilich  obiges  bestimmte  Koordinatensystem  zu  Grunde  liegt 

Immerhin  aber  folgt  aus  (12) ,  dass  wenn  ß,  i?,  nach  der- 
selben Seite  der  Normale  hin  gerichtet  sind,  alle  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  ebenfalls  nach  der  nämlichen  Seite 
gerichtet  sind,  in  welchem  Falle  die  Fläche  in  A  eine  doppelt 
erhabene  (oder  doppelt  bohle)  heisst.  Sind  R  und  Rl  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  ist  ein  Theil  der  p  anders  gerichtet,  als 
der  andere,  und  die  Fläche  ist  in  A  hohl -erhaben.  Die  Scheidung 
geschieht,  wenn 


in  welchem  Falle  p  =  oo  ist,  Ist  #>7?i  und  haben  beide  Gros- 
sen gleiches  Zeichen,  so  erreicht  q  seinen  grossten  Werth  für 

o=0,  seinen  kleinsten  fih\a=.ty »  wi«  roan  dies»  *">  bequemsten 
aus  der  Formel 

RRi  RRi 
?=/2l  +  (/e-Ä1)sinlö=  R-iR-RJcoa'a 

ersieht   Also  ist  dann  wirklich  Äein  Maximum,  /?!  ein  Minimum. 

Sind  12  und  Rt  von  verschiedenem  Zeichen ,  so  sei 

a)   12  =  —  R\  Rl  positiv;  alsdann  ist 

-RRi  —R'  . 

^--/eWa+ÄlCos*«-  -Ä'  .  .    .  ' 

 sin2«  +  cosaa 
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uer  .Nennet  «reicht  «einen  prüften  Werth  für  a~  0.  wo  ev  I 
aleo  UC  jcUI  flsz—it  ei*  Minimum;  ferner  i*t  aurb 

'=  #7, 
"  #7 


•  =i   wtrfcticb  #7,  ein  Minimum  i.l 


0)     #Y  |K>»ltW,         =  #f. 


f — 

-#7  #7,'  /V  


#7  «In«.      #7,  W  /?  ~.    ~  .  Ä  *, 

roa*a — ^  ,»ln*a      *4h*a       ^  eoa>» 


MrI.  «Um.  f»f  «    0.  #7  »in  Minimum, 
tf,     -ff,  eWail.  ein  Minima«  Ut 


K»  (■!  nun  leicht,    drn  Rrtiniinunifthalhviemaer  irfend  rt 
durrb  A  «eleirten    ebenen      boitle«  »u  bestimmen    l>ie  }*< 
(10)  giebl  natnlnb: 


"•'•H<").»CJ).I 


I      /    I  f  t*    M  //AT, 
"  .»•'«  AI  M'lW         I  »k1-^' 

«  drr  \S,t,UI  Ut.    .Im  d.e  |>m.  h.<  bnitt.tic.ie  def 
und  tief 'l«nffentulelM-»e  mit  der  Linie  ma«ht,  in  «trUket 
dem  K riirtiiiittn'««b.all»m*»>rr  iV  •  iit«i'r-  »  bf-mte  t.'xve  dievrJW  T 
rr|i|tj|rlM-ftr   t) Ufr  hu  li|ir«<]rt     1*1  tj  >\*'t  \\  mkH  ,   di'O  tlftft+te  | 

mit  der  .Normale  m^ihl.  »«  i»t  brkanntlitb 


««iarben  0  «ad 
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wodurch  also  auch  der  Krümmungshalbmesser  dieses  Schnitts 
gegeben  ist.  Was  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
anbelangt,  so  ergiebt  sich  leicht  aus  (9): 

» 

(\  +  A*)B  m    HR,        R       (l  +  A*)B  RR, 
"  ~  1  +  A*  +  Z?2  R+JPRt  '   p  ~  A(l+A*+B*)   R+A^ 9 

_  (IM2)2  RRt 

y~    (i+sP+B*) '  R+A*Ri 1 

so  dass  der  Werth  von 

/fßiCOSa0) 

also  die  Richtung  dieses  Krümmungshalbmessers  in  Bezug 
auf  die  Normale  dieselbe  ist,  wie  die  des  Normalschnitts, 
dessen  Ebene  die  Tangentialebene  in  derselben  Linie  schneidet, 
wie  die  Ebene  der  betrachteten  Kurve. 


§.  3. 

•  •.  *  \  »i 

Man  denke  sich  eine  Reihe  Normalschnitte  durch  den  Punkt 
A  gelegt,  alle  denselben  Winkel  <p  mit  einander  bildend,  so  dass 
919  =300°;  sei  a,  der  Winkel,  welchen  der  erste  dieser  Schnitte 
mit  der  Ebene  'des  Krümmungshalbmessers  /»'  macht,  so  dass 
or. -f<p  der  Winkel  des  zweiten,  «,  -f?/<p  der  des  letzten,  wel- 
cher mit  dem  ersten  zusammenfallt,  ist;  seien  P| ,  p2»        p„  die 

Krümmungshalbmesser  des  lsten,  2ten , .... ?itcn  Schnitts,  mit  den 
ihnen  gebührenden  Zeichen  genommen ,  so  dass  gleich  gerichtete 
auch  gleiches  Vorzeichen  halten.    Alsdann  ist  nach  (12): 


=  ^  [sin2«!  +  sin2(a1+g>)-f....+  sins(cr1  +  n^l<p)] 


+  j^-[cos2a1+cos*(al-|-qp)  +  ... +  cos2(a!  +h— lg))] 

d.  h.  wenn  man  beachtet,  dass 

.  _      1—  cos2tI;        _  1+cos2iI; 
sm*t^=  3  ,  cos2t//=  2 —  > 


also : 
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+  *<(«,      +  ...  +  ■i.V,  4  - I 

*  1   

<J  -a[coÄl^c<»(^l-»^)f..  +  co.(^43i.-lv)| 


■       CMfi«|  ff»  —  1^)» 

ft  sin? 

....  f  co»C2*,  9»  s=  "  •  « 


iNtch«  «urb  Archiv,  TW.  XI   M.  ,1>  ) 


I«  6.  9.  wnr<1r  m<  hi(e*l*«4*i),  «Um  i*rei  H«npt»r  Knill« 
hrn.    lui  bWibt  dmi  oocb  tu  iMttti,  wie  diraelben  nJlj[*-rur<» 
»liminl  werden  kr»ni»pi».    Au«  6.  *i-  Mriw  man.    iIam  f3r 


NurmaUcjHiitt  drr  Krflamaoc.k«lbnrwr  in  der  Normal  «•  lird 
Sind  nun  «,  0.  jr  di«  Ru<trdtnntrn  de»  RrtniHMinictnültrlpMlu 
fflr  »inro  N«ric»jUrtii»^v^ojiiiiM  7)       kr  durch  ,J^o  PnnAt 

baUli 

•   '  J.JL=rr  «_ 

rn  r«  <• 

tx  cm  ci 

v  (;■)•«(;;)•' 


•  j  7  ~x  • 

§  pnnilir  (jff)'»nmfa  wir«,  «tu  na   1*1,  ix£*m. 


.»an  o.  ?      k~u.u  u.  ~ 


Digitized  by  Google 


319 

wenn  sie  nach  verschiedenen  Seiten  der  Normale  gerichtet  sind. 
Setzt  man  nun : 


c^u  ,  &u/dy\*     dhi  /Bz  \»  .  _  B*u  du 

,o^«  Bz       B*u   dy  ös 
Bxdz  Bx      dt/dz    <&  Bx 

so  folgt  aus  (8): 

Ferner  ergiebt  sich  aus  (15),  wenn  man  die  (9)  vorangehenden 
Gleichungen  beachtet: 

,  &*z     ,n  Sht 
k~       Bu  8h  .BuB^ 


-Kg)+(g]  , 
-<1>(I)V  ©T 


so  dass  immer 


«=p>  (17) 


worin  £  (immer  positiv)  die  schon  in  §.  1.  angegebene  Bedeu- 
tung hat,  und  also  p  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  P  es 
ist.   Der  Werth  von  k  ist,  fär  den  betrachteten  Punkt,  konstant, 

P  aber,  da  diese  Grösse  die  Quotienten  5r  >***••  eDt°&It,  ist 
veränderlich  mit  der  Richtung  des  NorroaJschnitta. 

Sind  er,  0,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
an  den  Norraalschnitt,  dem  p  entspricht,  mit  den  Koordinaten- 
axen  macht,  so  ist  bekanntlich 


a  = 
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an  diu,  mIc  man  Weht  »lebt: 


Nach  (IT)  »ird  t  ein  Maitmum  «Irr  Mini 

oder  Maiimum  Ut.    Dir  Haupt»!  hnitte  werden  *jrfc  »W 
eichen,    wenn  man  dir  Maiima  oder  Minima  von  f  •«f»-«rfcc 

banpt  nun   ab  ton  den  drei  (allein)  Yefimderijrbe«  ^. 
1«  lachen  denen  noch  die  iäleichungen 


i.  da  die  Normale  ^r.lireeht  »lebt  anf  der  T 
der   gewr.hnliehen  hehre    tom  (.r.^rn  und  Kletnete«  k*l 
aJao  anr  Keatimmong  »on  e,  ^ .  y ,  eneeer  dieaen 
um,  noch: 

f*«  <*•  r« 

*  t-ri ^  <\*  ^ 

*  '  «I  '  j3t  '  '  y  Mi  -    *  W  0. 
***  *.  <*m        .  «'«"  .  . 

Mrsi  lf ,  Ig  fwel  noch  iu  beetismende  f'aktorea  «lad.  %l»wiaeV 
airt  man  die«e  drei  (ikicbuncen  brtüglich  mit  e.  ßt  j  u»4  a4iL-*. 
ao  ergiebt  eirb 
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SJFz  "+äpi  <*+  U»  ~7V  yx=° 


Aus  diesen  drei  Gleichungen  ziehe  man  die  Werthe  von  or,  0,  y, 
die  alle  drei  den  gemeinschaftlichen  Faktor  Xx  haben,  den  man 
aus  der  Gleichung 

«2  +  /5*  +  y2=l 

bestimmt,  und  setze  diese  Werthe  in  die  Gleichung 
so  erhält  man  endlich: 

(18) 

OT?-')  (£-<>) -(^)'J 

„9»  8m  p  c2u    cht      8*m  /o2m  »AT 

a«  a«  r  e1«  a»M     8*m  /a2«  \-i 

+28x  6:  L%£  äi%- ^8z  V^2""-  /J 
8m  cu  rPu  Ptf,  82m 


+ 
+ 


aus  welcher  Gleichung  zweiten  Grades  die  zwei,  den  Haupt- 
kriimmungshalhniessern  entsprechenden  Werthe  von  P  folgen. 
Die  Werthe  von  a,  ö,  y,  welche  die  Riehtungen  der  Tangenten 
der  Hauptschnitte,  also  dieser  seihst,  bestimmen,  ergeben  sich 
aus  den  Gleichungen: 


1* 

I 


t 


Ii 


Thcil  XIX. 
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wo  V  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate 
der  drei  Zähler  ist. 

Hat  die  Gleichung  der  Fläche  die  Form  z  = /*(x,  y),  so  ist 

u  =  f{xy  y)  ~  z, 


cii        .      8m     dz      du     dz      B*u     B*z       o'*u  o1 
— ~  l>     aZ —  51»  — 


dz  Bx     dx*    dy     dy*    üär     dx2'    BxBy  BxBy* 

d*u  _  c*z      d*u  c*u  _%ht    n     Bhi  B*z 

V  ~  V '    Bxcz  -  dydz  -  dz*  dxdy  ~  ZxJy  5 

also  wird  jetzt  die  (18)  zu : 

fit?    dY^I    »\     (       V.  oö:  ai  J*z  o— n 

c!.  h. 

(20)  Si  s 

d:«^i8PMS)5.*(srs*i 

8*z      8»  8z  8»z  -I     8«z  8»z    /  8»z  \» 

+  e^-^ä^J+a*«^" \jSSSj)  ~°-  .,, 

Dahier  1,  so  haben  pund  y  —  z  immer  entgegengesetztes 

Zeichen,  was  auf  das  in  §.  2.  Gesagte  zurückweist.  Aus  (20)  folgt, 
dass  die  krumme  Fläche  doppelt  erhaben  ist,  wenn 


a^ay^  va*a.y/  ' 

hohl -erhaben,  wenn 

a*z  a^   /  b*z  y 

dx*  By*  <  \Bxdy)  ' 


§.  5. 

- 

Lassen  wir,  der  einfachem  Rechnung  wegen,  die  Gleichung 
der  krummen  Oberfläche  wieder  x=.f(x,y)  sein,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Normale  im  Punkte  A(x,y,  z): 
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Man  tr.bc  nun  ton  dm  Punkt«* (x.«m)  ta  dttn  Probte  <jrf 
yf         :  #  .1:)  Ober,  »o  Ut  die  I^d.nuun«. 


f.  ff 

  TT   «f 

,  tat  rx  *  4  « -'i        .  « :  » 

F,«  msM  nilbin  x*i»<-beti  x  und  •  eine  Heflebung  ■tifital  i 
den»  im  <  Ii  y  rin«  Funktion  vvn  .r  »cm;  »odnna    Ut.  Amt 
An  cr*iru  Ordnung  g«nau: 


Gebt  njn  nlno  gor  CtfjaM  Ob«,  »<»  Ut  oIm**  Kleirb«»* : 

\fj%  '  ivcf  r  i  ly'ii     (J(|     «'JMJM  *"/ 

4.  b.  «enn  ■»»  »ntwlcUlt 

ft)V-  o»^y)  ■v,-,i 

*o  i*t 


:Ü. 


<  j  t  • 
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folglich  entsprechen  die  beiden  Werthe  von  gj,  welche  (21)  giebt, 

den  beiden  Hauptschnitten.  Von  einem  Punkt  einer  krummen 
Oberfläche  aus  eiebt  es  also  nur  zwei  (auf  einander  senkrechte) 
Richtuntjen,  so  dass  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Nor- 
malen sich  schneiden.  Verfolgt  man  diese  Richtungen  weiter,  so 
erhalt  man  die  Krümmungslinien,  deren  Theorie  wir  aber 
hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 


}.  6. 

» 

Angenommen  eine  ebene  Kurve,  deren  Gleichung  y~J\jc)t 

drehe  sich  um  die  Axe  der  xy  so  entsteht  eine  Fläche,  deren 

0  1    .    ,!    :  u   cf ■  »Fi  ,">«J*i*i!i   *  .»:-. 

.y» +  **=(/(*))*  1  :l5f;  " -  ■;  A 

ist.   Hier  ist  also 

.  "1  "  *  '    I  .  i       '*  .    >]  ■TTl.  .'III 

mithin 

.   (      w.  .     ■  .  !-■  .r    ,:-■}.!:  .■  11  •  f„  *iis  i.ni».  Ii.i'.».  "  * .  Im*» 

.1.1-    .1    1  .'i                   ...  1  l.  Jit:-"  1  •  •{  :ii.'lu 

j£=2,,  |'=2-.  5=-2[(/'(x))*  I  /(*)/"(*)], 

.   :i\       i    •,'•>•:{  J  v  i-'?".  .      .   »;jh  HUi*J  <i"'i   th»?  >J> 

^  -  £i  -2,  ^  -  ^  -  ^  -u; 

demnach  ist  die  Gleichung  (18): 

+  ,^.-^  +  ^2_P)][-^(^--W(,)-P]=0, 
d.  h. 

terner  ist 

* = 2  V" y»TT.+iÄ5j)TO)»-  =  ±  w*)  sr  n -7w?. 

ho  das  Donpelzcichen  so  zu  wühlen  ist,  dass  k 
io  sind  die  zwei  Hauptkrümmungshalbmes 


Also  sind  die  zwei  Hauptkrümmungshalbmesser: 
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*-»—-£<*—>. »•-,—£<*-.>. 

Man  nan  ton  dri*  Punkte (x.y, 1)  tm  Arm  Punkte  J/ 

V  t  /ff.  J  4        äber,  »a  int  die  Iteiiioftunff .  dann 


    _  <  .f 

IU  nnu  mithin  »würben  s  und  j  rioe  liextehynfe  »UrtkAn 
demnarb  j  eine  Funktion  tua  j*  »ein;  roiImo    i»t,  *«/  t*l*e+' 
der  ernten  Ordnung  g«a*n: 

Gebt  nun  nUo  mr  (ir.oie  Ober,  .«>  Ul  obig»  Glccbuor 

<i'     c-f t jr < -r/ i  '»>  uc|  ijijt.// 

(r»i       c1:  *.v\/j  |  .         «f  /< '  :\*  .    **  ^  \ 

i\rtjf      «jr'i.r/\        'ü1     tut^ij-  V««v 

iL  b.  wetin  man  entwickelt: 

(21) 

■  nirx..  (::;)•)-;:;;(,,  (;;)■)! 


•iira  i'.'li 


•         *  ■ 
t:      «:         ,  ': 

_  :  Ü . 


.    =0  u*d      _  ß , 
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folglich  entsprechen  die  beiden  Werthe  von  «p,  welche  (21)  giebt, 

den  beiden  Hauptschnitten.  Von  einem  Punkt  einer  krummen 
Oberfläche  au«  siebt  es  also  nur  zwei  (auf  einander  senkrechte) 
Richtungen,  so  dass  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Nor- 
malen sich  schneiden.  Verfolgt  man  diese  Richtungen  weiter,  so 
erhält  man  die  Krümm ungsliuien,  deren  Theorie  wir  aber 
hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 


f.  6. 

Angenommen  eine  ebene  Kurve,  deren  Gleichung  y=/(.i), 
drehe  «ich  um  die  Axe  der  x,  so  entsteht  eine  Fläche,  deren 
Gleichung 

',*       ii'i     ■  •    \ .    >i  ■>'.'.. "i 

ist.    Hier  ist  also 

t-  .  .  .!  i    v  .      .  I       .  i  »i:;h 

tt=y«+  z*—{jlx))*t 

••',>•  1    ■/    .  i    m  ,  »1  H;.  .'»Ii 

mithin 

.  i  ■«,'•»•'  I  «»ri'i-:  /        '.)!»  niiJ»J     i  tjnT  <h 

Ö*K      o2m     0     &*u        &u         cht      n  '"'d 

demnach  ist  die  Gleichung  (18): 


Ferner  ist 


wo  das  Doppclzcichen  so  zu  wählen  ist,  dass  h  positiv  ausfallt. 
Also  sind  die  zwei  Hauplkrümmungsuulbmesser ; 
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I.rtitrrei»    \mi    de*    krflmmtintr*hall>mr»..er  d*-r 
Kurte  in  de«  Punkt.  ( * .  ,) .  er.tere.  Ul  «Ii«  Nor»«*»  tW<  I r 
>eii^un^«4ifti«   in  demselben  Punkte.    Bei    einer  Rotation»* 
i«t  .1-3  in  jedem  P.ukte  die  «neigende  kurve  (»lern*!«.»  e- 

)l.iu[>Ucbuitt 


J.7. 

Seien  f*  H  die  Mittelpunkt«;  der  i«*el 
In  einem  Punkte  A  der  krummen  Haehe.    gletehgiltig . 
auf  der»elben  Seite  der  .Normale,  oder  auf  t  er*»  biedrnen  Nr««« 
liegen.    Man  denke  »irh  durch  den  Punkt  f"  in  der  I  bette 
Kreiae«  ,  de»»en  Mittelpunkt  H  i*t,  eine  Senkreehlr  auf  die 
male  in   A  getanen,  nnd  l»»»c  nun  den  letitm  Krri»  na 
•Srrikr erbte  rottrrn.    ■«   be*chreiht   er  eine  |{<tUlion«&i«W ,  <m 
dureb  den  Punkt  A  geht.    I>«>r  «•in*«  llauptarhnifl  die«wr  l<««»f-^» 
färbe  iat  al*o  narb  $  tk  der  lirei»,  de*»en  flalbrae«»ef  .4 H  «•* 
der  andere  llauptirhnitt  i»t  darauf  aenkreeht  und  aiao  ein  ki'"* 
vom  Hafbmeaaer  Af.  da  die««  der    |{«itati»nahalhme*»rr  i*t  .fit 
und  4(  eind  aber  die  i«<  i llauplkruiumuni;»ha.bine»»er.  •*  da**  — 
die  e et ebene  nnd  dir  eraeugte  Hube  dieselben  H*upt»t  hailfe .  m»>t 
i"\z\>tU  (£.  '*  )  »ammtlM  he  Schnitte  brider  r  la»  ben  gleiche  krfa» 
mung  im  Punkte  A  haben.    Nun  bdgt  au»  $  i  leicht,  <La*a 
l  i  tt  ben.  nrl<  be  dieselben  Haupt««  hnitle  (und  tlauptkrikan 
balbmeaaer)  halfen,  auf  iwei  l,inearelenjente  hin  <u«anin»mt üb? ■ 
demnach  kann  die  gegebene  Ha«  he  in  unmiltelbarer  Nabe  ea  4*-» 
Punkt  ,1  bei 


Wir  wollen  annehmen,  eine  krumme  rix be  n e» de  |fk«|«  * 
•o  daaa  nie  bei  dieae»  l!t*-(iiftg  weder  lerreiaal.  n*rh  Kalten 
und  n  »llen  nun  unter aurben ,  «**  bei  dieaer  Biegung  t*r;ee*t 
Wenn  n'ie  I  larbe  airh  in  der  a  «ieg  ebenen  Wfiir  biegt.  a-»  h*~*» * 
dienn,  iiim  in  der  t,'e^ ebenen  und  der  dnrrb  Biegung  darana*  e^  * 
etebrmlen  f  l-ii  hr  j>»  mri  Punkte  «u  b  enl*jife*  bro  uüti««,  4a«* 
die  l.iiwa/rtemente  der  br.den  Iii.  ben  um  dieae  Punkte  bmm 
gleieb  gr«»*a  *>rni  im»»*en.  und  d*»n  endU«  h  reUnre«  beu-te 
e4eaneute  br„|*r  I  l*t  ben  dmaelhen  \\  tnke*  machen 

Srnd    r,   m.   i  die  ko«rdinaten  ritte«  Punkte«  der  grg rkfw 
*  .  af.  «    d  «-         «d,»Mtrf»  de*  ei  t»prer  h*-ndeu  Punkte«  de*  «W-« 
Hergneg  djf»u«  mdenen  I  ta<  br  ;  it  ein   l.ia»artlr  mca* 

rinen.  <V  der  andern  Ha,  he    an  nm.  ala«         > i  d  b 
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sein,  nenn  man  gleich  die  Bezeichnung  der  unendlich  kleinen 
Grössen  nach  der  gewohnlichen  Weise  einführt  Vermöge  der 
Gleichungen  der  zwei  Flächen  hat  man  offenbar  (da  man  bekannt- 
lich nur  Glieder  der  ersten  Ordnung  zu  beachten  braucht): 


Da  der  Punkt  (xi ',  y',  z')  dem  Punkte  (jr,  y,  r)  entspre- 
chen soll,  so  müssen  x  ,  y',  2/  Funktionen  von  a:  und  y  sein,  so 
dass  man  haben  wird: 

«    v  /      V  .  '/  '   \  v;v  •» 
a  ,    Bx'      Bx'       a  ,    8y'     .         .       W  8z' 

bni  •  .  hl  m  .r 

wo  freilich 

8x'    Bx'  Bx'  a  8:'  8y'     8z'_8z'  ftr*  .  &'  <V  ' 

Daraus  folgt,  indem  identisch  8*2  =  8*'a  (d.  h.  unabhängig  von 
jeder  Beziehung  zwischen  Bx  und  8y): 


« 


'*<ST-«y*(S0*+  ff-)') 

8 a-  8^  _      8y  +  8*  87  +  8x  8y '    f  ™> 

Die  Gleichungen  (22)  entspringen  aus  der  Bedingung,  dass 
zwei  entsprechende  Linearelemente  gleich  gross  seien.  Nimmt 
man  nun  zwei  Linearelemente  der  einen  Fläche  Bs  und  BS  und 


die  zwei  entsprechenden  es' .  BS'  der  zweiten,  so  müssen  diese 
noch  gleiche  Winkel  machen.  Das  Linearelement  Bs  gebe  von 
dem  Punkt  (x,  y,  z)  zu  dem  (x+Bx,  y+8y,  2+82),  85  von  (jr,  y,  z) 
zu  (*  +  8*,  y  +  8F,  z+8Z),  so  ist 
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«H  60" .  <»•«  Gary» 


DU  KmUnu  der  Winkel ,  trHcto  et  mW  den 

lua«  hl  .  -irnl 


fftr  c.V  «Iftd  sie 


<*-r      cm  c'Z 
ci'    et»  c.: 


rt  fr 


•  ■  ■ 


ihfifn  h  Ünd*t  ii<  h  Alt  «Ich  kotiMQ»  «Je«  WinlrW  t** 

tV.  i  V: 
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8W!    S  I. 


et» 
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+ 
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An«  (il  )  Mg! 


rV  fV     fr'  <V     /fy  ?*'     f/  f S\  fV 
v*  f,  ~<  y  £.r*-U>  «  <  5  /  «V  * 

ff  f       ff  rV  _  /ff  ff     «*■/'  05  \  f 


■Im  Ul 


Aiu  ('21)  fr»lprt: 

ft'^^:'  ZT-AI..  fV  .VV 
«»     <'i'»l«'  J  f-r  c\r 

fV/ffV      n'fV     r:'  f-V 

?v    fv  f  r'  ;v    *v  f-r'c'y 

«»ij     <j*iA    ty       u  tf  tJ  fj 

t    fv  ff  fr'   fv  ;y<Vr 


<V    fr'     <V  t>' 


«  t         /f  f  \*  1  r   (  f 

hl«  GU»rk«f»cr«  (ü)  *«W«.  )•  p*/l.tll  »Mb  jr  m4  5  dürr«*»««. 
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dz  <Px_teP*  WfV  »wz2*' 

BxBx*~Bx  Bx*  +  8*  8a:»  +  8*8i*'  . 

8r  8*z  _  Bx[  BW  ,  8y  #y     8j '  8«2^  I 
8ar  8a%  ~~  8.r  8x8y     8jt  BxBy  \  Bx  BxBy ' 

J  1 


8z  8*z  ay  .  8jy/  8y     8»f  8V 

By$x~%j—By  BxBy    By  BxBy  +  %  5i%' 

e*  8h      a»*'  fly  ay  8**  8«»* . 

ByBy1    By  By2     By  By2  ByBy*' 

wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  durch  Differentiation  ent- 
standenen Gleichungen  auf  die  einfachste  Weise  verbindet. 

Aus  den  Gleichungen  (24)  ergiebt  sich  leicht: 


■ 

C8V  8:'  8^  8£  8V "1  f^V  8V  8*2^  8z^_  8^~| 
8x»~~~      8x*     By'  Bx*  J  L_8^    8>'  By*  "~  8y  8#a  J 


8z'  8%'  8z'  8V~12 
  J 


BxBy    Bx'  BxBy  ~  By'  BxBy 

poVaV     /  8V  Y~l /Bx'By'  By'Bx'y 
-L^W*\**W)    *\Bx~Bj--%xBj)  '  m 


Nun  folgt,  wie  bereits  angegeben,  aus  (21): 


cz vy      ötf  oz' 


Bx'Bz'  Bx'Bzf 


~    j         j    _  —  — 

8z'      ox  By     Bx  By     Bz'  8.r  By    By  Bx 

Bx'  ~  ^fa^^ay    1  ty~B^^~Bjjl&' 

Bx  By     Bx  $y  Bx  By     Bx  By 

1     (    .   i  -  -  f       i—  *    *  i 

,  so  ist: 


Bx  By     Bx  <hj 
setzt  man  diess  in  (26) 


Digitized  by  Google 


332 

tm 

Kir'cf'     vif*  t  j'\  T-4;'      /('t/'ci'  *  **t'\ 

(<\r*«:'     <  .x'f:'\  f^jr'  I      I  (Is'ltf  fy'c\r'\iV 

ty  < Ix"  ('j  i :.f/€M*  1^1  V-r  ij/cj* 

/<y  e  t'     f : '  Ty  \           /«' J" 'V  '\  «*  V  1 

i  x-  i'y   "  c"x  cjr  /  cj  c'jf  1  Vx  cx  c-jf  /  i  .xiy 

(<'r'<V      n  <:  \   <V  1* 
4  Jf    IX       <  X    t  Jf/  l"  I 


•         — »         —  o. 
<x  <  j     ex  ( 5 

cV«V     f:  c'Y  - 
t  x  c  y      i  x.  i  f 

'.*<■*■.•< 
fr«:      <  f  r: 

<  y  (J      4  4    « j 

•<»  r?ti«M  *irll  MM  Ci6)  ftftcb  Irirklffa  KxiukÜwm  fix  4*m  ei  mir 

(.*■•  > 

i  ..u  .  .,1  '"'*'  ,V 

4^iY-f',,y-f.,,'),f;vyi 

«X»«^  \tJ>y/         \i<tif/  I 

♦  (• ;  .", )'    (- /•  - 4 ,')(• !  /•   *! .  •) 
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(dx[dz 
\dy  dx 

demnach : 


fdtfdt  _dy'dz\ 8*£__    3»*'  _b  3V 
\dy  dx    dx  dy)dxdy      dxdy  dxdy 

fdi'dz_     dz'dz\  8*2      ,  ey  8*x' 
V^y  ar        8^J  &i%  ~  *8*3y  ~~  c dxJjj  * 

/e^ai   dx'dz\  dH      8*2'  ay_ 

Vö^  &r    dx  dy)  dxdy     c  dxdy  adxdy 

(dijd±    8y'82\cP2_  8**'  8*2' 
^  8x~~8i  dy)dy*-acy*"bdy*9 

(dy'dz^  d*x'  8V 

V8y  dx~dx  dyj  dx*~adx*  ~~bdx*9 

(dz'  dz     dz'  dz  \  d*z       d*y'  d*x' 
\dy  dx-dx~  dy)  dy*~b  dj*~ C  V  ' 

/dz'  dz_    cz'dz\c*z     ,8V_  d*x' 
\dydx    dxdy)d^-°dx~*  cdx*' 

fdtfdz  8£'82"\8*2  8*2'  8*y' 
\dy  dx    dx  dyj  dy2      dy*  dy* 

dx'dz     dx'dz\d*z      8V  8V 


dy  dx    dx  dyj  dx*  -  *  dx*  dx* 


/  d*x*     .  8*2'  y     /  8**'    .  8V\  /  8**'     .  842/\ 

—  C2  __dydz  ViY_£!i_V  ^ 

—  \hydx    dxdy)  Wdxdy)  dx*dy*J' 

V  8j%      8x8^/      V  cy  /\  dx*      dx*  / 

_(dj^d^    dz'dz\*r  / d*z  \*  8*28*2-1 
~  \dy  dx    <kr  8jJ  L  KfxJjj)  ~~  dx*  dy*J 9 

Va8o:8^     C8^8.yy       \°dy*     Cdy*)\ndx*     C dx*) 

/&r'  dz     d*dz\*y/  8*2  \*    8*r  8*2 "I 

—  \By  dx    dx  dy)  l\$xty)  ~~  3**8>*J " 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  beachtet  (2*2),  so  ist  die 


■ 
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1  0  *  Oy)  )  CO  *G* 

Man  riifrrrnvir*  «an  dt«  \irr!#  der  (;icicb«nj;en  (JSj 
na«  Ii  jr.  dir  *writ»  j»jrtirll  tiath 

1  txi5*t^     Vot'jf/  \c--*tj/ 


V     ff    r>r     .  ^'/V     ,  !  :  /V  ; 


dl*  llifrrrrr«  b#idrr  tilrirbunffrn  fftrbl : 


««d  «U.  »i«  •<*koö  firjrigt, 

i.l  dl«  G..— r  i.V.: 


t<4vWb  i«l  »n  i5. 
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dx2  dy2     \dxdy  J 

Aus  (*23)  folgt  aber: 


öy     &e  / 


Setzt  man  diesen  Werth  in  obige  Gleichung,  so  ergiebt  sich 
endlich: 


(27) 

%  an  • '  /jPz  y      a^'  av  _  /  av  y 


[•♦©•♦  ©7  [■<■)•+ GOT 


Nun  folgt  aus  (20),  dass 


an  a«s  /  a*z  y 
a^r*  a#2  va^a.y  y 


L1+^a.r^  +  05/  J 

gleich  ist  dem  Produkte   "Jfjf »  wenn    72   und   Rx    die  beiden 

Hauptkrümniungshalhmesser  der  ersten  Fläche  im  Punkte  (x,  y, :); 
eben  so  ist 

g^ay^-U^/;  _  ,  _L 


wenn  Jix 'und  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  im  Punkte 
(.r',  y'y  z')  der  zweiten  Flache.  Daraus  fliesst  also  folgender 
wichtige  Satz: 

Bei  jeder  B  i  e  g  u  n  s  einer  krummen  Oberfläche  wird 
das  Produkt  der  beiden  Ilauptkrümmungshalhiiiesser 
nicht  geändert.  (Natürlich  die  Krümm ung  halbmesser 
mit  d,en  gehörigen  Zeichen  geuommen.) 

Daraus  folgt,  dass  alle  Biegungen  einer  doppelt  erhabenen 
Fläche  ebenfalls  doppelt  erhaben,  einer  hohl -erhabenen  ebenfalls 
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hohl  rrh.il»rn  alnd ;  <{jik«  frmrt  eine  kfmint» Hiebe  nur  dai»u  hm 
riiM)  Kbme  «rboKrn  wrrdrn  kann,  wmn  rinef  ihrrr  llau|»lkrü*» 
muni»balbn>r«Mrr  unrndÜ*  h  gru»e  Ut ,  d.  h.  nenn  mau  bal; 

*VVf.'"*  y  o.  ,*> 

mmd  i%t*r  in  jrdem  l'onkle  der  H.uhr 


r.h«  wir  writrr  Ri«ben.  wollen  wir  mrrat  «n  die  KtgefearkaJl 
kfiriotrr  Linien  eul  riner  krunimrn  OberflAtbr  erinnern ,  nml 
dra  (»r.i»i iiniro  arnkrrebt  tu  »Irbrn.  »w  de«»  al»«», 
loa  irumd  rinrm  l'unktr  rinrr  krummen  Obt  rCLicbe  «a«  auf  di»- 
«rr  krummni  <H.rf<Li<br  K«tfrii  eine  kune  auf  ibr  eine  körieate 
Uuic  firbl.  tliri«  »mkrrrbt  atehl  auf  jener  kune 


Drnkrn  Mir  um  nun  auf  d«*r  krummen  I  iu<  hr  n  0  »in*  fi 
brlirhij*e  ki»n  r  gr/n^en.  und  mu  Mm  in  -dU-a  Punklm  drr«rm«-» 
auf  «ir  arnkrrrhCr  kiir/.  «Ii-  Kimm ,  alle  narb  derselbe* 
Neitr  hin,  uml  grtmi  allen  die«en  k<tr**nl*  u  Linien  di*-»«-ifce 
Kincr  «.    Iii«  I  nd  (.unkte  aflei  dira<  r  kuric.tru  »f. binde»  «if 


Z»i<*tdrr»t  iftt  klar,  d.»4%,  wenn  nun  in  iruend 
kfirtrafn  l.iru.n  einen  l'unkt  annimmt,  dir  knrte«te  I r>Uren«a>c 
dir««  »  Punkt»  t»n  drr  t«*-' b«  «ru  kunr  dun  b  da«  .Vu'k  «iVf 
kärte*teri,  da«  >wif»eb«'M  ibm  und  drr  kurte  lirgt,  tmrxft 
wird  rin  S*\t  ,  %<»u  d»  m  rani  »itb  Irirlil  ülirnrucm  «i  J, 
wrur»  man  nur  dir  lfr»f  immun  £«wrt»e  riuee  ktirtr«l»a  l.imr  %m 
dt  f  \  tfi.iliMn«r>-«  Imuuq  m.  n  i  ir ti-t      \!l-rmnn    H^t  km 

lri;r-fid  rinr  ktif/«*!»-  l.iiue  .ml  .-nur  knuuinr»  ObrrfUi  br  |f<»;»« 
l«M»'krn    iwfi  |'ui:klt-fi.  und  m.ih  Mahlt   irgend  ein«'«  Punkt 
d*^«er  kurie«lent  •**»  nf   dir  kur««~*i«  ),i«Ut*/uuftK  d*r«r»  Paarte 
\an  irgend  einem  andi-rn   Punktr  in  dri*>eli»en  körte  imriift 
dur<b  iU«  Mu.l  <  ben  d»  *rr  kun«-.  da*  «wt»<hee  ibaeu  brjt  % 


•)  IUL4-alf.ru  «i,*J  «i.r  l..rtr«a#  l.im*  l*>t>mmi  aVvb 

k«*«*U»t»fj        ,  •)««•  fJi-   k«*»r     r'iivfik  W«Ht»MiU  l'«*>kt*  ff*fcU 

Kar«»  «W  «. j,  . 4rr  k«r««  |ri  i;r«      |V|Kiic*  *rHf«  «V« 

4i c • » il^*    M«r|h*'  rtlAi£t«     v»**   i*«v*   •«    ikrvf   II« «l*Mif»»«f 
l**«klr  *Jr*  H»r«r  |««aall  katt«     -  «•« 
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Nennen  wir  nun  die  erste  gezogene  Kurve  A,  die  zweite, 
durch  die  Endpunkte  der  Kurzesten  gezogene,  B,  so  haben  also 
alle  Punkte  von  B  denselben  kürzesten  Abstand  a  von  der  Kurve 
A.  Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  M  der  Kurve  A 
und  sei  M'  der  entsprechende  Punkt  in  B,  d.  h.  der  Endpunkt 
der  in  M  auf  A  senkrecht  stehenden  Kurzesten.   Ich  behaupte  nuu : 

* 

a)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punkts  M  von  B  ist  nicht 
grosser  als  a. 

Denn  wäre  sie  grösser  und  sei  N'  der  Fusspunkt  der  von  M 
auf  B  gezogenen  senkrechten  Kürzesten ,  so  dass  MN'  >  MM', 
so  wäre  also  M't  der  auch  in  B  liegt,  näher  an  M  als  der  Punkt 
2V',  d.  h.  N'  wäre  nicht  der  uächste  an  M  von  allen  Punkten  der 
Kurve  B,  und  also  kann  auch  nicht  MN'  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  M  von  B  sein. 

ß)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  M  von  B  ist  nicht 
kleiner  als  a. 

Sei  wieder  N'  der  Fusspunkt  der,  in  dieser  Voraussetzung 

gezogenen ,  Kürzesten  von  M  auf  B ,  so  dass  MN'  <  MM'. 
>em  Punkte  N'  entspricht  in  A  ein  Punkt  Nf  so  dass  NN' 
=  MM'=:a.  Ist  also  MN'<MM't  so  ist  auch  MN'<NN;  d.  h. 
der  Weg  von  N'  nach  M  ist  kürzer  als  der  von  N'  nach  N. 
Nun  soll  aber  iViV'  die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  N  von 
A  sein,  also  muss  umgekehrt  N'M>  N'N  sein,  woraus  unsere 
Behauptung  sich  abermals  ergiebt. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  auch  alle  Punkte  der  Kurve  A 
von  der  Kurve  B  die  kürzeste  Entfernung  a  haben. 

Geht  man  also  von  einem  Punkte  M  der  Kurve  A  aus  auf 
dem  kürzesten  Weg  zur  Kurve  B,  so  muss  man  nothwendig  auf 
den  Punkt  M'  kommen.  Daraus  folgt  offenbar,  riass  die  Kurve 
B  auf  allen  Kürzesten,  durch  deren  Endpunkte  sie 
gezogen  ist,  senkrecht  steht. 

Denken  wir  uns  weiter,  von  einem  Punkte  A  einer  krummen 
Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen  Seiten  derselben  kürzeste 
Linien  und  gebe  diesen  letztern  dieselbe  Länge  a,  von  A  aus. 
Die  sämm  tlich  en  Endpunkte  verbinde  man  durch  eine  Kurve  B. 
Daraus  folgt  ganz  unmittelbar,  dass  eben  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  A  von  der  Kurve  B  gleich  a  sein  muss,  d.  h.  dass 
man  genau  eine  der  gezogenen  Linien  verfolgen  muss,  um  auf 
dem  kürzesten  Wege  zur  Kurve  B  zu  gelangen.  Daraus  folet 
aber  weiter,  dass  die  Kurve  B  auf  allen  Kürzesten  senk- 
r  echt  stehen  inuss. 


Theil 
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f.  10 

Wir  ti«ben  \m  Oblren  r»rt»*br«nd  .r  und  *  al«  di» 
i**«  Yerlnd*rli<  brn  in  der  Weich«.**  dVr  kr 


lebe  ance»rhf»n  Alln»meiner  »her  wernVn  wir  /  «nd  9  -*»*t«W 
aU  Funktionen  tarier  unabb*nt*ig  \  rrandat  lirbru,  dia  etwa  a>  «»* 
9  hetaaen  mü^rn .  bctrarbtao.  a»  iIam 

j-  =  n>(/*.y).  j y)  alao  x    /(/i.  y>.  (Jü. 

Ka  unterileft  aadana  keiner  ttcbwierifkeit.  obier  <; 
iMfofUfn  ,  daaa  0)<tfi  tt  und  o  ala  uimhhit  ftfijg  \ 
fuhrt    Mao  bat : 

t:  _r:  i  r  <:  <*y  «:  r;  <*  r  c:  <**• 
</>      4J*i/*     fjri/r1      c*y     ,  r  t  y     i  y  ty 

*' c'«i  * \li>)   *  *  t  j  t  y  lf>  l  /#  *  t  y*  V  /•/ 

ii  c*.r     <  :  <*• 
iJ  \  y      i  «  i  fm  J 

p  #       *  •  '    »    4"'  4  •       * ' 


*'JT   */*  t'<|       VJtpiy      <  f  t/«(f 


*    *         •    • « 
t  *    '  «  I  •  • 


r;  f^i 
erbalt  i  IT 


c  :  «  f      i-;  f  f  <:  e  r      i;  ••  r 
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En  int  nlebt  ichwrr.  «V«  allgemeinen  Anadrnck  ($2) 
tend  »n  tereinfacben.    Wir  wolle«   nlmlkb  tur 
|>a*e  der  Pnt.ktc  nnncrer  krummen  ObeHUrbe  eine  Art 
ordinalen  einführen  In  fallender  Wei»e.    Von  einem 
Pnnktn  A  der  krummen  ObertHrbo  na»  liebe   man  nactt  o 
liirhtuf'Lrrt)   ottf  der»elbrn  kürie»te  Linien;   ritte   dstm  oet 
rfftte.    Hei  nnn  r  die  Knlf«*  nötig  de*  beliebigen  Punkt*  *  .W  »*•» 
vf,  u nii r *»f*n  auf  der  durrb  «V  Bebenden  bßrrefcten ,  v  «Inf 


kel .  den  eben  die»e  Kdrcr*te  mit  der  ersten  mirbt .  %  » 
bogen  sfini  ll.ilbme»«er  I)  %on  0  bin  geiiblt  «erde.  t**V 
nun  «af  einer  der  *on  A  nn*it»b<>n<lrn  Ktirjesten  lort .  mm  t*l  I«- 
alle  Punkte,  die  aua  durchlauft,  v  k«notant ;  gebt 
auf  einer   Linie  fort,   welrbe  nlle  kur«e»len 


fetst  man  nim  In  pW)  r  fftr      «*  Or  f .  no  ial  t.  B 


DiffrrpTitijlquntienl  ton  s,  nenn  brona  r  alo  »er! n «Irr Urb 
wird;    aloo ,  dn   er  dae  Llenenl  der  kd 


der  Winkel  mit  den  A»rn 
er  er 

•o  djaa 


Ihr 


fix      e>  « 


•ie  drWin 


»d  rhrnUII«  p»rtM-lkt  IllaWent  ialquolienteu .  »Hein 
nx-bl  unmittelbar  lieajnuo  auo,  da  i  <•  nt*bt  dn*  durrb 
r  trm«*r»T  urr  /wri[»n  i.iMr>    «n«    ii»in  n    *t  yrrjc-ti«!    im   ii+m  w\ 
•lebt)  int.    Ilte.e  kooinnn  »»od  im 

Irr       l<f  tri 

er«       icx-  rr. 


*)    WU  oaosU'b  Uknt  Ut«n  «leb  «U  im  i  9  imimwi 

S*n«  eo«a  oM»«nr*a.    !'•*  4*«  r««tr«  »  H  i*a*  I  «*•  mmt 

»ll*a  b  ort—loa .  Stm  **o        b«r«*  4  •••«*4i«a.  •«•träfet  »iro«.  •  «« 

i«  •««a«*4  aaf  aWMifc*»  b»re*«uo.         f»Jgtt«a  nwfc  oft« 
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Denkt  man  sich  also,  wie  bereits  gesagt,  durch  den  Punkt 
Jlf,  dem  r  und  ^  zugehoren,  zwei  Kurveu,  von  denen  die  eine 
die  Kurzeste  von  A  aus  ist,  auf  der  r  gezählt  wird  und  für 
welche  t/>  konstant  ist,  und  die  zweite  auf  dieser  (und  allen  Kür- 
zesten) »Senkrechte,  für  welche  r  konstant  ist,  so  muss,  weil 
diese  zwei  Kurven  auf  einander  senkrecht  stehen : 

fofo  focj^  - 

sein,  so  dass  also  jetzt 

Hier  ist  also  klar,  dass  rcty  das  Element  der  zweiten  Kurve  inr 
Punkte  M  ist,  da  ds  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist,  dessen  eine  Kathete  dr,  die  andere  folglich  r(fy  ist. 


§.  11. 

Wir  haben  in  §.  8.  gesehen,  welche  Bedeutung  die  Grosse 
RR*  hatte.  Es  mag  von  Interesse  sein,  den  Ausdruck  derselben 
durch  p  und  q  (§.  10.)  zu  suchen. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (217)  und  (24)  mit  (31),  so 
sieht  man,  dass  sie  dieselben  sind,  wenn  mau  in  erstem  statt  x, 
a^,  y',  x'  respective  setzt:  p,  q,  x,  y,  z. 

Daraus  folgt,  unter  Beachtung  von  (26%  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung-setzt: 

du  Bz     Bz  By      .      Bz  Bx    öj:ck_         d.rcty  3ycta:_ 


nir—D't  &z  &t   (  d*z  \i 
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i  nn-tr* 


Mm  »*se  «or  Abkün 


»  * 
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89  8^87  +  87  8/wty     07  BpBq  * 

Bxd*x     ByPy  8x_ 
?7^  +  ^a^+  8?  8?*-"  ' 


so  ist  offenbar: 


1  a£  1_  BE       n__  BF    \  BG 

2  dp1    m  —  42   89'   m  ~  üq     2  dp  '9 


BF  \  BE  t  i  8G  „_  1  M? 
8/>~  2  8?'    ""2^'  w~2 


sodann 


8/1  _  8n^ 
cp 


B*xfa,PyPy,PzBH     /j**Y-  /8«y  Y 

—  V  8?2  +  <*p»  8ry2  +  V  a9*     V8/»8v/  VS/tf?/ 

B*F      1  8*£     1  8*G 

—  BpBq~~2    87*     2  3p*  * 

Ferner ,  wie  in  J.  8. : 

4m  ~Bj>n  =  CBß-q-A  BJF9' 

80  w  -a^"-^?-^^' 
8^  ,    8x  8*//  8*z 

B7,m  -Bpn  -C8o*  ABq*9 

By        By       „B*x  S*z 
Bqm-tyn=CW  ~~  W 

*  «  8*x 
87  m  "8>n  —  sBq*  80* 

8r        .8z        ,8*?  „B*x 
Bqm-  Bpn  =  Ahj7*-  Bdp*' 
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wonuM  Webt    fflr  («Ute«   Zeilen  In 


i(S)'«cp''(r»)'i'--- 

f  .r      f  9  f  9      f  j  f:  \ 

♦i:e),»G;),'G.),i'— 

ii  /f  rAi   l  fr  f r;    i  ff  ff;  i 
i  ffff  _  l  ff  fr;    l  f/;  ff 

l  f /;  fr;    l  ?#:  ff;_  l  f#;fr;  t 

4  4  v   cy*  *  *      «7       *  '9  *P  I 

,  #.|  l  /  'V    I  <A  <f    l«f  fr;  | 

#fM  4  V<V      4  c>fV  *  4c>  <>  I 
folgt  ...  «MÜH*  0»rh  (AI): 


#r#fi  i  \  </#/      i  f»  <  9     •  v  «7  I 

*  t    '  j*:?*    ;*;:(.    f#  ;r;  i 

I.    t/#ty       tp  ip       *v  cy      i/,  tV       cj  <r  | 

Kf/.\«  ifff  f/:«r;i 
i*/  '*i>«9  *■>*>  I 

«I  AttB<Jlttrk  riiif  grill  uncbcr*  t»r»UJf  ff: 

mlmUck  S  i.<.   f     /i,  muh 

»r>  _  f  i  l  A  r;    #;r.     ;/\  i 
**,-4>l  /A<>  1  r.  cV     c?/  | 
i  i  Iai:    #'  fr.  \  i 
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§.  11 


also  I>--v,  und  mitbin  giebt  (360: 


so  dass  v  durch  die  Grosse  Jfjf  gegeben  ist.  Ist  nun  ~jnr-  in 
allen  Punkten  der  Fläche  konstant,  gleich  6,  so  folgt  aus  (37): 

r=^rsin(rV6)/  (38) 

Allgemein  ist  nämlich  e  =  0,  wenn  r=0,  da  dann  das  Element 
rdtp  ebenfalls  verschwindet;  ferner  ist  für  unendlich  kleine  r  offen- 
bar die  durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gehende  (senkrechte) 
Linie  als  Kreis  zu  betrachten  vom  (unendlich  kleinen)  Halbmesser 
r,  so  dass  das  Element  dieser  Linie  gleich  rcty,  d.  h.  also  für 

So 

unendlich  kleine  r  ist  ^  =  1,  und  also  för  r  =  0  muss  auch 
^-  =  1  seio,  was  die  Formel  (38)  rechtfertigt. 

För  konstante  Werthe  von         =  6  kann  man  leicht  die 

Länge  der  Linie  bestimmen,  welche  durch  die  Endpunkte  aller 
gleich  langen  Kürzesten  (r)  geht;  dieselbe  ist: 

^f*\\n{TVb)ty=~*\*{T>rS)  .  (30) 

0 

In  dem  speziellen  Falle,  wenn  6=0,  ist  r=rr,  also  die  Länge 
=2r»,  in  welchem  Falle  z.  B.  die  sogenannten  abwickelbaren 
Flächen  sind  (Zylinder,  Kegel  u.  s  w.);  im  allgemeinen  Falle 

ist  die  Kugel,  deren  Halbmesser  ist,  enthalten,  wo  man  den 
Satz  (39)  sehr  leicht  direkt  nachweisen  kann. 
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Für  den  Fall,  da*«  die  {»ru*iie  ////.  in  all«»«  Punkten  der 
rl\che  konstant  i»t,  »ich  leicht  uacbwei»rtt ,  d*#»  i«fi  ¥  l* 

rhrn,  denrn  die*e  t.itfe«*«  hall  xukomml,  und  lur  w  riebe  dr* 
konstant«*  Wrrth  ton  /rrV,  drr»rlhe  i»t,  dir  |  ii(en«rhaft  WaW« . 
ri«h  auf  einander  abwickeln  ru  («»nen,  d.h.  dann  dir  riM  ri*>r- 
lürfURit  der  andern  i»t. 

Den»  nrnh  man  die  Koordinaten  tnn  f.  10.  einführt,  ia* 

■  .WHIl  III     WVI      *  Itl^ll 


«V*  f    '  •.»VW'UV». 
V  6 


| 

S  t 


dir*«  Flementc  werden  /ijajmjprnfall^n .  wenn  man  r*  —  rt  «  v 
f  mn»t.  annimmt,  und   km  nun  i»iMlir«  r  und  v  kemr  |Unr 
hu»g  feilcr-irlU  Ut.  wie  dir*,  nach  $  *    rr f.,rdrr I.«  h  i.l.  M»w 
rieht»  dar«  dir  dlrit  hnngrn  r      r,  v    -  t-  f  «'»»«*!  dir  rnlowf  r*  he» 
drp  (d   h.  auf  einander  lallenden  j    Punkte    heider  Hache«  W- 


Mollen  nun  auch  den  all«r meiner  n  Fall  untersuche»,  da 
n""*t  k«rjaUnf  l»t.  und  wollen  lur  Abktlrrunrj  aetien: 

9Wl  -  # 

W\t  rrhrtirH  an,  daaa  dir  Lage  der  ternchiedenen  l*»aatr 
auf  der  einen  FUt  he  durch  die  k'»«»n|in»ten  /»  m>d  y  '}  1(1  a*J 
•Irr  andern  doch  ft',  »  fr. tLr. teilt  wrrd*.  Sollen  dir  b<»Je« 
liehen  »ich  anl  einander  ah»«  m  kein  l»-*rn.        mu»»  .  *eww  ^. 


y  und  J»\  y'  iMnrn  einander  e«U|»rf  rh<  nde»  Punkten  iw^fk'^a. 
idri<l»»«h,  d- h  <*hri 


>bn#  eine  Jlrjiebunj*  *wi»t  hen  ft  und  y 

(ft.  IV.  11.) 

worin  /.  ,  /\  r*f'  in  lleriig  juf  jj'.  y'   dieselbe    Itedetif  uff  k»Wrw 

wir  #.  .  /  ,  f»  in  Heftig         u   I  «/■  -»'•«  /»     V   1  p 

y  ahhtncrn  l-t  *  /»,  v  i  d  t«  |vr<fl'ikt  der  beide«  II  *i:f«tk'  >mm*^gm 
h*lhm<»«tr  im  |'ü(  Li»    y.  y  .  f    y  *,  .  dj««rlhe  im  1'unklr    />  f 


nach  dem  mm  in  £  **   rei-ift  wurde     Dir  f»lri«h«in(  ilt  at»i 
müclich  •**».  we»n  ubrih*«i|»t  e.h#-  \bwwkelnuf  m^iilirh  ee<w 
d«riH    «her    n»«i**r»    p.  y.  ft     »/     »rr»'  trrlnh  ut»d   e*  J*/1 

duuh  die»«  Mcm  hnnt  keine  Hetiehuti^  mimWi  p.  f  wdrt  p  « 
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eingeführt  werden,  was  z.  B.  geschehen  wflrde,  wenn  die  eine 
Seite  konstant,  die  andere  veränderlich  wäre.  Die  (41)  drückt 
sodann  eine  erste  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  p,  q,  p', 
q'  aus,  von  welcher  Beziehung  wir  in  unserer  Betrachtung  aus« 
gehen.  Die  Gleichung  (40)  muss  identisch  erfüllt  sein,  und  es 
handelt  sich  darum  zu  zeigen,  in  wie  fern  diess  unter  Annahme 
des  Bestehens  von  (41)  geschehen  kann.  Da  p'  q'  Funktionen 
von  />,  q  sind,  so  ist 

also  muss  in  (40): 

dp'  dp'         (dp'  dq'     dp'  dq'  \,r,fy      _  F 
h  dpdq^^   \Fp  dq  +  dq  ty)  +      *P  '*9  ~  ' 

sein,  woraus  folgt: 

Setzt  man  in  (41)  zur  Abkürzung: 


■ 


Fp-m>     ~cq~         dp'-'"'  cq' 


so  folgt  aus  (41),  indem 


dt  _  Bs_  S//  .  _öe  a^l    ßf     a*  ^'  Af 


woraus 


cp' 

—  m  2/T 
cq 

K 

dq' 

cp 

07 

(44) 


Multiplizirt  man  obige  Werthe  von  £,  F,  G  bezüglich  mit  n*, 
—  2m»,  «*  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (43) 
und  (44) : 


Di 


34* 

Km* -3far«4  Um*     AV«-?FWb'  4  fVar* 

IM«  Cleirbun«  (45)  »um  aUo  t*flW»"*  *~ 
hm  aollm  «ich  auf  einander  abwickeln  Unam.  .Nu«  tat  aM(«>- 


Man  mulfiplistre  nun  die  rmlt  Seite  %ofi  (40)  mit  der  rr«C«M 
tu«  (4.1),  eben  »o  dir  zweiten  Seilen,  und  »ubtrabire  «  im»  den  Pr* 
dualen  bezüglich  <»K>  +  nfo)*,  («'r/f'!  n  t^')1.  so  ergiebt  *kfc,  VfM 
mau  die  Quadratwurzel  aunxicbt: 

(Em  -  f  «)r>  f  (flu  - 

Aniwommrn  nun  eretena ,  die  (tleichung  (4>t)  beateb«  I4n 
lUcb.  entweder  unmittelbar  »der  in  Pul«*  dri  tilrlcbun»  (41). 
Aledana  druckt  (4?)  die  iweite  fleciehang  «wiicben  m.  f.  a» .  f* 
Atta.    I>ie  (4?)  kann  nie  identia«  h  bestehen,  da  »oo»t.  indem  dir  •< 
Identität  mm  Fol*«  ton  (4A)  narr,  ofenbar  nein  m<U*U : 

Aa-f*  _  fv-r;«  _  fv-fv  _  f\.-rvm 


(IIa  —  f  m)n  -  ( f  u  —  (»m)m  , 

d  b 

if  u»  f  r;«» «  o  ^  f;«*  -  *»/•••'«'  *  rVm* 

weftrbe  Glelrbunr,  da  «,  a  nicht  sucl'irh  Null  sind,  indem 
koaetaat  wäre,  und  von  da«  ürooaeu  /.,  f'(  f.  uubt  iwei 
fruii  Rind.  unmöglich  lal. 

Die  Gleichen«  (47)  m«ea.  «utet  Zuaieb.au  ton  (4h, 
nem     Aua  (41)  M«f.  da««  eicentlicb  nur  drei  \er 
(47)  tmkomm+a.  als  weich«  t.  f.  f       *hH  w«t  Jet, 
(40)U4mu: 

rV     nr>  .  ft-«'V 

cp  =■*  T  »      ca»  ^-  ; 


in  (47)  aefet: 

Cfa    -fm     _     km  -km     Yl_/"t     *  f . 

1     -w«.  "° 


«rta»«»«.«  der  l.lr«-hunr«-n 

i  i  =  «,.«'> 

durch  ».  f.  t  auadruckt,  mwa*  intestabel  »eia.  w.«a  be4ae*U»h 
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eine  Bedingung  erforderlieh  ist,  welche,  wenn  man  die  drei  Ko- 
effizienten zor  Abkürzung  mit  A,  — B,  C  bezeichnet,  ist:  • 

Nun  enthält  B  kein  q't  C  kein  q,  also  ist 

bb_bc» 

und  mithin  ist  diese  Bedingung: 

worin  die  partiellen  Differentialquotienten  unter  der  Voraussetzung 
gebildet  sind,  dass  vorher  p  durch  e  und  q,  p'  durch  e  und  o' 
ausgedrückt  werde.  Da  diess  im  Allgemeinen  Schwierigkeiten 
unterliegen  kann,  so  müssen  wir  suchen,  diese  Differentialquoti- 
enten durch  die  früheren  auszudrücken.  Bezeichnen  wir  die  unter 
der  so  eben  angegebenen  Bedingung  genommenen  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten durch  Klammern,  so  ist  also  obige  Bedingung: 

Nun  ist 

dB    /BB\  B<p      /BB\     .     /BB\     1  dB 

de  /ac\  v    ,/ac\    .   /bc\   1  de 

Sei  weiter  A=1t(p,  q,p\  ff)  und  aus  (41)  folge  f>  =  i(f,  q),  p' 
=k\t,  q'),  so  ist: 

A=1>mt,q),  q,k'{i,  90.  9'] 

also 

eqJ-dkBq+Bq—dp  Bq+Bq  ' 

Aber  aus  p=l(e,  q)  folgt,  da  p  von  q  unabhängig  ist: 

8X8e  dk  __Bkde         fy?de___  n 

~~~BtBq    Bq'     Bq        Bt  Bq         Bs  8q~~     tu  * 

Man  wird  das  Letztere  um  so  leichter  einsehen,   wenn  man 
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bedenkt,  «Im»«  dir  (aletrhunfg  *  —  <r\H',  </),  q\  «Ji»r 
«Uo.  Mfno  man  n*rh  i  difcrrimrt : 

ftr  a  _  f  i  <> 


i  f>  I 
i  f        <  I 


ri  «vi 

ll«p*chtrt  tn*fi ,  /I  die  iMffprrn*  t »»  t*itt  Tbrilr  i«t .  *«• 

denen  der  rrfll*  kein       v',  drr  keift  /».  q  tuXkktt.  »•  vvd 

obige  |ieditiguntr*Rl<'i<  nung  tu. 

f  *.«  -  **v*.  •        _  ^  r  /  #. v  -  r-  . 
1 "  «A«  \  /.  u     /  V    '<A     m  \  i  t.-t*  )\ 

Au.  (45,  tx**t  .irk  hoii  (rirbl  drr  \\  rrlb  de»  Q»><>enlr» 

/„«     ■.•#'■•»  |  rW 

ib»en;  i*ffl'«.b  i»t  «Im  In  drf  ri«len  kU»»rr  I 

<  m  tu 

S!"  fc  .>(%'"#. -/•)  '•',(*  "0 
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und  ähnlich  das  in  der  zweiten  Klammer.  Mithin  wird  obige 
Bedingungsgleichung  zu: 

/itt      T  d(  Gm"Fn  \  ±d(  En^-Fm  Y\  1 

fyA\  VG'-P*)  +  äf/\  Vf^^~W  J  STEG-*"* 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist ,  lässt  sich  (47)  unter  Zu- 
ziehung von  (41)  integriren  und  giebt  die  zweite  Gleichung  zwischen 
p,  q,  q'.  Ist  aber  (48)  wirklich  identisch  erfüllt,  entweder  un- 
mittelbar, oder  in  Folge  von  (41),  so  lassen  sich  die  Flächen  auf 
einander  abwickeln.  Denn  man  quadrire  (47)  und  (40)  und  addire, 
so  ergiebt  sieb,  unter  Beachtung  von  (45): 

Edp*  +  2FdpBq  +  Gdq*=E'8p'* + 21vdp'Bq'  +  G'Bq* , 

d.  i.  die  Gleichheit  der  Linearelemente.  Wenn  also  (45)  identisch 
erfüllt  ist,  so  muss  (48)  ebenfalls  identisch  erfüllt  sein,  damit  die 
Abwickelung  möglich  sei. 

Ist  aber  zweitens  die  (45)  nicht  identisch  erfüllt,  so  be- 
steht (47)  immerhin  noch,  und  ihr  muss  durch  (41)  und  (45)  ge- 
nügt werden ,  wenn  eine  Abwickelung  möglich  sein  soll.  Geht 
diess  an,  so  sieht  man  wie  soeben,dass  die  Abwickelung  möglich  ist. 

Da  im  ersten  Falle  bei  der  Integration  eine  willkührliche 
Konstante  eintritt,  so  ist  die  Abwickelung  (d.  h.  das  Setzen  ent- 
sprechender Punkte)  nicht  bloss  in  einer  einzigen  Weise  möglich; 
im  zweiten  Falle  aber  wohl  nur  in  einer,  oder  doch  einer  sehr 
beschränkten  Anzahl  von  Arten. 


\  13. 

Sind  wieder  ßi,  Iix  die  beiden  tlauptkrünimungshalbmesser  in 
irgend  einem  Punkte  (xfy,z)  der  krummen  Oberfläche,  so  k;inn 
das  bestimmte  Integral,  ausgedehnt  auf  ein  Stück  oder  die  ganze 
Oberfläche: 


m 


+  6i)  (49) 


vxvy 


leicht  in  ein  anderes  umgeformt  werden.  Dasselbe  drückt  übri- 
gens nichts  Anderes  aus,  als  die  Summe  der  Flächenelemente 
der  krummen  Oberfläche,  jedes  dieser  Kiemente  dividirt  durch 
das  Produkt  der  beiden  in  ihm  stattfindenden  Hauptkrümmungs- 
hallimesser.  Wir  wollen  annehmen ,  die  Ausdehnung  des  Inte- 
grals (49)  gehe  nicht  weiter,  als  dass  innerhalb  der  Griinzcn  der 
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tetefr»tion  keiner  der  Halbroeeeer  9t  «der  ttt  N«H  werd»  II« 

einer  H«.i.i»«*ll  ergebene«  K  liebe  Ul  HH%  iauner  peefciv  , 

einer  b»»nl  rrhahcnrti  immer  nefitiv. 


Pmdekt  RH%  let  ($.  K.)  gleich 

I  "(;:)•  •(:;)'  l' 


aUo  iet  <U*  Integral  (49): 


X/i 


c*t  f*:     /  c*i 


Ca 


1  ry*  V 


Netit  man  mr  Abkiirtung 

fr  c:  , 


»»  ul  (4V): 


cm  i 's  .  . 

"r> 

Itoken  x.r  au.  man  hilf.  i».  Ltr^ral 


:    /  <'<  Y 


c:  t  j 

ÜlfMi  d***.  »e.n»  f*5;.^»    f  =     •  «»•■ 
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Ol 


ggjg    \MaJ      38        ff  hpSq 


Umdas  letzte  Integral  nochmals  umzuformen  setze  man 


»=  ,    7=— - 


■ 

wo  u,  »,  tc  die  Kosinus  der  drei  Winkel  sind,  welche  die  Nor 
male  im  Punkte  (./•.  y,  z)  mit  den  Koordinatenaxen  macht  (§.  1),  so 

dass  w  =  ±\T  1 — u't—v2  und  also 


—  H 


Vi  — u»-e»'        1        Vi  - ua -  ca' 

Alsdann  ist  statt  <  /><  7  zu  setzen: 

*  a-;su8P=±(1_M3_ö-2, 

so  dass  das  verlangte  Integral  ist: 

rr  du  8p  1  /y»  an8o 

Das  Integral  (50)  drückt  aber  bekanntlich  das  Stuck  einer 
Kugelfläche  vom  Halbmesser  J  ans,  wenn  u,  r,  w  die  Koordinaten 
eines  Punkts  derselben  sind.  Der  Punkt  dieser  Kugelflache, 
welcher  dem  Punkte  te,  v,  z)  der  gesehenen  Fläche  entspricht, 
ist  leicht  zu  linden.  Zieht  man  nämlich  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  eine  Linie  parallel  der  Normale  im  Punkte  (.r,  und 
denkt  sich  z.  13.  die  Kugel  um  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
beschrieben,  die  Koordinatenaxen  zugleich  auch  Koordinatenaxen 
der  Kugel,  so  sind  die  Koordinaten  des  Endpunkts  des  Halbmes- 
sers nichts  Anderes  als  die  Grössen  m,  v,  w.  Daraus  folgt  nun, 
dass,  wenn  das  Integral  (40)  über  die  ganze  Fläche  ausgedehnt 
werden  kann  und  diese  eine  geschlossene  ist,  dasselbe  =  +  4:r 
sei,  das  obere  Zeichen  geltend,  wenn  RRl  immer  positiv,  das 
untere,  wenn  beständig  negativ  ist. 

Man  kann  hieraus  auch  den  Satz  ziehen,  von  dem  Gauss 
bei  seinen  Bestimmungen  ausgegangen  ist.  Denkt  man  sich  näm- 
lich, wie  vorhin,  die  Kugel  vom  Halbmesser  1,  und  ein  unendlich 
kleines  Element  0  der  krummen  Fläche,  zieht  in  allen  Gränz- 
minkten  desselben  Normalen  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
Halbmesser  parallel  mit  diesen  (nach  derselben  Seite  gerichteten) 
Normalen ,   so  erhält  man  auf  der  Kugel  ein  unendlich  kleines 

Theil  XIX.  24 


in  der  Ausdehnung  *on  0  d* 

«oUt  (^^...k. 

rührt  eo .  d*M  Gaaaa  dl«  GH»m  -jt|t-  da«  Krün 


mun||iniiii  d»r  l*lA«h^  in  dem  betretenden  l'unktr  uraai  I» 
(61)  gilt  da*  ob***-  /.riehen,  wenn  JfJt,  noeHiv,  de*  unter*. 
UKX  nrgatit.   Dm  InteKfiJ  (4V)  Lr.Mi  bei  Ga«e«  die 

drr  l  llrhr  (oder  tutf«  Mücke»  derselben) 


f.  14. 

Wir  «rollt*  mm  nun  aal*  einer  krummes  Harke  tm  nr.^ 
Punkte  >4  a»e  eine  uoendlieke  Menge  kflraeater  I«i«ien 
-n  (J.  10.):  eine  demelben  eei  ala  die   ernte  a«<c» 


roo  der  im  die  Winkel  f  (6.  10)  gealhlt  werden,   eine  c*«*te 
dienet  Knrfr-ten  marke  inil  der  ertlee  einen  bttttmvir«  Wi»4r4 
Auf  der  ersten  nehmen  wir  einen  Punkt  H,  nuf  der  etten 
Punkt  C  na,  and  verbinden  H  und  r*'  ilurrh  eine  kurrrete 


Dreteck  A&(\  «o» 
drm  «iir  voraueneUea  «tollen,  o^enn  ftir  alle  Punkte  de**rit^« 
Ii /V j  nein  Zeichen  nickt  wechsle  (6  13.).  Die  drei  Winkel  4* 
brn  noien  A,  B ,  t\  Im  Punkte  #J  Ut  (£.  10)  «J  0,  Int  l'jr.kt» 
C  %  *  A  Rechnen  wir  dro  W  inkel,  de«  dio  klraeale  l.hak 
Kit  den  «ob  A  aasffehendee  Korteoten  merkt.  Je  Mrk  der 
hin,  nach  der  <&e  nooltivM  eV  und  eV  prekco.  an  tot  klar, 
dieser  Winkel  hu  Punkte  fi  fleicll  •  — #*,  Hu  Punkio  t *  gteorfj 
C  let  {A,B,V  In  Boge«  rum  H*n»meon*r  |  cnfrkn*^  W  •# 
k»ben  nun  noch  eine«  A  und  rock  fhr  dienen  Winkel  im  AUcr«eu*- 


Daa  Element  irgend  einer  Kurte  Auf  der  OWlUW 
nack  }.  10.  M  Hr'Uft  »uf  dlrse  K'><»rd<0jtrn  *u.*i-d'dckt 


eV 
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Bö 
*8r 


C  V r*+e  J  ° 


Min.  Ist  allgemein  q>  der  Winkel,  den  das  Element  Vr^+p2ÖT(/ 
mit  der  Linie,  auf  der  r  gezählt  wird,  macht  und  zwar  nach  der 
Seite  hin,  nach  der  die  positiven  dr  und  cty  gerechnet  werden, 
so  ist  offenbar: 


COM  (p  — 


a^V^Hi*    Vr*  +  e*' 
 c8^  ü  # 

p 

also  wird  (52): 

+ 

Wenden  wir  das  Gesagte  nun  auf  die  Sätze  in  §.  13.  au.  Ein 
Element  der  Fläche  des  Dreiecks  ABC  ist  offenbar  cdtfidr  (§.  10). 

also  giebt  das  Integral  fjtdy&r,  ausgedehnt  auf  alle  Punkte  des 
Dreiecks,  die  Fläche  des  Dreiecks  an. 

Aus  §.  13.  erhellet  auch ,  dass 

JTii£=±der  Fuiche  einer 

Figur  auf  der  Kugel  vom  Halbmesser  1  ist, 

welche  man  erhalt,  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  Halb* 
niesser  zieht,  die  parallel  sind  den  Normalen  der  krummen  Fläche 
in  allen  Gränzpunkteo  des  Dreiecks  ABC. 

Aus  j.  12.  wissen  wir,  dass 
demnach  ist 


ff 


wenn  r  von  0  bis  r,  \>  von  0  bis  A  gerechnet  ist.  Da  ^  =  1 
fflr  r=0  (}.  12),  so  ist  also 


■ 
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und  aJ»«»  ut  da»  cigattlkh  gesuchte  beatimtnt*  Utegral: 
F«r  p    OUt  ?  =  «  —  Ä,  rar  *    .1  1*1  »    r-,  tU»  Ut 

./*  '**('  A  4  ''-<»-»>  =  •<  »  M«-» 

l>rlttBftcll  ut : 

.//S;  .Ii»»'--. 

wenn  da«  Inte~ra1  aof  alle  Punkte  de«  f)reie<ke  JiV/'  ••»fvJ»Ut 
wird.    Ut  die  r  lache  dentirlt  rrhabrn ,  a*  ut  auo  .1  |  It  +  #  ~« 
dir  Mathe  der  dem  Drrierk  .f/ff  ent»iireeb enden  ft  ,Znr  auf  eV* 
kusrl:  ut  die  r'lnrhe  bohl  er  haben.  *u  ut  umgekehrt  t  -<.t|^H 
dir»e  rlaxbr.    M.*n  kann  «Im»  nagen:    llte  Summ«  de*  dit«  •» 
bei  ein™  ton  bürgerten  Linien  auf  einer  krummen  Ot««raWfc« 
riitup«  hl<»ft»enen  Dnird»  imt   urM**»r   aU  '2  Kerbte,   «er.n  4<e 
Fla.  he  doppelt  erhaben,  kleiner  aU      ItVthtr,  nrnn  sie  b  «41  e* 
ballen  ut     l>rr  l  eher.«  bu«n  «erbalt  »ab  tu  T'J»0.  »i«  dmtUrke 
der  tlpfu  Ivrrtrk   enUj»recheiid#-n  r  igur  auf  drr  Kugel  tu*  Harb« 
der  saa/ru  Kugel  »ich  trrh.ilt. 

Malte  man  ein  \  ie|r«  k  tun  ■  Lüfteten  Linien .  die  mir*  aWr 
nicht   dun  bkrruxen,  »w  kjnn  nun  ea  durch  kurieale  I i« 
•  —  -  *«drhrr  l>reiet  ke  abth«*il«'fi  und  man  tindri,  da*«  4rt  I  «Irr 
•chird  der  Summe  aller  Winkel  %r»n  (n  »Mb  » r*hiit  ** 

?Jr*,  wie  die  I  Ucbe  der  dem  \  tele«  k  enUnrei  brndm  r'»g*r  w 
der  Kasel  *ur  Kla«  ba  der  ganaen  Kugel     Der  l  nter»chird   I  f  B 
|  f   k  l>\    .  -  <u      2,1  KT    ut   |><u.üt    bri   dornet  efbaWens 
»egath  bei  bohl  erhabenen  »Iiiben. 


Im  Heitberifen  ward«  »iae  Art  Polark  <»ord  taa t r n  H*ia»efcaaäru> 
an  Ut  ab«-r  nuht  »rbnrr,  eine  weitere  Art  rerbt»*rnkJi|e*  K -*•*-«* 
naten  rirwuf  uhfen.     Ifarih   dm    \fif-ii»r«fit>*l  I   J  »b*;rc 
•fd<natrn  «ollen  wir  un«  «teder  d>r  er  «fe  kurierte  l.tnte 
d«*t»kn*  und  auf  drr*r|h*ci  iu  all  ihren  Punktm  «rnkrr«  ht>  karn 
l.  itt+m  rrri<ht»n      (m  jrdr r  Punkt    V  der  ObwÄArb»  «•  ird  »*% 
nlnivmt  »rrdrft  L<»ftitm  dun  b  dir  r"tl«~rnnag  e  de**«4W*  i  «m  daa 
erntra  ku'f r«lea  LmM"  —  der  Ab*«u*rnaie.  and  dunh  die 
p  d«-a  l  uanpanktaa  der  S^nkreebta«  «naa  Anl^>c*r 
i«(  der  Abaau^eaaie     Wir  wolle«  dal  r^*Oi»e«  p 
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der  Seite  rechnen,  nach  der  (§.  10.)  tp  =  0  ist,  die  positiven  q 
nach  der  Seite,  nach  der  die  positiven  gerechnet  werden.  Es 
handelt  sich  nun  darum,  zwischen  r,  tj>,  p,  q  Gleichungen  aufzu- 
stellen. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Formel  (32)  ein  jedes  durch 
M  gehende  Linearelement  darstellt.  Da  jetzt  Bq  das  unmittelbar 
durch  M  gehende  Element  der  Ordinate  ist,  so  ist  (wie  in  §  10): 


<y.-  '  > 


/%V  4-  W  4-  f  *  Y  - 1     ^  8x    8g  Pj,    &  Sx_ 
\8<iJ  +  \8qJ  +  \dqj  ~ 1 '   8p  8q  +  dp  8g  +  8p  8q~ 1 ' 

also  das  Element: 

Bs=\u>*Bp*  +  Bq* 

Denkt  man  sich  durch  den  Punkt  eine  Linie  gezogen,  deren 
Punkte  von  der  Abszissenaxe  alle  dieselbe  Entfernung  q  haben, 
so  steht  sie  senkrecht  auf  allen  Ordinaten  (§.  (J.)  und  das  Element 
derselben  im  Punkte  M  ist  also  wdp.  Ist  A  der  Winkel,  den  das 
Element  es  mit  dieser  Linie  macht,  der  Winkel  nach  der  Seite 
hin  gerechnet,  nach  der  die  positiven  Bp  und  Bq  gehen,  so  ist 

cosX  =  ---d?-    -.,    smA  =  (54) 
V" w^Bp  -f-  ety'2  V" w*Bp*  -f-  ety* 

In  Bezug  auf  die  Koordinater  r,     ist  dasselbe  Element: 


demnach  ist  ,  „ 


8*3 =1*^*  +  fy2 = br* + iflty»  (55) 


Das  Element  der  von  A  ausgehenden  Kürzesten ,  auf  der  r 
gezählt  ist,  im  Pun  kte  M  {Taf.'IX.  Fig.  1)  ist  dr;  rety  ist  das  Ele- 
ment einer  darauf  Senkrechten,  die  durch  die  Endpunkte  aller 
Kürzesten  von  der  Länge  r  geht  (§.  9.  10.)  V  V 


Ist  7  der  Winkel,  den  85  mit  dr  macht  (§.  14.),  so  ist 


Br      .  tBy 
C0S<P  =  fs>  8in(P=~Bs~ 


Zugleich  ist  qp  —  1  der  Winkel,  den  die  Elemente  wdp  und  dr 
mit  einander  machen,  den  wir  u  nennen  wollen,  wobei  dieser 
Winkel  er  von  dem  Element  dr  an  in  der  Richtung  gegen  wty  ge- 
zählt wird.    /Ilsdann  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 
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weoo  in  (M)  Heuchlet   Darooo  folgt  ooxb: 

dr=«*/»cooo  — dfoioo.  c£«/ =  toBf»  *io  o  |  dycooo; 
4.  b.  tu aii  Hol : 

(M) 

tr  ?r  ?*-  »* 


Gleich  uni'rn  <1rn  Zukaninirnh.ittK  swlsebe«  «\  o,  r,  «j 
drikfcoo,  «od  wo  logU.cb  ooeb  v  ood  • 
our  w  raeben  u»t 


Wo«  OJ  «0»»rbntft,  00  Ut  fftr  O    0  d«o  lUrmmt  «V*  («*»d*0«J 

jrleicb  fp.  d.  b.  fOr  o  =  0  Ul  ir  I  Aoo  deo  •«*<  et»leo  4*U* 
i  him»eo  (3«)}  folgt,  weoo  oin  dio  emlr  »«cb  f.  dt«  t»eU«  o*  b 
p  dif efooiirt  »od  die  KeeolUle  f,k»cb  «etil : 


f. 

Fflr  «  0  folM  oWv  «<y  iitiaturo  mit  9r.  ibo  ort  e=rO 
rieb,  »oo  ooeb  p  oei.  bleib«  fw  f    0  loMOCf  er=.0.  d\  b.  tbi 


v    0  Ul  «  k-*Uot,  .od  »Itkio  f^-O,  oo  dooo  ^  «=0 


=0 

«bt  ooo  Glokfcoo«  <V)  iooW«  omoo  ooeb  hkor: 
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Wir  wollen  nun  annehmen,  w  lasse  sich  in  eine  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  p  und  q  fortlaufende  Reihe  entwickeln, 

und  sei  diese  Reihe  (da  fär  ?=0:  to=l,  g—  =  0): 

w=l-Mo*-f/ty8  +  ,  ^=Oo  +  fliP  +  ffa^2  +  ..., 

B  =  b0  +  blp  +  b2p2  +  ....; 


w  =  1  +  a0q2  -f  aipf/*  +  atp*q*  +  .... 

+M3  +  W  +  *aPV+   •     }  (59) 
+  CoT4  +  Cipq*  +  CjjiV  +  

worin  also  a0i  o,,...,  b0,  6],   als  bekannt  angenommen  wer- 
den müssen. 

Die  erste  der  Gleichungen  (57)  ist: 

Da  fär  unendlich  kleine  p  und  q  offenbar  rt^zpP  +  q2,  so  kann 
man  also  setzen: 

r»= + i4/>» + +....  +  A'fflq  +         + ... 


Da 

weg 


fär  o  =  0  allgemein  p=r  ist,  so  fallen,  ausser  p*,  alle  Glieder 
,  die  bloss  p  enthalten;  da  för  p=0  auch  r=y,  so  fallen, 
»er  o3,  alle  Glieder  weg,  die  bloss  q  enthalten.  Weiter  ist 
also  för  />=0: 

und  -7j —  enthält  för  p=0  bloss  du»  («lieder,  die  p  in  der  ersten 
Potenz  enthielten.   Aus  (57')  folgt  aber  fär  p=Q: 

I,(<g)-+v=v. 

d.  b.  alle  jene  Glieder  müssen  ebenfalls  wegfallen.   Für  y=aO  ist 
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•»tbtlt  (fflr  9=0)  I»Um  die  Glieder,  welche  f 
V    Petent  enthielten,  nlno  bt  fdr  9  =  0(r=p)  in  (37): 


V 

m>  d*u  nUo  «och  jene  Glieder 


l  nicht  tjl»€f  dld  arthste  Ol'lnilfis 


er1  ff* 

/irltt  tu«o  hieraus  die  \Wrth«  «on       •         .  «ad  «etil 
Rtbil  dem  Werth«  ton  t,  in  die  (.U.cbonp  (37 —  erkill  amn» 

#  UoV  ♦       *  Xp*4  +  >K»V  ^  ****  ♦  *ift • 

» |  |fu«w,y  |  

4[P»  ♦   VV  ♦  **«pV  «  *.fV  •  *vV  ♦  Vi1  ♦  V 


l>»rnaa  foljt,  dnreb  Yrrglcirban* 

IM     V.I4.I.   vi  =  3-, ; 
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JLiterarisclier  Bericht. 


Ocschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 


Die  Fortsetzung  des  interessanten  Referats  von  Biot  über 
den  wichtigen  Briefwechsel  zwischen  Newton  und  Cot  es  (m.  s. 
Literar.  Ber.  Nro.  LXXIV.  S.  937.)  findet  man  im  Journal  des 
Savants.    Avril.    1852.   p.  217. 

Lebcnslinien  zur  Geschichte  der  exacten  Wissen- 
schaften seit  Wiederherstellung  derselben  von  J.  C. 
Poggendorff,  Mitglied  derAcademie  der  Wissenschaf- 
ten zu  Berlin.   Berlin  1853.   4.    IThlr.  lOSgr. 

Diese  Lebenslinien  zur  Geschichte  der  exacten  Wissenschaf- 
ten sind  bestimmt,  die  chronologischen  Data  ihres  biographischen 
Theils  zu  sammeln,  und  sind  der  Vorläufer  eines  grosseren  bio- 
graphischen Werkes,  durch  welches  später  eine  fühlbare  Lücke 
10  unserer  Literatur  ausgefüllt  werden  soll.  Den  Inhalt  dieser 
Schrift  bilden  zunächst  drei  Tafeln :  die  eine  für  das  sechszehnte 
und  siebzehnte,  die  andere  für  das  achtzehnte,  die  dritte  für 
das  neunzehnte  Jahrhundert,  in  denen  in  einer  graphischen 
Darstellung  die  hauptsächlichsten  Lebensdata  von  150  Perso- 
nen,  die  sich  um  die  Cultur  der  exacten  Wissenschaften  verdient 
gemacht  haben,  angegeben  sind.  Die  Namen  sind  alphabetisch 
geordnet,  auf  der  rechten  Seite  der  gezogenen  horizontalen  Li- 
nien stehen  die  Namen  der  Betreffenden  ,  links  die  Geburtsorte, 
die  Endpunkte  dieser  Horizontalen  geben  in  Bezug  auf  den  oben 
und  unten  betindlichen  Jahreszeiger  oder  Jahresmaasstab  Geburts- 
und Sterbejahr  an.  Der  Grundgedanke  dieser  biographischen  Ta- 
feln ist  von  Priestley  s  Chart  of  Biography  entnommen, 

T5 
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däe  tor  »Ina  einem  Jahrhundert  erarhieneu  i»t.    Ilm  Tafeln  tae 
Anarmt  Wu  kte  K.rlAuterungen  enthalten  die  Namen  «ieder  in  air-ifc» 
beti»eher  Ordnung,  und  kuri  dl«  hau|»t»ärhlirb»trn  Leistungen  me* 
in  den  Tafeln  aufgenommenen  P» 


Weil  m.rh  die  .Schrift  inlere»»irt<! .  ging  leb  mit  ibr  U  meam* 
Bibliothek,  «an  mich  einig ertua»»en  ton  ihfrr  Voll» tan  dicket!  ru 
Üher*etigei>  Da  Tand  irh  aber  freilirb  »ehr  gm«»*  Lflrken.  v4 
Männer  wie  folgende  dürften  dneh  in  einer  »oleheu  SVbnft.  «Ite 
nun«  he  andeir    »tri  werneer  ver.lieMe  Namen  tiul»rnom»rt.  b*t 


andere   «iel  wenig«  ver.ÜeMe  Namen  aufgenom 
«obl  »rbwertirli  fehle».    Ith  führe  di<  N  nfieu  ohne  alle 
Ordnung  an»  Mit  »ie  wir  gerade  an*  meinen  Harbern 
treten. 

Hindenbnrg  ,  t.«  «»rg  Nimmt  klflgel.  Lacrott,  M'>ntmort.  1 
tu  h  Theodor  Nrhuhrrt,  Nchooteu,  t.n  j"nu»  a  St.  \  inrentn»    %l— *» 
turla  .  Söldner,  Litlro**.  (»ardiner  (»ehr  berühmte  I  sogar  itbme«U* 
fein,  tn  der  Mathematik  berühmter  al»  die  de»  aufgenommenem  % 


Sberwin  eben  •<»,  S<  honiarher,  I#e  Seur  und  Ja*  iiuier,  |)ou  I 
Juan  ( beruhnite»ter  matbemati»cber  S«  hrifUtrller  über  Selnl 
und  «Srhif»inanoeutie).  llorrebtm ,  Helidor,  ja  aogar  I  briatia» 
r  reiherr  ton  Wnlff  fehlt,  und  die»er  Mar.  wenn  er  auch  iirlal 
gerade  Kntdeeiungen  uemarbt  bat,  doeb  nobl  eine  «»trkitrbe  l-e 
ben»linie  für  daa  Studium  der  eiat'ten  W  ia»e 
in   I »ru»*»  hlant) ;  de*h.ilh  %»rffieben   ihn  ja 
Aum  Hille  und  erat  der  alte  Frilx  rief  ihn  lueflck,  Tau»ei 
Studenten  und  Mürbem  h<dten  ihn  ein  (der  Herr  Vf  hätte  »< 
Ii  tili«»  hed  a  l,oh«M  hrift  auf  Wölfl  nacb»eben).  Paaquirb. 
tru»  Kamu».  Job    Kr. II.  Pifi»rti»,  Heui»tnoötan,  Adriantm 
nu».  J  h   raulbaber.  HauiH  Srb*eutrr,  Htt«ge.  Jac.  I  raig 
de  Angell».  Hugti  Hamilton.  %|..ritj  *   Pra»»e.  M»ll«etde. 
((  ombinatoriache  Anal\»i»),  Teten»  (eben  ao).  ltr\  »eaa.  L 
Landen.  Tonte  di  l'agnan«,  de  ll«»ug am« ille  it  alrul  integral'. 
Iltuengeiger.  Walme»le%  .  Manfred! .  de  liuuuov .  l.anc«dori 
Farn.  I>sell.  W  ringartner  «  *»»>.  Anal).  J  %    Perm»»,  t« 
Snath.  S%  aal  »erg.  Prn*fM-rm,  Melanderbielm.  Ilenneef,  t*mM. 
let ,  Ideler,  |«omiti,  1  aeajoet  ,  Herbale« .  Job    (  aramucl .  H«|*f-r4 
maxer.  /ahn  (Orolu*  artihrialt*).  Jobann  de  Sarrobo*r«.  Ouftf«*a\. 
Adrian  Metiu«.  HutiUard,  liofeeetame,  r'ranebml,  I.lrard.  th 

t) .   Silbera^  Ii  la  jj  iHeflioee,  um  %lafbruast 
•/er  itieraler  4#et«tfir her ),  l,««rd  Hmenker  tl 
de  Loa.  |iragel<»gne.  Cramer  .  Hoikenndge 
Nudofith  au«  Jauer  {berühmter  («Maut \ .  Paul  Hallen  <rb 
Job    Srhetrbl .  de  lletaunr  .  Johann  H'id.le.  ilr  Nl0»e.  Tb«M»a»  Ray- 
Harb««  (I 


ier.  i  *mt.b»U.  I^igox  Irnirmn  .  I.ui.nee.  I 
Noratfgeber  de»  lh<*|.bant)  Von  der  beruh 
Hemoul!«  •  riebt  der  Herr  Vf   nur  drei  an;  e» 


dem  Stammvater  aller,  noch  erbn.  deren  »ehr  e«4l»tia«fl^. 
von  Herrn  Profee***  Her  im  Iii  in  Hasel  m>  iget  heilte  (*e«>eta^ 
gie  Atr  Herr  \f  im  Arrblr  Tbl  VIII.  Mterar  Her  >n 
XXXII  S  4H4  b.tte 


H«4rhe  Nauru  die  alte  in  den  ..l.ebenaliaien**  fo4m»K 
tbealMe««#  «eM 
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Hessen  sich  noch  io  grosser  Menge  aufführen,  denn  die  Geschichte 
der  exacten  Wissenschaften,  namentlich  der  Mathematik,  ist  un- 
gemein reich  an  berühmten  Namen,  eben  weil  diese  Wissenschaf- 
ten  nur  sehr  langsam,  aber  in  stetigem  sicheren  Fortscbreiten  zu 
der  Höhe  gelangt  sind,  auf  der  sie  sich  jetzt  befinden,  und  weil 
oft  durch  eine  einzige,  an  sich  sehr  einfach  scheinende  Idee,  die 
in  der  Geschichte  nothweodig  den  Namen  ihres  Erfinders  tragen 
muss,  grosse  Fortschritte  der  Wissenschaa  herbeigeführt  worden 
sind. 

• 

Bedauern  müssen  wir  auch,  dass  der  Herr  Vf.  seine  „ Le- 
ben sl in ien"  nicht  noch  etwas  weiter  rückwärts  verlängert  hat, 
bis  er  zu  den  Arabern  gelangt  wäre,  die  jedenfalls  Vieles  für  die 
Zeit,  auf  welche  sich  die  Lebenslinien  nur  erstrecken,  vorberei- 
tet haben.  Und  was  für  Schätze  namentlich  jetzt  in  der  arabi- 
schen Literatur  aufgefunden  worden  sind,  ist  z.  B.  aus  dem  Li- 
terarischen Berichte  Nro.  LXVII.  S.  861  des  Archivs 
au  ersehen. 

In  den  Erläuterungen  sind  uns  manche  Urlgenauigkeiten  auf- 
gestossen.  Der  berühmte  Verfasser  der  Mondtafeln  heisst  nicht 
„Burg"  sondern  „Bürg4*.  —  „Cavalieri"  ist  jedenfalls 
falsch;  es  muss  heisseo  „Cavaleri"  oder  auch  vielleicht  „Ca- 
valieri worüber  wir  eine  bestimmte  Entscheidung  in  diesem 
Augenblicke  nicht  geben  können,  aber  „Cavalieri"  ist  unter  je- 
der Bedingung  falsch.  Bei  Ferra  at  ist  als  flauptverdicnst  die 
„Zahle nr ec h n u n g "  angeführt;  dies  muss  „Zal  filenl  ehre** 
oder  „Theorie  der  Zahlen"  heissen ;  denn  „Zablenrech- 
nung"  giebt  einen  ganz  falschen  Hegriff.  —  „Demoivre"  ist 
eine  ganz  falsche  Schreibart;  auf  keinem  seiner  Werke  schreibt 
sich  dieser  berühmte  englische  Mathematiker  (nach  Geburt  übri- 
gens Franzose)  so,  sondern  immer  „De  Moivre",  und  er  heisst 
in  der  Mathematik  auch  allgemein  kurz  „Moivre".  —  Eben  so 
iht  „  L'Huillier'*  in  doppelter  Weise  ganz  falsch;  es  muss 
„Lhuilier"  heissen.  Auen  hätte  bei  diesem  trefflichen  Mathe- 
matiker nicht  seine  „Exposition  elementaire  des  calculs 
superieurs",  sondern  das  neue  und  grössere  lateinische  Haupt- 
werk: „Expositio  elementaris  Principiorura  calculi  dif- 
ferentialis  et  integralis  etc."  angeführt  werden  sollen.  — 
„Mercator"  ist  als  Erfinder  der  „Karten  mit  w achsender  Pro- 
tect ion"  angeführt,  was  geradezu  einen  Nonsens  enthält.  Diese  vor- 
züglich in  der  Schifffahrt  bei  der  sogenannten  runden  Schifffahrt  ge- 
bräuchlichen Karten  heissen  „Karten  mit  wachsenden  Breiten" 
oder  „Reducirte  Karten".  — -  Pingre's  Cometographte  ist 
nicht  1784,  sondern  der  erste  Theil  schon  1/83  erschienen.  —  Bei 
dem  Astronomen  „W  ende  Ii  u"  hätte  erwähnt  werden  müssen, 
dass  er  zuerst  nach  Aristarchs  Methode  die  Entfernung  der 
Soone  von  der  Erde  durch  Beobachtungen  bestimmt  habe;  dabei 
kommt  freilich  auch  eine  Mondbeobachtung  vor,  aber  der  Zweck 
ist  dabei  gar  nicht  der  Mond,  sondern  recht  eigentlich  die  Sonne. 
—  Hinter  „Stevinus"  schreibt  der  Herr  Vf.  „Stevens?" 
Wir  antworten  kurz:  „Stevin"  (in.  s.  das  treffliche  „Memoire 
sur  la  vie  et  les  travaox  de  Simon  Stevin.  Par  Stei- 
chen.   Bruxelles.  1840.  242  Seiten;  auch  eine  kürzere  sehr 
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srh«~ne  Schrift  ron  (Jeetelet  Aber  dienen  berühmten 

scheu  Mathematiker ,   der  als  Ingenieur  im 
Moriti  *oo  Nbmau  stand* 


Schon  daa  Vorhergehende ,    wu   »ich   leicht  noch  »erm*-hrcs> 

taste* 


li<*s»e.  wird  hinreichend  »ein,  namentlich  jungen  Muthrmai 
die,   weil  eie  »ich  oft  wegen  einer  a  tt  eck  ma  ««igen  Anleite  < 
Geechichle  ihrer  W  isaenecbaft  in  Verlegenheit  beuitde«.  v 
am  Krsten  nach  dienen  Lebenslinien  greifen  dürften,  in  jeder 
•iehung  «ehr  grosse  \  or  siebt  bei  dem  Gebrauche  derselben  m 
mcmpfeblen.  Ii. 


In   den  MMI  ttbeilung en   der   n  atu  rf"  r  sc  beudeu 

aell.ehaft  in  Hern.  ,No.  '245  —  N«.  247.  .V  1*4."  bat 
U  Wolf  ein  llruchatürk  aus  einer  %on  l.hnilier  in  Gen! 
hattrncn  akademischen  Hede  mltpethcilt,  welche*  in  mehrere« 
tichungen  für  die  Ge*<  hichfe  der  Mathematik  itift-rc**a*t 
|la»*cll>e  enthalt  eigentlich  die  Geschichte 
Lehrstuhls  iu  Genf  nährend  nahe  einen  Jahrbunderl.  i 
bei  »ehr  interessante  .Noti/en  Aber  licr  «erdiente  Genfer 
matiker:  G.  ('ramer,  J.  I,  (  alandrini,  G.  Ncckcr  de  Orr- 
magnv  und  *©rtfigllch  t\  L.  Bertrand.  Her  ersteee  dieser  «iee 
Männer.  £  u  I *  r '  a  Zeitgen<»a*e ,  iat  wohl  durch  »eine  a»»g«-*e»^sv 
»ete  .,  Introdurtion  a  I  Anal  \  ae  dea  Ii  jene»  cnerhea  al- 
gehriquea  Geneie  1750  4."  Jedem  Mathematiker  bekannt: 
da*«  die  beiden  folgenden  weniger  aind.  darf  nicht  befres»4«o 
da  nie,  hei  aller  TrcuTichkeit  ihrer  Kenntnisse,  wenig  geecbrw-sW» 
bähen;  da**  aber  auch  der  letale,  nanilich  Herl  r  and.  im  All««» 
meinen  nirht  sehr  bekannt  iat,  iat  aehr  befremdend  und  im  sW«"aV 
aten  Grade  tu  bedauern,  da  das  i  un  demselben  hrrau«gegebev*e  fniaii 
Werk:    ..  Ii  e  r  e  I«  j»  y  e  rn  e  n  t  n  de  la  par  tie  »lernen- 

taire  dea  M  i 1  h  e  m  a  t  tq  ue  s   nriae   dan*  toule  »an  eten 
due.  T.  I.  et  f|    Iteneve   1 7  ,  h.  4  "  eine«  ungemeinen  Kradb 
thum  an  neuen  Ideen  und  Natien  enthalt,  und  daher  iw 
Mathematikern,  die  nanicntil,  b  in  der  Geometrie  leider  an 
bloss  na<  h  dem  .Ne«e»,|en  greifen,  was  in  der  genannten  W 
»•  haft .  mo  f ersde  die  alteren  Werke  »  iele  Goldkuruer  esib*l*w*sv. 
besonders  iu  bedauern  ist.   nirht  an  nnbea«  biet  gelassen  *e»de« 
•«.llle.  wie  dies  Jetat  der  lall  «u  sein  seileint.    IIa  die  ton  Herrn 
W  olf  genta«  hte  Mlttbeilung  sehr  geeignet  ist.  das  Andrsten  an 
die  genannten  treflnben  Mathematiker  «u  et  nennen .  nnsl  se«Wfc 
Aberhaunt  einen   interessanten  Beitrag   tut  Literalur*c*cU)»*4ie  es 
nes  klemm  Freistaats  liefert ,  der   *  un  feher  dünn  die  den  W 
nensehsften  gebrachten  tl|»ter  »ich  in  rühmlichster  Wesse  bert«** 
getlian  bat.  so  glaube  i<  b   dass  es  den  l«e»era  de«  Archws  as*«v 
u.  hm  sein  nird.  wrnn  ich  dieoes  lirechstnek,   nsm  Lhmlier  a 
Hede  hier  I  .Igen 


..Avant  que  les  science«  phili»«"{'ht<rie»  maseut  acqei«  feie* 
et  le  drgte   de  peffeclion  ant«|nrlien  riles  ««t  eCe 
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ilans  ce  siede,  on  pouvait  peut  -  etre  »ans  (langer  confier  aux 
meines  instituteurs  le  developpement  de  deux  sciences,  qui,  iiees 
par  un  graod  oorobre  de  poiots  de  contact,  se  pretent  si  souvent 
an  secours  mutuel.  Aussi  cette  reunion  a-t-elle  eu  lieu  dans 
notre  patrie  jusqu'a  1'annee  24  de  ce  siede.  A  cette  epoque  une 
heureuse  circonslaoce  fit  sentir  an  gouvernement  I  importance  quii 
y  aurait  a  detacher  l'une  de  l  autre  ces  deux  sciences  de  I  en- 
seigneinent  public,  et  a  ne  pas  mettre  des  entraves  aux  progres 
de  l'une  et  de  l'autre  en  chargeant  les  ntömes  professeurs  de  leurs 
developpement  G.  Cr  am  er4)  et  J.  L.  Calandrini**),  deux 
amis,  nvaux  par  leur  taleots,  par  Tetendue  de  leurs  connaissan- 
ces  pas  proportionnees  ä  leur  jeunesse,  et  par  leur  habilite  ä  les 
communiquer,  avaient  soutenu  avec  un  egal  succes  les  epreuves 
pour  obtenir  la  chaire  de  philosophie.  Les  electeurs,  en  confe« 
rant  cette  vocatton  ä  A.  De  la  Kive-f/),  regreterent  de  n'avoir  pas 
a  donner  au  taut  de  suffrages  qu'H  y  avait  de  candidats.  Des  raa- 
gistrats  Eclair e's,  convaincus  que  la  culture  des  scienccs  doit  etre 
une  des  sources  de  la  gloire  la  plus  solide  ä  laquelle  notre  pe« 
titesse  nous  permette  daspirer,  et  une  des  bases  de  notre  pro- 
sperite  publique,  sentirent  l'importance  d'attacher  a  notre  Acad<<- 
rnie  deux  jeunes  savants  qui  venaient  de  donner  les  preuves  les 
plus  brillantes  de  leur  capacite*.  L'enseignement  des  mathema- 
tiques  fut  des  lors  separC  de  eelui  des  autres  brancbes  de  la  phi- 
losophie, et  les  deux  nouveaux  professeurs  remplirent  conjointe- 
Dient  les  fonctions  de  la  nouvelle  chaire  iusqu  ä  I  epoque  oü  la 
prorootion  de  Calandrini  a  la  chaire  de  philosophie  laissa  Cramer 
seul  en  possession  de  l'enseignement  des  nathematiques. 

„Calandrini  n'est  pas  seulenient  connu  de  ses  com])atriotes 
auxquels  il  a  rendu  les  Services  les  plus  distingues,  d'aborddans 
ses  fonctions  acad^miqnes  et  en  suite  dans  les  premieres  place» 
de  la  magistrature.  Halgre*  I' extreme  modestie,  qui  lui  faisait 
fuir  la  reputat'mn  exterieure  ä  laquelle  ses  talents  lui  permettaient 
d'aspirer,  —  il  est  cenendant  connu  par  quelques  productions  qui 
prouvent  Te'tendue  et  la  profondeur  de  ses  connaissances;  le  com- 
mentaire  sur  les  principes  de  Newton  qui  a  paru  sous  le  nom  des 


inatieres  les  plus  dil  Heiles  qui  sont  de  la  niain  de  notre  compa- 
triote-j—j-) ,  et  il  a  le  premier  mostre*  l'insuflisauce  des  calculs  du 
matbematicten  anglais,  relatifs  ä  un  des  poiots  fondamentaux  de  la 
theorie  de  la  lune. 


•)  1704  —  1752.  Siehe  Senebier,  h'nttoire  littc>aire  de  Genere  III., 
104,  und  Mittheilungen  1846,  pag.  23. 

*♦)  1703—1758.  Siehe  Senebier,  III,  11?,  und  Mittlicilungen  1846, 
png.  219. 

f)  1698—1760.    Siehe  Sennebier  III,  103. 

-ff)  Alle  mit  einem  Asteriqne  bezeichneten  Noten  dieser  schönen 
Ausgabe  der  Principien  sind  von  Calandrini. 
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„CrumcT ,  pmiitartf  da  laiair  qua  kd  donnntt  raNereBjfa«.  aV 
aea  foaeti«e«  aradrniii|tiea.  parroarul  Ir«  prieripale«  rawtr«*«  Ar 
I  r-ur»»|tf»,  et  prolfHijrra  04m  «ejour  da  na  Ir*  vHtra  qai  In «  •  fJreaaayl 
k  »In«  «Ir  rrlntifitM  tittriralree.     Ii  roetrecta  Je«  Mai~»i<«  tMi.»,r« 


plue 

•r«c  Ir«  Befflnulli  ä  BAI«,  ri  e*  dadatfna  pa*  rf«  derradr 
rfiaetple;  ä  |#ondrea  «I  a  Pari«,  il  ««  Ii«  «vre  !«•  hnaafi  aV  W4 
lr«a  «t  Ir«  ni/kthmtallrlena  l«a  plea  proforrda  qee  rra  »illra  «r^«» 
aal  «et  rn  ffaa<1  n»mbrr.    II  dealfit  mrnihre  dr«  aerialaaj  aar««»  f. « 
I««  plea  di«f»«ftl«+e  et  nbfint  «n  trraml  numltre  dra  fitrra  aV  aa» 
ble«a«  litterairr«  rJauiaiit  i/lna  pfrtievi  a  I  hörnt««  .  d«  •  tafrea  «^t 
aaj  ««|  rrrrf  d ,  oaj«  |«  baurd  du  In  naiaaartee,    «f  |«  aji'fat  tt«-« 
rarrmrnt  hrr  t-i1»t.airr  d«-»  ainrfr«e,  n'«a>  if  4 1  Mi  •>»«-•»  t  iw>inf  I«  df*««' 
••j'rnpnH«.    Panel  Im  «o«brrai  oa*  raffe«  d«  Craaarr.  aar  rJ  aa~ 
aajfia«  d«  eit«f  «o«  latrodurttaaj  a  I  »»  «Iva«  «>•  II««««  rajflia, 
qui  pabflaai  ««  mrmr  ItaVpa  qea  l  lnlrodacHon  «  I  aaakae  da  fia> 
hui  «i  Km  Irr ,  rivalla«  aree  U 
relative  an  mrme  objet. 


A  pfOo  •«  rater«  alle  qee  j«  dala 


dra  m»lHrm*tii|«ir«  fut  occape«  Dan Hanl  ««  tee*|te  traat  r*>«rt  pa«f 
la  i».  Becker  de  tjeraaafav  )  die.ee  elear  «t  aaai  d  '  AV»»»«»t.. 
et  trai  a  deaa«  d*na  d«a  naraaoirra  profan  da  dra  peee«e«  de  I « 
IrttfiM«  da  aea  eaeealeaaacea.    Mai«  r«tn  de  ara  roarita*,—«  <r*« 

en  ■  Ut  ■<  a  praeter  aea  qaaJitea  a«ri-d*>a  .  qe|  r  >nn4i!a«i(  I«  » il  ~ 
t«r«t  qu  U  (irreal  a«  boebrer  da  eatre  patrie.  •<  |'r-ia|iraaa<aa  -a4 
a»rr  leqeet  il  dtrle«  «ra  fartdtea  et  «ra  la  mir  rra  aeta  taajf  ra* 
a  rapport  au  birn  palilir,  oublie  ara  titrea  Itttrrairea  p*»er  er  »  «*r 
mpec  qua  dra  drolla  qeil  a  eeraeie  Hirne«  ä  leur  e*tieae.  a  Wae 

L  _   *  a      „      I^ü«     «■<   T  tM|        .  _  _      _  _  _ 

■  ™     IMff^r.|     W*     ä*     1  r  ^  J  v     «      ■  II  kl  I  aa-am.,%  faa  » 

,J>a  r  !>,  Barl  fand  **),  «4r*  *»  d  r.eJrr  H  dieer  4ea  ara'-** 
de  re  c*"«!  Hoeimr,  aaraabtr  dr  I  aradrejiar  dra  arirtare«  e(  krl**-« 
|«-rf r««  de  Praaae ,  rutfna  de  b»«a«  baur«  Ira  ariearea 
A|*r«a  atair  reMpll  pendaut  frra  da  Irrale  rtaq  ««»««•  La 
dr*  m»Trt«aaaiU|a«a.  a»«c  aa  a«4«  rourana«  par  I«  aarraa  a 
qu«  I  il  a  forai«  d«  n««br««i  e4«a««,  d  a  d**ir«  ieeftr  de  rar* ^ 
q»ir  I«  darre  d«  aa  «t»ralroa  lai  a%ai(  re«rtl«.  l  eari  de  aaa  c  >•» 
palrielaa  qai  «nt  ea  coram«  tmmk  la  b-mbrnr  de  arebler  de  aea  »a> 
«IrarlMMM  I arraaraaffaeal  da  Laar  rrCra4a  et  da  l«ar  reraaaiai 
«aaca;  j«  »r  rr«iwa  paa  d«  R*r  tn»reprr  rn  Ir«  jufa^at  d 
«B«»«  |ira|M?r  <»r«r  \.  uri^inatitr  d*  *m  n\rih<u\r  qui  Jet  rla  Ir 
«ir.  IcaaHUad«  et  U  »»^urar  dr  *ca  |.n*crdr« ,  t«  «tultifadr 


•)  |^-*t.  \*r«ar  «arrl«  l!»a  f^b^raaj,  Ual  Ihajinai  4.« 
III  Iii 


l.aai.  IWftraaMj   a.r«a  i«  3    0.l»a~r    ITM    ta  t*.W 

trraab         l?«l  — IT^v  rf»r  P#«f»*«ar  r»«v  *Utk<«t*ul  »•  |«,«f 
Aaaalb«!  aaa  I  »           I^li     >»-K#           !»•          I».-»  III     11% .  m 

a»a«alafb  Ihataalbaajea  Wtiaea^aa-  r«a«.  4a\  aaaaaa«a  a«  «tu  ra«. 
i:»-iai. 
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matteres  interessantes  au  il  a  traitees,  rendent  son  grand  ouvrage 
naoique  sous  on  titre  elementaire,  precieux  ineine  ä  ceux  qui  out 
clejä  fait  de  progres  daos  la  scieoce*).  Lee  applications  qui  y 
»ont  conteaus  sont  propres  a  piquer  la  curiosite  par  leur  inipor- 
taoce  et  par  la  mamere  dont  elles  y  sont  presentees.  II  contient 
les  geriues  oombceux  de  nouvelles  recbercbes,  et  depuis  sa  puldi- 
cation  le  C.  Bertrand  a  poursuivi  avec  succes  ses  profoiides  nie* 
ditations  sur  quelques -uns  des  chefs  qui  y  son  traites.  Nous  at« 
tendons  avec  une  juste  impatience  ses  travaux  sur  la  Solution  ge- 
nerale des  Iquatioos.  Lors  meine  qu'H  ne  parviendrait  pas  ä 
surmonter  completement  des  difficulte*  qui  jusqu'ä  present  ont 
arrete*  tous  les  mathematiciens ,  l'ardeur  infatigable  avec  laqueWe 
il  a  poursuivi  ses  calculs  ne  doit  uous  laisser  aucun  doute  qu'ils 
ne  presenftent  des  decouvertes  importantes**). 

„Le  succes  qu'on  obtient  dans  la  culture  d  une  science  est 
un  lien  qui  y  attache  fortement,  et  il  n'est  reserve*  qu'ä  un  petit 
nombre  Je  geuies  privilegies  d'etendre  et  de  varier  leur  occupa- 
tioo  sur  un  grand  nombre  d'objets.  Le  C.  Bertrand  jouÜ  de  cette 
heureuse  disposition.  II  n'est  etranger  a  aucune  des  brancbes 
des  sciences  pbilösophiques.  Les  discours  qu'il  a  prononces  dans 
cette  cereraonie  litteraire  et  patriotique,  decelent  le  philosophe 
profond  et  ingeuieux.  11  se  piait  a  remonter  aux  causes  des  grands 
phenoroeiies  de  la  nature  et  de  ceux  surtout  qui  concernent  plus 
particulierenient  le  globe  que  nous  babitons.  Ii  a  traite  de  lele- 
ctricite  com  nie  cause  de  la  foudre,  avant  que  les  principes  de 
Franklin  et  le  succes  avec  lequel  il  a  desarme  les  cieux  fussent 
connus  et  admis  aussi  universelleraent  qu'ils  meritent  de  l  etre,  — 
et  ensuite  de  deux  fleaux  destructeurs  de  notre  globe,  la  grele  et 
les  tremblemens  de  terre.  Avant  l'expedition  de  Cook  dans  la 
mer  du  Sud,  il  developpa  les  raisons  qui  le  portaient  ä  croire  que 
cet  intrepide  navigateur  ne  trouverait  point  de  terres  australes. 
11  a  expose*  avec  la  profondeur  et  la  precision  qui  lui  sont  pro- 
pres la  nature  des  dinerens  fluides  elastiques,  dont  la  decouverte 


♦)  Developpement  nonveau  de  la  partie  elementaire  des  mathema- 
quei  pri«e  dan«  tonte  «an  etendue:  par  Leni«  Bertrand.  Geneve  1778. 
2  Tal.  in  4. 

**)  Da  die  Bibliotheque  britunnique  nicht  immer  bei  Händen  ist,  ao 
mag  ihre  Natis  über  Bertrand's  Bemühungen  um  die  allgemeine  Lösung 
der  Gleichungen  hier  beigefugt  werden:  On  «ait  qua  juaquä  präsent 
le«  «olutiona  generale«  des  equntien«  a'arretent  an  qiiatrieme  degre^  et 
que  le«  pauvair«  de  l'analyse  y  ont  trouv£  lenr«  Ii  mite«,  meine  dan«  la 
inain  des  plus  grand  mathematicien«.  M.  Bertrand  avait  an  le  canrage 
d'entrer  dan«  la  rante  qui  panvait  cendnire  a  cette  cenqaete,  par  la  «a- 
lution  d'un  probleme  qui  offrait  quatre-vingt-dix-huit  eqnatioo«:  il  tra- 
vailla  sana  Interruption,  pendant  aept  au  hnit  annee«,  a  l'elimitation  de« 
incannues  de  ce»  equation«,  avec  une  «agacite,  une  canstance  et  un  ardre 
qu'en  na  paut  aaaez  admirer.  II  avait  l'eapoir  d'armer  an  terrae  au  il 
Terra it  ai  le  probleme  etait  determine,  laraque  le«  trouble«  de  sa  patrie 
1'arrachArent  a  cea  acenpatinn«  tranquille«,  et  l'engagerent  4  an  faire  un 
genereux  ancrifice,  pour  «e  devouer  an  bien  public4' 
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^  rHAn~r  la  f»rf*  «i  unr  »Hrnrr ,   «|ui   rnfrr  I**»  m*ln»  dp«  rfc 
»I»»  rudere*«  «9>v«etil  ««Mi  *un»ii»rtjw  qu  ell«  e  et«  *)«* 
t«fiefar(?£«     I«  ectivtt«  de  aoti  tr^fii<*,  ee  lel  |t^fn>**tt»iiit  |>3 
treit*  olair»,  II  ay  e*r«p#  4«  d«t<*k»pp«vnrt>|  de  *«•  im  | 
gitjtir«.  otii  «Nil  feit  !•  evjet  «le  eoe  dorntet  dlecoer« ,  et  U 
taute  da  To4r  perall re  I«  freit  de  ae«  reebefcbee  et 
Utioea  *). 

„Je  »'enlrr^fftiiir»!  |<a«  de  deprirxire  rommr  litlrrit«ar  le 
Mjib+matieiee  t^tloeopb«'  doet  *oum  rv^rettea»  I«  retrette.  <  est 
riana  le  irrlur«  de«  p'»H«*a  |«al  |»ln«  rejrlir««  de  r»ntii{i«fta,  «■  it 
«tirrrbe  le  d«*Ai»»rmf nt  e  eae  tratoui  Im  ptea  p^mblae.  \**+ 
eevratee  •/■'II  •  r«mp«n  »ur  I  in«trocttoa  |mbti<|ee  eetr« 

»ritevetia;  roedeH  j»af  le  ee.tr»« 
Lpenenre,  II  v  uUide  a*«*  cheJ 
rulMMlie  U  rae.«  doet  U  eet  le 


,.tV  «  e«t  pe. 

eet  litteralrura.  qoe  U  rrtreile  «Je  f.  ftierftaed  e«t  eeWiaee:'  rti* 
doit  «Irr  etie  rmeee  «lr  «leeil  p*»wt  tou«  hm  roerilovetie  f)«»« 
dafnr«***  inunio*»!!»  *lc  notre  patrle,  H  Im  fit  l#»  plti«  (?»nd  dr« 
mfrrre  eeiqeeta  pei««e  ae  reeoedre  un  bomiur  <le  |#ttre*.  ejet  e 
reltive  e»rc  aaere«  dm  •rirec^n  aeüee  de  le  pait  rt  de  le 

rllile.    Abandoeeaot  a»a  etedee  farnritr«,  il  M>rtil  «e  U 
«ee  eabiert  p«»er  »♦  pleat  rr  das«  U  tourb«IUe  d<-* 
bli'jeea:  dana  le  tilue  fort  de  i'orege  II  mit  le  mim  au  c--a»^«%*»J 
et  ■  «per ge*  el  iolw  ni  traveet  p«*r  eeaver  »etre  frei« 


")  ftrrlraad  l»ft>  tmlmm  |>«f»ri»>kri  4«*lcfel««,  la  *>rc«  H>«rW 
er  dl«  d«r»B)  dt«  «tr«*l«li«a   1a  »#i*rai  Valtelawd« 

,  im  4rm  W«va« 

VmsU.  aa  Uli.  &  ' 
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ahlreichen  Tafeln.  Für  den  theoretischen  u.  praktischen 
Iathematiker  und  zur  Benutzung  bei  m  Unterricht,   gr.  8. 

20  Sgr.  oder  1  Fi.  12  kr. 

Das  Studium  der  Mathematik  hat  neuerlich  eine  so  grosse 
Verbreitung  gefunden,  dass  es  gewiss  für  alle,  welche  sich  mit 
ir  als  Praktiker,  Lehrer  od.  Schüler  beschäftigen,  v.  besonderem-Nut- 
en  sein  wird,  wenn  über  die  Logarithmen  eine  Monographie  darge- 
oten  wird,  welche  ihre  neuesten  Fortschritte  mit  zahlreichen 
raktischen  Tafeln  zu  ihrer  Berechnung  mittheilt. 


Bei  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  ist  erschienen  und  in  allen 
Buchhandlungen  zu  haben: 

Fassliche  Anweisung 

zum  gründlichen 

Unterricht  in  der  Algebra 

nach  Beispielen 

aus  den 

n  Meier  Hirsch's  Sammlung  enthaltenen  Gleichungen  und 

Aufgaben. 

Von 

J.  Cr.  Schroetter, 

Reg.  -Gcometer. 
gr.  8.   geh.    Preis  i  Thlr.  9  Ngr. 

Das  literarische  Centralhlatt  1850.  Nr.  2.  savgt  Gber  dieses 
ticht  blos  für  Schulen,  sondern  auch  zum  Selbstunterrichte  in  der 
tlgehra  vortrefllich  geeignete  Buch, Folgendes : 

„Vorliegende  Schrift  schliesst  sich  in  würdiger  Weise  den 
Jand  -  und  Erliiuterungsbüchern  an,  die  zu  Meier  Hirsch's  Bei« 
mielsammlung  vorhanden  sind,  und  unter  denen  die  Sachs'schen 
\uflösungen  wohl  die  grösste  Verbreitung  haben  dürften.  Die 
Schrift  gibt  also  in  Bezug  auf  den  Stoff  nichts  Neues,  unterscheid 
let  sich  aber  doch  von  den  bereits  existirenden  Erläuterungs- 
lüchern  zu  Meier  Hirsch's  Sammlung,  namentlich  von  der  Sachs'- 
schen Arbeit,  wesentlich.  Während  nämlich  die  bereits  vornan- 
Jenen  Arbeiten  eine  schon  tiefere  Bekanntschaft  mit  dem  Studium 
ier  Algebra  voraussetzen,  stellt  sich  der  Verf.  von  vorliegendem 
Buche  auf  den  Standpunkt  des  Lehrers,  behält  fortwährend  den 
Anfänger  vor  Augen  und  schreitet  in  seiner  Bearbeitung  des  ge- 
wählten Stoffes  mit  so  grosser  Klarheit  vor ,  dass  das  Buch  zum 
Selbststudium  sich  vortrefflich  eignet  Die  Bearbeitung  des  theo- 
retischen  Theiles  min  anlangend,  so  sind  den  einzelnen  Regeln 
und  Methoden  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen  von  den 
Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  einer  unbekannten  Grösse  au 
bis  zu  den  Gleichungen  des  zweiten  Grades  mit  mehrern  Unbe- 
kannten, allemal  erläuternde  Beispiele  in  verschiedener  Art  bei- 
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Mit  ia  haben: 

Sammlung 


von 


^IrilluuclüC  iuiÖ  JUycOra. 

(•jmnaN»en  und  («merbhcliulru 

bearbeitet 
ton 

Friedrich  HofiiiAiiii 

Kralct  Tb*ll. 
.Vrilhvuliii-ht    A  ii  f  k  «  ti  «  n 

^r.         brnaeb.  IS 


Im  Verlag«  von  l>.  Ii  ei  aar  in  Berlin  tat  00  eben 


Verbreitung  der  Wärme 

auf  ilcv 

OberJliicUe  der  tiräe  , 

erläutert  durrb  V 
laotlicruicii,  Üternuacbc  UaiKimalcu  und  Temperatur  l'aJTtcai 

von 

Mit  7  karten  und  'i  Tevferster  •  Tafel».   /*««-»i<  »#bi  • 

AuJU«e  der  MotuU  U<»tbrri»«n. 
ff.  4.    <  art     t^rcU  4  Thalrr  4)  S^r. 


He«  l'aleririrbneteui  nratbien  »o  ebeo: 

narli   ihrem  pe*.«-nw artir.«ii  SiandpueAu 

Fh.  Mplller 

M»l  'IM  I  i  ^uf«*fi     Hi*««  I  Tbaler. 

ak.  *.  JIJItlrT  4L  Mobil 

.»  Herl,. 


tu  tWt  li«.bbWUi.«  %o«  U.  Meik  »«  <  «aitaaft  »t  et 
'«  b>mcw  . 
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Archiv 


der 


I  at  liematik  und  Physik 

mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  t  ehr  er  an 
höhern  Unterrichtsanstalten. 


Herausgegeben 


von 


Johann  August  Grunert, 

Professor  sn  Greifswald. 


Neunzehnter  Theil. 


Mit  sehn  lithogTaphirten  Tafeln. 


Greiffewald. 

C.  A.  Koch'«  Verlagsbandlung 
Th.  Kunike. 

1859. 
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lnhaltsverzeichniss  des  neunzehnten  Theils. 


Arithmetik. 

Rr.  der 

Abhandlnng.  lieft.  Seile. 

\  III,  Einige  Sätze  znr  Theorie  der  hyperbolischen 
Functionen.  Von  Herrn  Dr.  Moritz  Cantor 
zn  Frankfurt  a.  M  I.  H8 

XIII.  lieber  einen  Kettenbruch  Ton  zweigliedriger 
Periode.  Von  Herrn  Emil  Kahl,  Lieutenant 
der  K.  S.  Artillerie  und  Lehrer  der  Physik  und 
Chemie  an  der  K.  S.  Kriegsschule  zu  Dresden    II.  IM 

XVI.  Entwickclungen  elliptischer  Integrale  in  Reiben 
und  der  darauf  gegründeten  Vergleichung  der- 
selben. Von  Herrn  Nico  laus  Wilhelm 
Schulze  zu  Obcrwoisbach  bei  Rudol- 
stadt   .    .  II.  J8I 

XVII.  Ueber  die  Bestimmung  des  tiewicht«  der  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erhaltenen 
wahrscheinlichsten  VVerthc    der  Unbekannten, 
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24C,  =86,  +  ACX ,   Q  =  jj*t. 

2  4 

■ 

so  dass  also: 

2  1  2  4 

r*  s=  p*  +  9*  +  5  «o/>  V  +  2 a*P  V  +  (5  fl*  —  45«o*)l*V 

+  5yv+^ipv+(|<-o--^o,^v+   W 

welche  Gleichung  die  Aufgabe  löst,  aus  zwei  Seiten  eines  recht- 
winklichen,  von  kürzesten  Linien  gebildeten  Dreiecks  die  dritte 
(Hypotenuse)  zu  finden. 

Die  erste  Gleichung  (56)  giebt : 

2"^S55,COS4MD- 

also 

1  ö.r2         1       ,    1     ,  .    ,1     „  8    Ä  .  m 
r  cos  « = ^  =P— 3  floP«2  ~  4«i/»V  -  (5«»+45«o>  V 

1  2  3  8 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (56)  folgt: 

+  i  W  +  |*i/>  V  +  (g'o  -  IsW?8   (62) 

Was  y  anbelangt,  so  ist,  wie  bereits  gezeigt: 

Bto  dce  da  _ 

^cosff-ws.o«^  +  cos«^  =0- 

Da  aus  (56)  folgt: 


8i//        .  Bty 
cosa^  — tosina^=0, 


so  ist  also 


cos  ff     —  w  sin  »  - ■ -g^- +  cos  et — g^--  =0 , 
Theil  XIX.  23 
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d  b 


r"flr  unendlich  kletaa  p  and  9  tat,  «rann  man  dfnWwktl«  *  «•  O 
Wim  I^O1  rechnet,  aber  mu»ilK  nncl  nriralM  ,  wie  bar  nifb  l«*< a>t 
flberxrnfft.  V  f  «  ~  0  (Ta/.  I.V  lag.        aUo  kann  man  »rtarai 

und  «rnn  man  nun  In  «bige  (Uaichua*  dir  Werth«  «oa 


<"*      «V«  |  v)      *  .a  |  v> 
rrn*a\  -r«»i,  n-  — 1  - 

«7*  Cf 
rinaetil.  m  erbalt  /f,  ...  Jf.  und  findet  en  : 


'2  I  I 

I  1*1  | 

IO!l  4       l't  I 


$.  10. 

Sei  fT»f.  I\   l""tff  3  J  der  Punkt  f  *af  einrr  Lrnsw*  t'lt*W 
Kr»tiritait  durch  dl«  frerhtwiaklii  b«*ii)  kovfdi»atr*  <J  I "*  » 
/ff     o;  man  »erlangt  die  Harb«-  >  dr>  Irrnn  L*  U»*r«l«  l**mr+ 
AHC  ala   tonktion   <oa  y  med  « 

mal  p  aar  di*  nnrndlich  kl«  ine  ftr><«»r  lp»  ««eb  ind«r«t 
«•febrend  a  L<m*tant  bleibt,  *a  grbt  n»an  daaW«  h  in  d«-m  f'wktr 
#\  über,  and  c*  Ul  rr  «eaWht  ~<  üfr  and  Irr  i{  V  i  H» 
Aeftderaag  *««  A  i.t 

AH  r  ABC 

Paa  Stuck  f*7>  Ul  eine  nne»d|.rh  klfiir  Arndnan*  ct  , 
dir  in  br*t imailrai  \  erkiltm»«  ju  «  ji  »trhrn  mui«  |Kr*#«  \  er 
haltniaa  lj**t  »ich  no    fendr«:    Man  aui-hr  .4/       ff  nrb t 

# /.  ,  »•  ntrbt  i\  *.'  I  f/.  ■mV  rat  ht  an/  *4t*  y*  d  Na»  ««< 

fr  tf  Im.  er  erk»h  ajan.  »m  au«  .4/"  «r«Unar't  aW 
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ist  (§.  15.)  der*  Winkel  zwischen  CO  und  cV  gleich  —  *  und 
folglich 

CC£=90°  +  a, 

mitbin 

DCE-  —  a ,  CE-  CD. sin  (90°+a)  =  CD.cosa—Bg' cos a , 
CE  =  CC.cos  (90°+o)=-  too>  sina; 

folglich 

9o'cosa=— tosincS/),  ?></= — totgaö^. 
Daraas  folgt,  dass 

^Ctfr=^o'=-tt>tga^8/>, 

und  da  offenbar 

BB'CC  = fwBpBq,  DCC  =  lu>Bpdq'=~\w*tsa(dp)* 

so  ist 

dp   P  P J    ^^Sy  ,fD  j10  *8  W  ' 

oder,  wenn  man  durch  fy>  dividirt  und  zur  Gr&nze  übergeht: 

BS  .BS 
«3^-«,sin«^=cos«y  todq, 


cos 
also  auch 

rcosa 


BS        .BS  . 
^ — rw Bin a  s^=rcosay    wcq  • 


Da,  filr  unendlich  kleine  /*  und  q,  S—^pq,  so  kann  man  mithin 
setzen : 

S=\pq  +  Apq*  +  Bpq'+  Cpq*  +  Dpq  •  +         +  Fjp  V  +  Cp  V 

und  wenn  man  in  obige  Formel  diesen  Werth  einsetzt,  zugleich 
(59),  (61),  (62)  beachtet,  so  ergiebt  sich  in« der  gewöhnlichen,  an 
einem  Beispiele  oben  gezeigten  Weise: 

25* 
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7  .1  1*3 

i  Wi^-tf*^   <<U) 

I >a*  m>  che«  kern  hnrt«*  f)rei<*rk  i«t  ein  rft  htw  ii»k!i«  h'» 
%*\  »her  nicht  »rh*er,  n»n  ritiere  r*rht"  rnkli«  hrn  »«•  -»uf  j^**»-» 
iinlerr    iu    *<  }ilir*»ru,     M.n»  wähl«*  (Tal.  IV  In:  4)  in  d*"f 
/Jf 'de*  rrc htutuklu  hm  Drriet  k».  I  //film  brlirln^ra  l'ubit 

.4*       //<   v,  ür/#-.f. 

Mau  h«t  nun  i^i  r«*rh(M  i»kli<  he  Dreiecke  uad  .iHiK  —4 

wenn  #  die  FUcbe  de.  Ihri,«k.  .447*  .«.  ul 

i  =.4liC~  AM). 

wenn  ama  uuf  hi*  mi  (fli*dcfa  fünArr  OrduAAg  tc*ht.    ,Nm  t«i 
V1    7*  1^7    /»V  /'Mv'Ivv'M» 

V   V*  *  W  Vv 1  <7   v  }  ?  •  y       ♦  V  • 

ftUrt  Such 

- oIa y ♦  7  v« * v •  *7 r- y»v»vi'w  * 

||ri»«rt.  fT^HX    I  iü  ^     A.lt.t  dl**drri  W  ir>kri  r(r  «>*|>r*t»«4*  k«f 
t*«1er  l.imm.      A.  *  d»r  ihnrt«  n  l.-t-i;ri.»*«  hri>il«  i»  Vilm,  »«•••ff  ^ 
Z-:«.    d*e  Nnle»  r  ■»  J  6  •■»<!   ♦  h  a(»  A*<J«n-».   *U  XS  r*<»«  r 
in  Q  IV;  »a*  drn  Vt  »nk«l  «  Aih^Lu«!    *  J»  •.        i*<  iW  l'«r.ku  Jt 

l*f  -Ä   •         .  «<r_/f 

irj  |'u«kl«  4': 
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somit  nach  (61): 


b  sin  C=p[l  —  3409*— —  ^09s-  ]• 

Dividirt  man  obigen  Ausdruck  von  F  durch  diesen  für  osinC,  so 
findet  sich  leicht,  wenn  man  nur  bis  zur  fünften  Ordnung  geht: 

f  =  \ab  sin  C[]  -  l^ip*  -  o*  +  9*  +  99 ') 

Die  drei  hier  vorkommenden  Konstanten  a0,  alt  b0  lassen 
sich  in  anderer  Weise  ausdrücken.  Es  wurde  in  j.  15.  gezeigt, 
dass 

1  1  c*w 

RR~  =  ~  w$tf' 

Entwickelt  man,  diesen  Aasdruck  nach  (59),  so  ergiebt  sich: 
~ß  =r  —  2cr0 — 2a,/>  — 660y — ^bxpq — 2o2/>2—  (12c0— 2n02)oa  

Angenommen  nun,  die  YVerthe  der  Grösse  ^^-(desKrümmungs- 

maasses  nach  §.13. in  den  Punkten  A,  By  C  seien  bezüglich  a,  j3, 
y,  so  ist,  da  in  A:  p=q  =  0,  in  B:  p=p,  q—<l>  in  C:  p—p, 
9=9': 

a  —  -  2u0 ,  0=-2ao— 2«1/>— 6609,  y = — 2<z0 — 2a^  — 660o', 

wenn  man  bloss  mit  zu  Gliedern  erster  Ordnung  geht.  In  so 
weit  genau  ist  also 

«o=-^    ^-2H'2(^y')*  ^-6(9-9')' 

Da  tliese  Grossen  im  obigen  Ausdruck  für  F  mit  Grössen  4ter 
Ordnung  multiplizirt  sind,  so  sind  sie  genau  genug  bestimmt. 

Setzt  man  nun  diese  Werthe,  so  ergiebt  sich: 
F^  yib  sin  C[l  -f  ^( 4p?  -  2o*  +  'Sqq'  +  3o^) 

+  i^<V-69a  +  099'  +  V2)  +  llöGV- V  +  W'  + V4)]- 
Nun  folgt  aus  (61)  bis  auf  Grössen  dritter  Dimension  ausschliesslich: 
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Mm  »Johl  lelrbt  »Im,  d*«A  tioe  Ariti.ShrruriK  bl*  mit  **j 
xwritrr  Ordnung  fOr  i*.  9,7'  t»  ©bif**  rnrm+l 

jCrnOcrad   Ut ,   <U  di*  AnnfcbrrunK  überhaupt  n«r  a«f 
Ordnunt  rtn»rMir»»l»<  Ii  urht.    NrUI  man  di— 


Worte  Ordnung  rtn»rMir»»l»<  Ii  Kr«t.  NrUI  nun 
4»  rrjrtrbl  .ick  tndltrb: 

(«) 


Mi«eii&B*rt  \Am  mit  1«  CfSMcn  fOnllcr  Ordnaog.  »rH  d* 
dia  er»lc  Ordnung  »ind. 

mtn  In  dar  ForraH  (65)  r«>rtAo«rbm  kann       4,  r,  *f* 
bei  6  g lirh  uil  r.  6.  a,  .1  odrr  #t.  r,  A,  Ä  unterhegt  keinem  AaMajd 
im  «Üb«  nat«Hirb  «.  /*.  y  mit  7.  ^. a  eder  *.  7.  * 


=  }nr..nJJ|lT  ^^M^  -^r^/f) 
f  l5B(W«f3r«-l<Urco.lf)  |  ,^<4**  .lc«-*nrc- /T ) 


l  i: 


YJbr    wir   «•  eiler   grbrn.    »«»II  eih*  k«ir«e   Ae><*  n»d««;  »W«fe* 


\ 


r  «mdi  atti  dir  |.nJobrr6.trb#  «rlu«<  bl  «nJr«     Ul  «i  d»e 
|fo»rf,  n  die  balb«  kJne*  A»r  «Irr  rede,  und  »etil  man  •» 

mV1;    Ul  fct»e*  9  dir  Ii  rette  nur*  l'unLt»  »wf  «Irr 
ImU,  *•  bl  brkanntJi'b 

I  <|-e«..nV 
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Angenommen  nun,  man  kenne  die  Breiten  <pt ,  g>^,  <ps  der  drei 
Eckpunkte  eine«  geodätischen  Dreiecks,  dessen  leiten  a,  b,  c 
sind,  so  bat  mau  für  die. Flache  F  desselben  nach  (65): 

F=\absmc\l  +  *}g£*^(V  +  46«-906co.  C] 

+  SiSrö?  t3"1 + 362  - 1206  co,,  c>]!  •  (fi6> 

worin  qp| ,  <p*,  <P3  bezüglich  die  Breite  des  Punktes  A,  B,  C  ist. 
Sind  die  drei  Punkte  so  gelegen,  dass  die  Grössen 

(l—g'sin»^)»      (J— easinay,)a  (l-f*sin*g>s)* 
120m*(l-e2)  *     120m*(l-e*)"  120m*(l-e») 

bis  auf  einen  genugenden  Grad  von  Annäherung  hin  gleich  K™8* 
angenommen  werden  können,  so  dass,  wenn  q>  eine  mittlere  Breite 
zwischen  den  dreien  ist,  jede  ohne  merklichen  Fehler  gleich 

(1 — e*sin'2<p)2 
120m*(l-e*) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  (66): 

F=|n6sin  C[l  +  I^-_^(«a  +  *9-3«Acos  Q].  (67) 

Lage  das  betrachtete  Dreieck  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 
R,  so  wäre  a=ß=zy=-2,  also 

F=^«rosioC[l  +  p^(«Ä  +  6a — 3o6cosC)]. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  man,  immer  unter  obiger  Voraus- 
setzung hinsichtlich  der  Breiten,  die  Fläche  eines  geodätischen 
Dreiecks  auf  der  Erde  berechnen  kann,  als  läge  dieses  Dreieck 
auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 


VI 


Vi— e* 


1  —  <jasina<p 

Ganz  Aehnliches  gilt  auch  von  der  Berechnung  des  Dreiecks  selbst. 
Da  auf  der  Kugel  die  Grosse  immer  konstant,  gleich  ist, 
so  folgt  aus  §.  16.,  dass,  was  auch  p  und  q  seien,  immer: 

rl=-  2«»-  2«,  j»  -  M*  -  «w  -  20s!p*-  ( I2c0-2au*)9*-_. 
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av—  »^t»  «1=0.    -o.  *i  o.  «g-o,  r.Vo-id»*  o,  ^=  »4^- 

(Äeb(  riaa  nur  bi*  tu  IJröaaen  fdnfter  OrUiiutif  einacblinaatn  rb 

2  I  ! 

alao  auf  der  Kugel: 

Sind  •.  /J.  r  dir  Wertbe  ««hi  ^  In  den  drei  I  <A,«.»',r« 
de«  rerbttainl  liehen  Drenke  AHt  .  »o  Lt.  nie  in  ?  K». 

•o  dja«.  wenn  a.  0,  jr  aU  clrirh  aitrr-rb«*fi  weni* 
und      Null  »ein  mu^n,  «,<«!  mithin,  u.  ler  die»«  r  \ 


Daraus  Mf<,    iIim,  wenn  d*a  ffeo^f  i**-be  Dreier»  *•(  der 
Erde  a«#  be*eb  iuVn  Lt.  da«»  di«*  oliijrn  (•>•■»••  n         ;        c(rti  k 
nn^r«rhen  Mrfden  L"Mt»rn.  die  llrf  * «  hnuhf  d<i>tu«ar  d»«»«-lW« 
wie  dir  rinr»  kugeldrrirrk»  r,e*<  birlirn  Laim,  «rnn  drf  HaJLaa-r» 
*er  der  Hu*«-! 

m\  I  ,* 

it>t .  wie  oben.    \V<  nn  clr'ub  ein   re«  lifwiiiktii  h«*»  |rrr«*trl  un 
ItVtr.M httmgen  ru   Itfilii'l**  ln»tjt,  an  ti'lt  *!•  r  J«»t  b  <>I'«W 

für  jedr«. 

Man  kann  *l»o  b*»i   j»f  >«i  iti*t  hen  Itr»  bnufi^ru     «rn»   dr*>  Vr* 
ten   drr    l>f nn  ke    kirnt    «.mtl.    «In*    |  i.l  ■     tt«    r.ne    Ku(«l  * 
Halben«*  »«er 

I     .  * 

a««*»ben     \%      r*  atiSelj'igf .  »<i  i*|  l^.r*    l> ^ |f t'*     \     >  ' 
M,r  r  in»  lUnle  f»h   I»"  »m  m«,  *»»Jlr«      »r   wr  Jr<  «■ 

»if  %       (I      r'-if»1//'  »i<b  jM,|eri  .   Mroii  ntan  i»    n  *•  !♦ 

>u»  erfiebl  airb,  da  U+m 
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1  -  e^sinW^  Q.mmmm   kze*™*Wß= 0  00000030462. 

so  das«  diese  Werthe  erst  in  der  zehnten  Dezimale  abweichen, 
woraus  hervorgeht,  dass  auf  Entfernungen  von  3  bis  4  Meilen 
die  sphärische  Rechnung  ohne  irgend  einen  Nachtheil  Platz 
greifen  kann. 

Es  fallt  diess  auch  zusammen  mit  dem  in  §.  12.  Gezeigten,  da, 
wenn  in  naher  Ausdehnung  um  den  betrachteten  Punkt 

herum  sich  nicht  ändert,  man  dieses  Stiicl  Fläche  abwickeln  kann 
uuf  eine  Kugel  vom  Halbmesser  V  IW% . 


§.  18. 

Angenommen,  eine  krumme  Fläche  sei  so  beschaffen,  dass 

in  allen  Punkten  derselben  die  Grosse  -jXj-  denselben  konstanten 

Werth  k  habe  (§.  12.).    Die  Kugel  ist  offenbar  in  diesem  Falle, 

und  wenn  R  ihr  Halbmesser,  so  ist  k=  -^5.  Betrachtet  man  nun  ein 

rechtwinkliches  Dreieck  kürzester  Linien  auf  der  so  beschaffenen 
Oberfläche,  so  müssen  sich  aus  den  Formeln  des  §.15.,  wenn  diese 
Oberfläche  eine  Kugel  ist,  wo  also  die  kürzesten  Linien  Bögen 
grösster  Kreise  sind,  die  bekannten  Formeln  für  rcchtwinkliche 
sphärische  Dreiecke  ableiten  lassen,  d.  h.  man  wird  haben,  wenn 
l<  der  rechte  Winkel  ist: 

sin  (a  yk) = sin  (0  Vk)  .sin  A , 

sin  {cVk)  =  sin  {b  Sfk)  .sin  C, 

cos^  =  cos(aV*).sin  t,        }  (68) 
cos  C=  cos(c  v^.sin  A , 

■ 

cos(bVfc)  =  cos  (aV&).co8(cV&) 

Da  man  aber  offenbar  dieselbe  Rechnung  hat,  ob  die  Fläche 
eine  Kugel  ist,  oder  ob  eben  k  konstant  ist,  so  werden  die  For- 
meln (08)  für  jedes  rcchtwinkliche  Dreieck  kürzester  Linien  auf 

einer  krummen  Oberfläche,  für  welche  konstant  ist,  gelten. 

Für  einen  positiven  Werth  von  k  folgt  diess  auch  schon  daraus, 
dass  eine  solche  Fläche  sich  auf  eine  Kugel  vom  Halbmesser 

-7=-  abwickeln  lässt.  Doch  gilt  unsere  Behauptung  auch  lur  ne- 
V  k 

gative  Werthe  von  k. 
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Mxn  kcHllM»!  daran*  mm  leicht  (aiebt  *»  11.  Archl*»  Th«*»l 
XVI  S  |>ift.  ff),  da«-  allljeinrin  f«r  jeden  Dreieck  kürie-ter 
auf  einer  krummen  ObeHU<  he  im  der  ance«ebe*en  Be»el 
heil  die  Formeln  der  apha/teeben  Triftonumetric  Anwcndnau, 
d.  Ii.  da*» 

ein  (n  v  A )  «in  B  =  »in  (A vi) .  »in  .  . 
co.(„V  *>  ra.(AVA).co*(r\  X)  *  .ii»(6v  i).  «i«(rv  X).  c^J.' 
ca»  .1  t  ro.  /i  coe  tV  ^  »in  Ä  »in  i\»m  [a\  i)  \ 

m.    «.  w. 

Fa  ererbt  «ich  hieran«  eine  «eitere  Beatatiftnnff  de«  in  f  I 
Ilerflbrten. 


5  l'J 


In  $  12  wurden  bereit«  dir  lledlnfuneru  aufgestellt,  uule* 
en  eine  I  Urne  «uf  einer  andern  .irh  an»  irkein  L4~t  IW« 
wril  ltedin«uii|ten  b**teh*n,  la*«t  n«h  al...  naht  jrj*  lUcbe  ««f 
jeder  in  «Irr  »njjf  jjrl>cfirii  W  r»«e  «it«Krritrn  I.«  ««dl  d«r**wec«<u 
dir  Aufgabe  jrtit  »mim»  jirfa^M  «i»mI«*II  und  *ri  %rf|*njt,  ritt 
krumwr  F 1 1 «  h  e  »uf  e i n #■  r  andern  k  r  u  m  m  n  llirhe  •  • 
ab«uhi1deu,  ,1*..  d«.  Abbild  drm  I  rbild  in  le  eul- 
•prerhenden  l.lementen  ahfillrh  mr'x.  I  m  hri%*C  «her 
•xhU  Amfrr™,  «U  «rrUtigru .  da*»  dir  Linrarelrmrntr  ««•«* 
#nt»pre«  hrndr  Punkte  b«*rum  itleich  oft  in  einander  enthalte* 
»firii  und  da»«  enl»|»rn  hrtide  l.icirarelr  m»-iilr  <!«-«»elL*«  W  itvkH 
bei».  .\4turltrh  darf  der  in  rinfin  Punkte  l«jr  »Jle  I.«»e«re4e 
kon.Uute  </u<*t*ent  ..rb  ander»  *«>«  Punkt  im  PunU 


Seien  «Un  x.  n.  :  die  (wir  Immer  rerht»  inkfK-hen'  k*«*uV 
aiten  eine«  Punkts  der  «-raten  t  Urb«  (  I  rbdd  ^    A  m  ^ ,  ^£  ij  t»  h^ 
ordinalen  de»  ent*i»rr«  brtiden  Punkt«  der  tweilen  r  la«  he     VhfetlJ  , 
•o    werden    A.    I  ,  /   durrb  j,  f,  1  Ue**r»»nil    w  edlen  k 
IrrütAt   man  die  k  ••>r«ln^lm  ilrr  ei»l«  n  I  I».  br   d«rvb   die  t*n 

\  I  .  /  Funkftntten  »♦*•  f»  und  •  mk  |)««  Kiemen!  r«  4cf 
nrnten  ft  Ui  hn  Unn  durrh 


CIO  u  .Iii;   ehe*  an  nird  dnn  »Jawru.  .S 
der  metten  I  Uchc  «n*c*dru<k!  dur<b 
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.  BS 

und  wenn  ^—  =  j|f,  so  niuss  identisch,  d.  h.  ohne  Festsetzung 
einer  Beziehung  zwischen  p  und  q: 

£'dp* + VPBpBq + G'3o2=  M*[EBp*  +  2/^9  +  G^»], 

d  b. 

E=M*E,   r=zWF,   G'=fiPG  (70) 

sein.  Dieselben  Gleichungen  (70)  peben  zugleich  auch  an,  dass  die 
Winkel  je  zweier  entsprechender  Linearelemente  gleich  sind.  Zwei 
durch  die  Punkte  (p,  9),  nämlich  die  entsprechenden  Punkte  beider 
Flächen,  gehende  Linearelemente,  das  eine  zu  dem  Puukte  (p 
+  Bp,q+Bq),  das  andere  zu  {p+Bp't  9  +  Ö9')  hin,  sind 

Bs  =  V  EBp* +<*FBPBq  +  GBq* ,  Bs'  =  V  E^+*mP'B^Gty* 
und 

BS=  V E'Bp*  +  IFBpBq + G'Bf,  BS'z=V E'Bp'+2PBp'Bq'+G'B<f*] 

die  Kosinus  der  Winkel,  welche  Bs  mit  den  drei  Koordinaten 
macht,  sind: 

dx  _Bx  Bq     ty_&j[d9  &z  

Bs-BqBs*   Bi-BqBt'  B~t—BqBi; 

u.  s.  w.  ähnlich  för  Bs' ,  BS,  BS'.  Der  Kosinus  des  Winkels  der 
Elemente  Bs  und       ist  also: 
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Ganz  eben  so  ergiebt  eich  fär  den  Kosinas  des  Winkels  der 
Elemente  BS,  BS': 

E'BpBp'  +  FjBpBq'  +  Bp'Bg)+G'BqBq' 
~  BSBS*  ' 

und  nach  den  Formeln  (70)  sind  beide  Ausdrücke  gleich ,  was 
unsern  Satz  beweist. 

Die  Bedingung,  welche  den  Formeln  (70)  zu  Grunde  liegt, 
kann,  ohne  dass  ein  Zusammenhang  zwishen  p  und  q  festgestellt 
wird,  in  anderer  Weise  dargestellt  werden,  so  dass  also  immerhin 

alles  Gesagte  noch  Geltung  hat.  Es  ist  nämlich,  wenn  V — I=t: 

o*2  =  EBp*  +  2Fcpcq  +  Gcq* 

=  jr[EBp+ FBq + iBq  V EG~Fi]  [EBp  +  FBq-idq  V E'G-F*]. 

da  EG—F*  immer  positiv  ist  (J.  11.).  Denken  wir  uns,  t?  sei 
ein  Faktor,  der  die  Differentialgleichung 

EBp  +  FBq  +  iBq\TEG-F*=0 
integrabel  mache,  so  ist  also  identisch: 

EBp  +FBq  -f  iBq\TEGzrF*==  -ßtp  +  iBy] , 

wenn  a> -f  itf/  =  Const.  dann  das  Integral  ist.   Ganz  eben  so  ist: 

EBp  +  FBq  -  iBq  VEG-F*=^t[Bq>  —  iBtf , 

und  also 

wenn  A=  -jr^?  eine  bestimmte  endliche  Funktion  von  p  und  9  ist. 
Ganz  eben  so  ist: 

es* = h[b  <i> + #  *pj[a  0-  i*a  = //[a<P* + a  9«]. 

Also  hat  man  aucb,  da  BS2= M*B$*i 

jV2h_  (BQ  +  iBV)(B*I>  -  iB*P) 

in  welcher  Gleichung  -jj-  eine  endliche  Funktion  von  p,  q  ist, 
und  in  der  keine  Beziehung  zwischen  p  und  q  festgesetzt  werden 
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darf.  Man  wird  der  Hrslincnnc .  dn*#  tri«  die  atata.  ao  atocb 
i weite  Seil»  eine  endtiebe  Kunklioo  von  p  «od  c  ad. 


«o  /  daa  Zaicfcea  eiatr  wlllkuhriieini  Faulten  Wt. 

r<D  f  ScH'—f^  |  iV)(r'?  4  «?*•). 


r  »<v  /(  . 


wo  /'(;)  Mio  wird  bemerk**,  diu  dureb  ottee  Aoooboo» 

« x 


,  im i »eben  p  und  7  feotfeolellt  Ut,  »iehaefer 
•ladurtb  die  ei  o*  oder  ent«j»re<  banden  l'uulte  beider  I  Liebe« 
fuodea  «erdeo.    |a  dar  t*Uitb«ng 

HW-fd  »1«).  t?l> 

•itid  oimlieh  ♦  eowubl  oU  1'  runklHmeo  drr  k<x»rdi**fro  der 


iweitro  r  W«  br  ;   «>,  %<  drr  der  rr.lru  (p  «od  o):  nod  dieoe  I4*i 
euroit.    wenn  man  die  reellro  «od  iaogrnirm 


lebrt  »«mit,    nenn  man  die  reellro  «od  iaictnlrm  Tbnfco 
einoader  |{len  b  mrttt .  deo  1'uoLt  der  «ontee  r'U<  be  bedeo,  mrt 
rh#c  eioeui  br«t*rou*teo  der  er  »Irrt   ectat»rt<  bt     |)ie  obeo  oooeje 
■itriM-hroeo  F«N,j:rro«fen,  dir  iul  <  ?0f  brruben,  grlte«  '«n"'f  »*<b 
\l*e  dro  Wrrtb  *««   V  -  d».  >  e r  < r  ü . «e r  «  •  g . ,  e r b *t 1 . 1  •  . 

Aürrdtof*  bitte  nin  ooeb  oetjeo  künne«  0)  f  1  f         — «od 
m^Tt  bitte  olle«  tiediofunae«  rbenfjU«  Retiuftt,  «lleto  eo 
•«*.  hlumm  die  A onobore  iM>  •«  betro«  Mm 
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J.  20. 

Von  den  so  eben  nachgewiesenen  Sätzen  soll  nun  zunächst 
eine  Anwendung  auf  die  Abbildung  einer  Kugel  in  einer  Ebene 
gemacht  werden,  eine  für  Kartenzeichnung  bekanntlich  »ehr  wich- 
tige Aufgabe.  Sei  x*  \y*  \  z2— a2=0  die  Gleichung  der  Kugel, 
und  man  wSble  Polarkoordinaten  p,  q  so,  dass 

x  =  a coapain  q ,  y  =  asinpsino,    »  =  acoso; 

so  ist,  wenn  die  Ebene  der  xy  die  des  Aequators,  die  Axe  der 
x  in  dem  ersten  Meridian  liegt,  die  (positive)  Axe  der  y  von 
ihr  aus  um  90°  absteht  in  der  Richtung  wie  die  Lfinge  (von  0 
bis  360°)  gezählt  wird,  und  die  (positive)  Axe  der  z  gegen  Norden 
gerichtet  ist,  p  die  Länge  des  betreffenden  Punkts  auf  der  Erde 

und  g  ~9  f*'ie  Brei*e-   Man  findet  nun: 

|^  =  -asinj>sin4,    ^  =  acospsino,  |;=0; 

dx  &y  dt  . 

^=ucospcosg,       ^=asin/>cosg,  asino; 


also 

/£=«»sin*g,   F=0,  G=a*; 
mithin  hat  man  zu  integriren : 

a»  sin  2q  dp  ±  *"*  sin  9  So  =  ü ; 

es  ist  folglich 


tp=p,  ^=log(cotg|); 


wo  die  Logarithmen  naturliche  sind. 

Nimmt  man  in  der  Ebene  ein  recbtwinkliches  Koordinaten- 
system der  X,  Y,  so  ist  ein  Linearelement 

also  ist  zu  integriren 

dX±&Y=0, 
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mo  nun  r  =  r'  =  l.  //=  1 ,  da  <  .V*=s  <<A*  f  c  aaitbto  =  «.% 
V—  I',  und  alro  K»ebl  dir.  («lricbunK 

NN  cur  dir  koordinatrn  JV,  )'  durcb  /»  nnd  f 
tuudrn  *rrdcn.    Waa  .V  anbelangt,  »•»  ul 

V  =  ftJnyV  ^f;i  *  ,'l^ru,K!i/,|/'-,^,0,e!1-  (74> 

.Nneii»!i*irt  man  dir  l'unlfion  f  und  »rttt  xun<rb*t 
k  konManf.       rtfaalt  man  aua  <M>  und  (?4>: 


iu>  da*«  nun  m  jede«  Punkt  f/».       drr  kugrl  den  eniapce* face> 
den  drr  r.brnr  (karte)  Iri«  ht  bestimmen  kann.    N  »>a  dem  NN  ef  t  K 
ton  A  b-ingt  natürlich  .V  g.nu  unmittribar  ab. 


Fragen  «ir,  *»e  tri  diraer   Abbildung  (Kaflirunc)  dir 
dtane  rr*rbrinen .  »«  hit  iimk  nur  di* -jrnigrn  l'unktr  <I«  r  k*tf#  §• 
•nrbrn ,  dir  dr»  »einen  NNrrtbe  t«»n  i*  au^i-bcf  en :  filr  ^Ur  i! 
brn  Ut  A  ala«  auch  k"h»J.inl .  und  dir  Merniniie  r»*.  Knnrn  I  »'j 
In  b  aU  (»eradr.   dir   »immtlxb  |».«r .illrl  »ind  mit  drr  ,N»e  de*  | 
\\»m  dir  llreitenkrei»»  anb«  -hn«!,  ...  i.t  lur  »ir  7.  al.<«  I  Uo*(ja»t 
und  «tr  rr»rbemen  iUo    aU  t.«r*de,    dir  furallel  f^He*  aa.l  de* 
Air  drr  .r.     NN       dir  N  rfj.-«  hnuitj*  drf  |,.«ng«*i<£ radr  *rhrl««»f{. 
•u  werden  dieselben ,  Klrnb»irl  m  nrlrbrr  |f r  1  iff «•   »ie  «irb 
dm,  allr  g Im  h  lang  »ein;  »ind  7.  y'  dir  Ilm!**»  t< 

Punkte  drr  karte  auf  demarlbrn  Mrrid.an,       i.t  dir 


«<:;') 


V'  9 

»  «Ig  ,  N  to|-  f 

llekannflitfa  tat  dira«  dir  M  r  r  r  »t  «  1  urbc  Seekarte*  *  Z#*< 
Ne«,l  »a»  •«rüm. 

ar  ergirbf  •**  b ,  ir 
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X*=k  tgm  2  •  cos  mp ,  i 


M 


-sinnt/?. 


—  tg°V 


asino 


(76) 


woraus  für  m=l: 

A=*tg|  cos/,,  *  =  *tg/Sin/>,  ^i„^  " 


Da  hieraus 


folgt,  so  schliesst  man,  das»  sämrotliche  Meridiane  als  gerade 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Linien  erscheinen;  wahrend  die 

Breitenkreise  als  Kreise  vom  Halbmesser  A'tg^fl  erscheinen,  deren 

Mittelpunkt  ebenfalls  der  Anfangspunkt  ist.  Der  Anfangspunkt 
entspricht  dem  Pole.  Diese  Zeicnnungsueise  giebt  bekanntlich 
die  stereographische  Kartenprojektion. 

Wählt  man  m  so,  dass  M  (Vir  die  Werthe  q0  und  qx  gleich 
gross  wird,  so  ist  / 


m 


logsinrjo-logfr 
Iogtg<>9o— logtg^i 


welche  Projektion  H  a  r  d  i  n  g 
wendet  hat 


seinen  Himmelskarten  ange- 


Hätte.  man  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Gleichung 

a-       •  t,-  "  3 

ist,  so  setze  man 

A  =  acos/?coso,  y  =  asin/?coso,   2  =  6sioo; 


wo  p  die  Länge  und  q  die  (sogenannte)  reduzirte  Breite  des 
Punktes  xy  y,  :  ist.    Alsdann  findet  man 
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3*0 


Wm  dir  hier  rnrUmtnrndro  Kon»taufen       1,  ,4 


aa  aollan  »tc  a«i  )»<*«tiiuiut  werdra,  «la«»  für   IWeitet»  mg  —  a». 

nicht  hrdevifrtid  von  rinrr  £9*t»m*n  Hrrite  0,   oir  **  tt  a>t* 
UKiilireiie  h*i*»+n  HuMen,  abttrithrri,  «V  nahrau  tlmt  I  «u»*4» 

Ul  alao  a»  «Irr  Werth       *  —  ß,   um  «Irin  man  *u»e»ht,  aa*J  r^4r 

Werth«  «  |        ubrr.  -o  uinl  M  I« 


Sai  nun  #1  dir  llrritc  auf  «Irr  Kugel,   wrkhe  dar  Hcfri»  $ 

f 


entapricht.  a*  Ul  Sl     ^     H.   nenn  aU*  eHuJl 

•im  dar  i  wallen  Gleichung  («*'): 

l«<4  f  .,*> 

Zupflrtch  wollen  wir  <4  und  «  ao  tW*tiniPco,  daa*  fit 


—  aUoi*     *  -Ä: 


aei.    Nun  ial 


M  1  °- 


?*f     t/<\  l-/'»..!1«  <  51     r*ru.«  »in  w  o  |a»  Ü 

 *fü  .  f 

•  •••••  ««  *    a»ma\  I  r'r*..1* 


eile  f»Ulch«of  (?*>>  f»*hf.  nrna  aiaa  aaerat  die  l,*e;anffc 
wumt  tu  i|  dann  difrrrr.ijrt 


r/>     I  e  |  ,t, 

t  j  »»a  J!     i  I  -  aia  u 
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also 


dM  üf(l  -e*)(»  cos  Sl  —  cos  fo) 
den  ~~.     sioca(l— a*cos*w) 


32^1  dJU  n 

Entwickelt  man  eben  so        und  bemerkt,  dass,  wegen  ^— — 0, 


aco8Ä=cosco  für  — ^»  W  =  2"P; 

so  erhält  man  daraus  noch 

(1  —  ea  cos2o>)  sin*o>  =  a\  1  -  e*)  sin*Jl. 

•Somit  ist: 

l  =  ^ttC08fVl-^sin^,  «sinB-siniSpO. 
a  cos  p 

(l-e*sin*j3)  cos'jJ— a*(l-ea)  cos*#=ö. 
Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt 

sin2tf 

setzt  man  diess  in  die  dritte,  so  erhält  man: 

««(l-**)  - 1  +  e*  -  e2cos«/J=0. 

Man  zieht  nun  endlich  daraus:  - 

„     ,    e«cos4/S      .  „    1  .  .     A  «cos  ff 

wodurch  er,  ß,  A,  k  bestimmt  sind. 

Um  die  gegenseitige  Berechnung  bequemer  zu  machen,  mögen 
folgende  Hunswinkel  eingeführt  werden : 

siny  =  e,  tgC=tg9Cos2jS,  sin0  =  *sinjJ,  tg »7  =  sin ; 
alsdann  ist: 

1  _  acosß 

"=c7sT    sinfi  =  cosCsin^  ^=^7^^* 
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Ffmcf  hat  nao: 


CO#^£  CO**^l 


C«*0  1}  COM  Ii  ~  ~  co*  ."i . 


»in  9=:tg;  tg// 

Werter  hat  — h 

1-coo, 


-rn#  r;      rn*i?-ro«£       I  f  ro#;      min  ß  | 
in.,     —  ~  '       «ine    *    «■7^«T" ' 

I       co.Ä-ro.0  1 


^11      c-Ä  -r-J  .b:.i.^    co.Ä-co.0  I 
Weitet  Ul 

>l.o 

»in  ;  rti ;  ro*  f  =  »i»    n»»*:  -  «ii  «.  «U 1  //  , 
eie.*Me*4r=?ei»f>re*^-  ftin;re*:roo*. 

(l-l»Wi«T)-S»i«V(l -tro«*n  f  ?fti«;m;c««* 
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I 

«In <p  cos  2B  =  e  cos2 B  =  -  «in  <p  cos2f  +        cos  <p = sin  (2f -  9). 
Man  hat  mitbin: 
Btu<p  =  e,  tg£=tg4pcos*0,  sinÖ  =  «sinp,  tgij  =  sinCtg/J, 

a_         <8°(4+2ft  y  (82) 

«8(1+^)^  +  2«) 

CO81]COsB=L  C06  ß,  »in^  =  tgC  tg/i, 

tg.j(/5-^)  =  tg^tg^,   e^lfcsin^-y).  / 

Ist  nun  /3  gegeben,  ho  erhält  man  £  aus  der  zweiten  dieser 
Gleichungen,  17  aus  der  vierten,  B aus  der  6ten  oder  Uten;  ist  aber 
ß  gegeben ,  so  findet  man  nach  der  letzten  £,  daun  nach  der  lOten 
rj,  nach  der  Ilten  oder  9ten  ß. 


§.  22. 

Sind  die  Konstanten  er,  A%  k  nun  bestimmt«  so  ist  es  einfach. 
Längs  und  Breite  auf  der  Kugel  aus  der  auf  dem  Ellipsoid  zu 
berechnen.  Man  kann  sich  dazu  unmittelbar  der  Formeln  (79) 
bedienen.  Für  praktische  Zwecke  ist  die  Entwickelung  in  Reinen 
vorteilhafter,  besonders  nenn  man  die  umgekehrte  Aufgabe  löst, 
aus  der  Breite  auf  der  Kugel  die  auf  dem  Ellipsoid  zu  berechnen. 
Mittelst  dieser  Reihen  lassen  sich  dann  leicht  Tafeln  berechnen, 
die,  von  der  (Normal  )Breite  B  auf  der  Kugel  ausgehend,  die  ent- 
sprechende Breite  auf  dem  Ellipsoid  geben.  Gauss  hat  (Untersu- 
ch ungenuberGegen  st  ä  n  d  e  d  e  r  h  o  h  e  r  e  n  G  e'o  d  ä  s  i  e,  Erste 
Abhandlung)  solche  berechnet,  die  von  90° — ß=4()n40' gehen  bis 
90°— &  =  58W  und  für  welche  /J=52r4Ü'  also  5=  52°42'2"-5325J 
ist.  Es  ergiebt  sich,  da  ist  für  9Ü°— Ä=52W,  ;»/=! '00000 24 

für  90°— &  =  46°40',  d.  h.  die  Vergrösserung  beträgt  bei  einem 

Abstand  von  6°  nur  ungefähr  ^q^j^q»  bei  90° — Ä=50°,  also  2°40/ 
AbsUnd  vom  Normalbreitenkreis,  ist  if=l  00000021,  also  die  Ver- 
größerung nur  5QQ()()(j(j'  Mfln  s,ent  hieraus,  dass  bei  der  gewähl- 
ten Uebertrngungsweise  diese  so  geschieht,  dass  die  Dimensionen 
auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel,  in  nicht  bedeutender  Entfernung 
von  der  Normalbreite,  gleich  sind.  Man  seliliesst  daraus,  dass 
eine*  geodätische  (kürzeste)  Linie  auf  dem  Ellipsoid  durch  eine 
kürzeste  Linie  (grossten  Kreis)  auf  der  Kugel  wird  dargestellt 
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wen!»  irud  ctrar  in  derselben  ab*otiitm  Lüng«.   I>ie  Al*»»n*b*»x 

beider,  dt«  natürlich  »dir  Lirin  ist.  kann  In  folgender  Wei*#  t** 

r»  t  rinn      «  r  um 

Sei  L  die  (eodlti*elie  Linie  auf  dem  KUipntid,  AT  ihr«  Abbat 
«luikg  auf  der  kus* -Iii  i«  b* ,  /'  und  /•  die  Kii'li*«inkfe  rin*«  bekaa»- 
ten  Stück«  *«m  A;  /\  t»  die  enUprrchendrn  Punkt*  *mf  <i» 
Kllif-oid.  A  ria  durch  /  und  fV  ue.ce.ter  rfvWer  km,  *V« 
Kutrl  Jiir  Vanlte  der  Linir  A  vsollrn  uir  dadurch  b**ti._r^ 
da»«  wir  tliMi  kür/r«tru  Ah  »fand  jede*  drr«rlUrri  ton  .V.  ffir»rb 
y,  und  d<e  Lntfrrnuni;  de«  rti«*  jtuokt«  dienet  Senkreeblen  « •*»  #*. 
auf  der  Linie  A  fpm«'»»rn ,  gleich  je  »et*«*n ,  wirbst  die  p#**tH** 
x  %on  /'  gnirn  rV.  die  tn>«iti% m  jf  mit  S»ld  nach  N*»cd  .»••  A 
aua  getafch)  c«  hea.  Dabei  »nrn  s  und  5  lUgeu  ma 
I,  also  ,tr.  .ff  deren  abaolutr  Länge 


Mach  dem,  wae  wir  in  6.  15.  geoelim,  Wt  ein 
1/  areich 


da  dort 


I  I 

iat.  indem  für  V  0 


«r  ro., 


l«f  v  der  Winkel.  d*n  da»  Mnurnt  «an  A  im  l'«»t>kte  ur «,  * 

mit  »inet  dirrrb  jenen  Puftkt  f*'*'Jt»«+n  ParaBele»  ««•  >  aaacfcl 

...  (}  IS): 

  il                 •"■»  I 

rW,'V  tfV     i\  c-< 

alw  d»  |Je»c«t  .«*  A  1»  d«.eui  P-rAu 
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Adx\[  Ate  ec,  =  4s?»*. 

Demnach  das  entsprechende  Element  von  X : 

JU  cosi/; 

wo  M  die  frühere  Bedeutung  hat.    Setzt  man  nun 

du  _   8y  1 

so  ist 

TS  1 
U  =  l0g(tg(j+^))» 

wenn  man  t<  =  0  för  y~0  annimmt;  ist  ferner 

cosy 


so  ist  das  Element  von  L: 

und  da  L  eine  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipsoid  ist,  so  hat  man: 

d.  h. 

8»    1       8,    .  . 

5   =  q— (n  sin  i/>) ; 

8m  cos  ^    8arv       r/ ' 


(83) 


welche  Formel  allgemein  gilt.  Da  aber  die  Linie  K  von  iVkaum  ab* 
weicht,  so  werden  u  und  tf>  immer  sehr  kleine  Werthe  erlangen, 
so  dass  mau 

sini/;=tgif;,  costf/=l 
wird  setzen  dürfen,  und  also  aus  (83)  zieht: 

ntg^y^x+C,  (84) 

worin  man  für  n  und  u  die  Werthe  anwenden  darf,  die  in  dem 
entsprechenden  Punkt  der  Linie  K  statt  haben,  wo  y=0,  also 
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I       cm  1   cMcm  I   f-V  ff 

jioncttt  wird. 

1  c* 

Sri  »Ik'^mrio   ^  ^     - /,  Irrner  ^o»       41«  Wertfr«  *wm 

V.  *f.  f  im  Punkt*  x-O;  <■, .      .  /,  die  Werth* 

<;r.Hi»rn  im   Punkte   fi,   w«    r         (A  immer  pomtit)  A 
jiebt  (H4): 


Angenommen,  f,  .ff  hr.nnm  nach  fort 
j-  entwickelt  wenlrn  und  »ei: 

♦       <  *****  *  •l,*<o-U 

I  III'1 

und  »Uo,  da 

■  y^Rvt-r 
«    0  fi»r  •    ü.  d.  h.  f.lr  j-    0  und  j  A 


■  ^i-»1  ♦  j-t'M. ->itt\,  -  I  C*V-»' 


und  wenn  nun  d»*«e«  Werth  im  Oh,e»n  l,r  t*v  *cl*t  • 
afta«  v  =  «  i  m*cht 

i,  „  -  - '  u  t\  >■,  ♦      <*•  < I  s  >.',;. -  ,'. w 
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Da 

Ii  =  lo  +  M  +       + ...       =        +  f*iA  +  toh*  +...) ; 

so  wird  man  sich  leicht  überzeugen ,  dass  bis  mit  auf  Glieder 
der  Ordnung  Aa: 

0    a 

welche  Formeln  zur  Berechnung  scharf  ausreichend  sind.  Die  Grössen 

6 


V f  -  VI: 


wird  man  sogar  immer  gleich  1  setzen  dürfen. 

Was  die  Länge  von  L  zwischen  F4  und  G'  anbelangt,  so 
ist  sie 

/»  cosy  .     4^^-^  Pk  8j?   

=  Kl*-  *H*H^  ^-..1=^^  •  (86) 

genau  bis  mit  zu  Gliedern  der  Ordnung  A2. 

Was  die  Bestimmung  der  in  (85)  vorkommenden  Grossen  /„ 
und  lt  anbelangt,  so  ist  sie  die  folgende: 

Sei  a  das  Azimuth  der  Linie  N  in  irgend  einem  Punkte,  d. 
h.  der  Winkel,  den  diese  im  Sinne  wachsender  x  genommene 
Linie  mit  dem  Meridian  in  dem  fraglichen  Punkte  macht,  wenn 
man  diesen  Winkel  von  der  Südseite  des  Meridians  durch  West 
bis  360°  zählt,  «ei  ferner  A  die  Länge,  QQ°  —  Sl  die  Breite  des 
fraglichen  Punkts,  so  hängt  M  von  A  nicht  ab  (§.21.),  also  ist 

|^=0;  y  ist  Funktion  von  A  und  Ä,  mithin  auch  A  und  & 
Funktionen  von  y  und  also: 

-*cTäay"+  dAdy  "~SÄ3y  ' 

Ist  nun  (Taf.  IX.  Fig.  6.)  zuerst  G  ostlich  von  F,  P  der 
betreffende  Punkt  von  jV,  PQ  =  Adx,  QR  =  Ady,  VW  der  Meri- 
dian durch  P,   W  der  Nordpol,  so  ist 

WP=ASl,  FP?F=360°-a. 
Zieht  man  RS  senkrecht  auf  WP,  so  stellt  PS  die  GrSsse  —AcSl 
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d»f.  dm 

■lenbnr  fiele*  der  Projektion  ton  /'Ä  »w*  H7*f  *o  4m» 


AUo  Ut 


Lieft  rV  »eeUich  ton  /\  »o  t»t 

f.7>H  =  i«o»-o. 

und  jet«t 

l'iCOM  — <Jf  MU«. 

nodu  obere  Zeichen  gilt,  »enn  rV  .-«ili«»  ton  #\  «Lm 
Falle 


I  ('.V         Mia  r.lf 

I  rlf 

Der  Werth  «rni     |/ ;  o    6>"l*t  (TV)  »Im  de* 

Werth  i«n 

im  l*nnkte   /'  gleich   i0 ,    im    l'nekte   f»  fflrirb  |.  ,   feenet  r  im 
Henkte  A   Klrirh  .«,..  Im  Punkte  f.  deich  l«r  |  .|t  ,  w«  »|M 
dn*  Arimulb  loa         in   /      .1,  i.>n   61    ui  f* • ,   ee  rnt 

in  /': 

i  rv  * 

l»eht  m*n         de«  Hofen  tu  Winkeln  öbet.  und  n#t*l  Irx  -  v  »• 


♦ 
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t^0  =  ±  j/iC2A*0  sih  A0  —  kx  si  n Ax ) , 

(87) 

tf>,  =  ±  ^A(2/'!  sin^i  — .  /*o  sin  J0) ; 

die  obern  Zeichen,  wenn  G  östlich  von  F,  die  untern  im  entge- 

FG 

gesetzten  Falle,   h  ist  immer  positiv,  und  gleich 

Aus  der  ersten  Formel  (79)  folgt,  dass  bei  Uebertragung  der 
Ellipsoidllache  auf  die  Kugelflache  ein  Meridian  der  ersten  (l  kon- 
stant) immer  mit  einem  Meridian  der  zweiten  zusammenfallt  (Sl 
konstaut).  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Winkel,  den  die  Linie 
Zj  in  irgend  einem  Punkte  mit  dem  Meridian  jenes  Punkles  auf 
dem  Ellipsoid  macht,  gleich  ist  dem  Winkel,  den  K  im  entspre- 
chenden Punkte  mit  dem  Meridian  der  Kugel  macht. 

Nun  sind  A0,  A*  die  Azimuthe  der  Linien  FG  und  GF  in  F 
und  G;  die  Linie  K  macht  dort  die  Winkel  tp.  mit  dieser 
Linie. 

Gesetzt  nun  (Taf.  IX.  Fig.  7.),  G  liege  östlich  von  Ft  so 
sieht  man  leicht,  dass  das  Azimuth  von  K  ist : 

in  F  gleich  A9  —  ^;0,  in  G  gleich  Ax— 

da  der  Werth  von  i//0  nach  (87)  hier  negativ,  i//a  positiv  ist,  also 
die  Linie  K  eigentlich  unter  N  liegt. 

Liegt  G  westlich  von  F,  so  sieht  man  eben  so  (da  jetzt  tyo 
negativ,  ^  positiv),  dass  das  Azimuth  von  K  ist: 

■    ;       in  F  gleich  An  +  ty0  >    in  G  gleich  Al  +  yl. 

Daraus  fol^t,  dass,  wie  auch  F  und  G  gegen  einander  liegen, 
und  GF-=.Ah  ist,  man  als  Azimuth  der  Linie  A,  d.h.  der  geodäti- 
schen Linie  L  auf  dem  Ellipsoid,  findet: 

in  F' : 

,».,  -.]/((-'X„.sin,I..-./|8in,J1), 

:,  :  i .  ■  .*''.•"  1  i.  V  \t   .!  i 

:,  ....r-         .    .  .-w'    .-.••i.   Mit*»  *  ,j't 

1         i  '  ir   ■  '  ••  .  *   ^  '•  ;'•!•  ■  "<  1 

Ax —  ^A(2X-,  s'wAl  -  Aos'inA,,). 


in  C: 


Setzt  man  also 


ya  —  —  ?  /,(2*((  sin  i<0  —  sin  ^) 
1^  — —  ^A^^sin^t — k  9\nAQ) 


(870 
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in  Sekunden,  so  eiod  A.l  H\>,  A.  \  die  Aaimutbe  .Irr 
neben  Linien  t  U    und  in  d«n  Punkten  /  ,  rV.  i 

J.  die  Aiimutbe  dm  Kröten  kreiabogena  /Y.  auf  der 
f  nnd  U  eiud. 

fiel  der  Berechnung  nach  {N?*}  braurbt  man  al  K  r  dinge  h  ww*i 
^| ;  «Hein,  da  f|  immer  eekr  klein  ausfallen,  bans  m-ts 
rar  JA  geradem  die  Lange  /V.  nehmen  (W>).  die  man  nabere*«* 
weise  kennt .  indem  mit  der  geod.itisrhen  Vermessung  «ha*eaw* 
eine  vorlaubtte  Berechnung  der  Seilen  Hand  in  Hand  gebt.  }  Ar 
A9»  A^  nimmt  man  geradem  die  A&itiiutbe  auf  dem  fÜM|'**»»d 

Kennt  man  die  Atimothe  auf  dem  Ultpeold.  ae  rr  -i-Ken 
die  de»  grunaten  Kreisbogens  auf  der  Kugel,  der  durch  die  earf 
Lodounkte  gebt,  wenn  man  betOglkh  —  %>>.  —  «/i 


IVbemiebt  man  nun  die  Resultate  der  letalen  l'arajfr  *j  h»nr  neeegi«-  tu 
mich  daraue  für  die  geodätische  Berechnung  einen  l>r*ie<Uv 
innerhalb  einer  Zone,  in  der  M  ton  I  akbl 
Vumebrin : 


Man  berechne  narh  den  Formeln  (HJ)  den  HJImi*»»er  A  der 
Kugel  ((tau»»  fandet  log  A^- G  ."»I.VJliT.»  in  T'<iseu>  und  denke  ssch 
die  in  $  'IL  ermahnt«  Tafel  omslruirt.  Man  befrachte  nun  da* 
WreierksneU  mit  den»e|l>r«  Seiten  Irrsten  kreuze)  «ad  W 
kein  aU  auf  jener  Kugel  liegend.  w«MlUr«h  d*»  Berechnung 


Die  Berechnung  der  Arimulhe.  Llngeii  und  flreilen  auf  d+t 
Kugel  i.t  keinerlei  Sehn ieriÄkeil  unterwarfen;  nun  geht  in«  e<s*m 
be.tMumten  l»rc  »eck  .»unkt  ati. .  den  man  nach  (>,  „|  dte  Kamel 
abertr^st',  berechnet  lun  diesem  au«  vrrmilfeUt  der  bckaewie« 
Formeln  dec  *)»h*rtsrben  Tri^«>a*tmetrte  dieae  Stücke  tiir  aJfcr 
|en  und  F«k|»uuhte  auf  der  Kugel  Will  man  dann  unlervwrbe«. 
nb  diu  im  }  *1  erwähnte  k<»rrvkti«m  der  Affimittbe  |j 
Ut.  so  kennt  man  tk,  für  A  .  A%  nimmt  man  die  a-if  der 
berechneten  Anuulbr;  die  Wrrthn  %*a  *  werden  gle«rb  *< 
Urb  berechnet.  |tie  Berechnung  det  KorrektWMi  der  \ i  tmetbe  nM 
nehnn  de«*balb  wirblig,  weil  durch  sie  die  korrekt***  der  amf 
ilrnt  |'JIiii*«m>I  gemessenen  Winkel,  bn  leberlr*!»««,  def  selbe* 
auf  die  Kugel  unaolefne    man    ntmlirh  gr.tsnle  kre«.b-ces  kern 


weg  ala  Oarstellueg    der   geodstnvrhcn  Lmien  nelrtt 
>,  wia  aua  fügendem  Beupnrie  «uu  (in«a 


Fa  war  <T»f  IV  Fig.K).  nach  f  orl&ulter 

«Mr,,r  am  a*~r  rv"hei 
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Brocken:       51«46'3*,  *=(H64; 
Hohehagen:  51"26'35",  *=0-303; 
Inselsberg:     50o49'16",  *=0-687. 

Ferner  waren  die  Logarithmen  der  Seiten  (in  Toisen): 

log  #7=  4<639386ö,   log /*J= 4-7353929,  logJ?#=4'5602669. 
Die  (berechneten)  Azinuthe  waren : 

* 

i  Inselsberg:  5042'22" 


Brocken 

f  Hohehagen:  58<>49'8" 

iBrocken:  23809'2'1, 
o  e  agen:    jInge,gberg.  wp&y, 

_     ,  t  (Hohehagen:  I44055'51* 

Oelsberg: 

Uro  z.  B.  für  BH  die  Azimuthe  zu  bestimmen,  ist 
log(^Ä)  =4-5502669,  logJ =6-5152075,  *g= 0.164,  =0.303, 

also 

^=-000196,   tf/,  =0*00238. 

Also  muss  man  in  diesen  zwei  Punkten  den  auf  dem  Ellipsoirf 
beobachteten  Aziinuthen  der  Seite  Uli  beiluden  0*%^%,— 0  '0()->38 
um  die  Azimuthe  auf  der  Kugel  zu  erhalten.    So  findet  man  nun' 
dass  beigelügt  werden  muss: 

ßJ:  000055,    //Zf:- 0-00238,  7/7:0*00428 
Ä//:0-001%,    IM:  —000332,    .77?:— 0  00083. 

Hat  man  also  den  Winkel  IlliJ  gemessen,  so  ist  diesem 
beizufügen,  um  ihn  auf  grüsstc  Kreisbügen  auf  der  Kueel  zu 
reduziren : 

0*00196 -0-OÜ055=0  00141; 

dem  Winkel  HJB: 
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—  (HXXKJ  a<M>l>H--.(HJÜCSil; 

d«a  WinkH  ^//// 

-0*00332  |  00023*  =-(MJO0<M: 

«•i*  man  aiehl,  lautrr  &u»«rr«t  klein«*  Korrektionen .  wJkre»d  4** 
S#it«o   aa.i»erj(e"Ghnlirb  gmu  aind  («brr  U  Mcim*  4« 

Hat  man  a.lmtntlich«*  llrritrn  auf  der  Kuffrl  brtcrknft »  a»  fl* 
arbirht  %rrmittrUl  drr  Tafrl  dir  eiffrnllirb*  lUr+rknan*  d*v  IW*«c» 
de«  Ureierkpunktr*  auf  dam  r\iiir*oid  durch  «inferbm  A.^aU 
gen.    dir  Un,r«   aaf  dem    Mlipaold    findet    airk  dtffrk  lh**»*m 

mit  •  (Tty 

^\  if  entkalten   una,  hier  noch  Mehren»*  Oker  dieaen  dffta 
atand  bclinf«»e^o     f>aa  Detail  der  KeehrnrnKrti .  deren  (»rwisigm 
oben  frfi-brn  «urdcn,   findrt   »ich  in    drn   li>tefM>ch  *«• 
(;*a«i.    (träte  A  bhan  d  I  n  n  g  .  (i'ittin  gm,   IM4;  Zwait« 
Akkaodiua*.  Böttingen.  1*47). 
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■ 


Heber  die  Schmiegungskugel  und  die 
sphärische  Torsion  der  Curven  dop- 
pelter Krümmung* 

Von 

,  Herrn  Dr.  W.  Schell, 

frivatdocentcn  der  Mathematik  an  der  Universität  xn  Marburg. 


1.  Je  zwei  aufeinanderfolgende  Normalebenen  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  schneiden  sich  in  einer  Graden ,  welche  im 
Krtimmungsmittelpunkte  auf  der  Srhmiegungsebene  senkrech  steht. 
Diese  Linie  ist  die  gemeinschaftliche  Axe  aller  graden  Kegel, 
welche  den  Krümmungftkreis  zur  Basis  haben  und  hei  «st  deshalb 
die  KrOmmungsaxe.  Jeder  Punkt  in  ihr  steht  von  allen  Punkten 
des  Krü'mniungskreises ,  insbesondere  also  auch  von  den  drei 
Punkten  gleichweit  ab,  welche  der  Krümmungskreis  mit  der  Curve 

Semein  hat.  Drei  aufeinanderfolgende  Nnrmalebenen  liefern  zwei 
[rümmungsaxen,  und  da  diese  beiden  in  ein  und  derselben  Ebene, 
nämlich  in  der  zweiten  >iormnlebene  liegen,  so  werden  sie  siejj 
im  Allgemeinen  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt  liegt 
von  vier  aufeinanderfolgenden  Punkten  der  Curve  gleichweit  ab. 
Weil  er  namlicb  in  der  ersten  Krümmungsaxe  liegt,  ist  er  vom 
ersten,  zweiten  und  dritten,  und  weil  er  in  der  zweiten  Krüra- 
mungsaxe  liegt,  vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Punktgleich 
weit  entfernt.  Er  ist  daher  der  Mittelpunkt  einer  Kugel ,  welche 
durch  vier  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Curve  hindurchgeht. 
Diese  Kugel  wird,  weil  sie  sich  so  innig  als  möglich  an  die  Curve 
anschmiegt,  passend  die  Schmiegungskugel  genannt. 

2.  Sind  nun  x,  y,  z  die  rcchtwinklichen  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Curve,  grösserer  Allgemeinheit  und  Sym- 
metrie wegen  als  Functionen  einer  vierten  Variabein  t  gedacht, 

Theil  XIX.  27 
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i.  fft  t  ****  Coordtnftttn  de»  Mittelpunkte*  der  Srbn»»< 
kugej ,   welrb«  an  dm  Punkt  J",  jr,  *  RrWt  *rrd«ti  k»n»  . 
iuü**+n  4 ,      t  C         ftleirbung  der  Normal**  Iwne  und  drre« 
den  rr»tro  I  afferent  i*J|(tcJc-b«ot;*n  (nnrb  0*   d.  b.  Mgcnde»  «W* 
cbnnpren  genügen: 

(»  -jr)x"  f  (n-y>y*  |  U  -:>x"=i*.  (1* 

worin  dir  (;rr.w+fi  ^.  j\  :',  1'.  $'  die  Irr 

rhirten  drr  (oordinnteu  and  dr»  Itognn»  t  bedeuten.  An»  d»***% 
<;iri<  Hungen  erb&lt  nun  für  die  Uifereatcn  J-jt.  y.  ;-i  ^ 
r'nrwrln : 


Seut 


t»  Hi,d,  nie  mi  .»ebt: 


wo  nicdrf  I.  /I'.  die  Drrnfffrn  iu«  J,  |f.  <  brdr^tr«  |tft 
dvrrb   neb  mm   rnttr«    Formdn   luJgrndr ,  et*** 
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$.(v-y)=-s'B+Zs'>ß,  (4) 

■ 

A = *mA + y"'2?+ imC\  (5) 

Bezeichnen  wir  mit  q  den  Radios  der  Schmiegungskugel ,  so  ist 
sein  Quadrat  gleich 

+  (^2+ (£_-)*, 

oder,  wenn  wir  für  |— x,  n—y,  £-2  ihre  aus  (4)  folgenden  Werthe 
setzen: 

?  =  ^ .  { (,',4'-3,"J)»  -f  (s'B'-2s"B)*  +  (✓C  -  3j"Q*  | . 

Fuhrt  man  endlich  noch  die  Bezeichnungen  ein: 

t'A'-WA^L, 

s'B'—3s"B=z!U,  (6) 

s'C'-3s"C=N; 

so  erhält  man  aus  (4)  die  Coordinaten  £,  17,  £  des  Mittelpunkts 
der  Schmiegungskugel  als: 


»}=-■: 


CD       ,  4 


•  t 


und  den  Radius  dieser  Kugel  als 

e=^VL»  +  Ä«+A».  (8) 

Bei  Anwendung  dieser  Formeln  auf  gegebene  Curren  berech- 
net man  zuerst  A,  B,  C  nach  (2),  bildet  hievon  die  Derivirten 
A',  B,  C,  und  erhält  dann  aus  (6)  L,  M,  N,  sowie  die  Grösse 
A  aos  (5). 

27* 
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3»« 

llrr  dnrrb  drn  l'nnkt  jr,  y,      c»  -brndr  Hadiu»  drr  Srfci 
guiignkusrl  tnarht  mit  «im  ('«Xifditnfriia^rn  ilrrl  \\  inkrl  i  ,  »  ,  9 
drrr«  <  otimtm  aiijr.rjtrbrn  ttrrdrn  durrb  dir  Fi 


—    ,    comp       t         ci»«r     —  : 


V  *  f 

/ 

und  w«*nii  *ir  Kirf  in  ftlr  I  —  x ,  </,  J  :,  p  dir  WrrtK* 
■nd  {*)  einffiprn,  »<>  kommt : 


y  I.M  wm  A1 

 X 

V  L*i  UM  v 

3.  für  Nor HMlrln*nrii  r inrr  I  on  r  d«*pt»rltrr  kr&nmuvtf  rra«  m 
C»-n  dttrrh  ihrr  awlrtnniid*tf««lfrnd**n  |i»«i-r u>h#*  (kf*sn>uttov» 
Atrn»  rinc  »bwii  krlt.air  Hj«  |»r  ,  dir  1. 11«  ItffJlt  wrt  r  .Lrtff  I  Ur  k* 
tat  drr  Kronirtnifh«  Ort  der  MittrljHjnktr  »Uff  N'Ukhk»- 
kitgrln.  lirt  rinrr  *t'b*ri*«  brit  (  ur»f  erbrn  «fW  V»rmjU4ri  *m 
*i  mint  lieb  durrb  dm  Sliltrltninkt  d«*r  k'if-ri  und  Mflxb  *m<h  nftr 
krui»nit*fi;:»Att*n  Dir  j*.bt»»rkrllMrr  I  la- br  d«-r  Vir  w*J«-t»r<Am  *»t 
biet  »Uu  rin#  ke«rlßirbr  und  drr  Mittrliiunkl  «I  kr«rU  f»Mt 

mit  drm  kuffrU'Urlj.iM.ktr  m«jnMNrn     1>m>  Ku«  ksnlrvrtf  rr«J« 
rirt  »irb  «uf  diorn  Punkt     In  ihn  f.lln,  di'   MiUrl-^ktr  *IW* 
Srbntirf uns«kuKrln  drr  i  uf*r     I  mr  »f»h  in»<  h**  I  urtr  bat  # ifc  — 
filr   •II»*    ibrr  Paukte    riur    g  rmrin*>t  K.iIiIh  br  StbmrjttkfkiT;*' 
|  iir  rinr  rbrnr  T«f%r  rntirnit  »»■  b  iUr  \|iMrl->»nU  Jr*  k*-s*>* 
«trlrbrr    bei  dm  nnbJm»rbra  •  unrn  .Ii.   Iii*  LttMUnr* »  Je*  *V 
*irkrll»«rrn  r  I  n  hf  drr  Normalrbrfirn  biMt-t  .  in«  l  »^ithJIh  kr. 
da  9t  drr  MiM«-J|Hj»kt  all«-r  Si  bmi«~cti*it£»kii-,rrln  »rin  m-+m    m  kt! 
rtn#>  rbnir  4  uM  r  i"1«*i*  hljlt»  r»»»»*  niif  •  b«ni*»t*»»»**ku-{r|  rV-»*--« 

Ii  »diu»  «brr   un«-itdln  b  1*1.  I«  i'ul  1  S  dir   I  Itrtr,   lu  Mfl<  krf  +.*  \<^^\ 
Ut  «brr  nur  I  um*  *ed«-*  rl*rn  i»«ub  »|»bnt»fb.  •*»  ••»»d  4«r  kfi« 
■unt-ftAit-n  »edrr  *\W  mit  rtntndrr  |>iull»l.    n«Mb  •#b»* 
•irb  all«  in  nur»  l'unktr .    MMtilrm  ilirr  •uirinandrrf«Jcr«ir«  !• 
trr«e«  bil'lrn  ru«*  it-rkhrbr  |{  1)«  kgrAt«  um  r ,   wrirkr  4rr  t^l 

drr  .MiltrlpU'  ktr  drr  .S«  b»i»r(un-»tiku-*r|Q  i»t  l^durtrb.  d»«**  mm* 
jr*irf  lidgrtidi'  funkt  drr  <  ur*r  «nJrrr  S«  birnr ;w*c»k»f*l  k** 

»U  drt  «urbrr^rbrndr.  mtfrrnt  *»<b  )rdc»  firnltr  |>«nkt  ■  <*•  4** 
kue»l.  Auf  wrlibrr  di*  «irr  ihm  «orbr<-(rbrndrn  lic;r«  I*  «*«»«r* 
I  M»4and  brcHhidrt  rtnr  rr-t-tifh  imltr Kr  Art  drr  krxi«»n*c  k^**** 
4  «rtr.    Heicbr   in  drat  Ab*«r*«brn  drr   *pbirti«ckm  4tc***t: 

brrubt  Ihm««  M^rnbrn  %  »•  drr  »pb^rM<br«  l*r«Ur|  «WW^ 
wir  drr  •|>b*M»<br  Ttruoh  drr  I  nn»  nrnnm     l^ft  m  m 
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zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  einer  Curve  die  Schmiegungs- 
kugeln  und  verbindet  ihre  Centra  mit  diesen  Punkten,  so  Vilden 
die  Verbindungslinien  einen  unendlich  kleinen  Winke!  mit  einan- 
der, welchen  «vir  den  Winkel  der  sphärischen  Torsion 
nennen  »vollen.  Das  Verhältnis  dieses  unendlich  kleinen  Win- 
kels zum  Bogencleniente  der  Curve  soll  das  Mass  der  sphäri- 
schen Torsion  und  der  recipro  ke  Werth  dieses  Verhältnisses 
der  Radius  der  sphärischen  Torsion  hetssen. 

4.  Die  Verbindungslinie  des  ersten  Punktes  aryz  der  Curve 
mit  dem  Centrum  der  ihm  zugehorenden  Schmiegungskngel  bildet 
mit  den  Axen  die  Winkel  A,  ft,  v,  welche  durch  die  Gleichungen: 

 L 

_    M  

000,1 ~ ~  <fLi+W+N'* ' 

JS 


bestimmt  werden.  Die  Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  des 
nächstfolgenden  Punktes  und  des  Centrums  der  ihm  entsprechen- 
den Schmicgungskugel  mit  den  Axen  bildet,  sind  A -f  dXt  n  +  dp, 
v-f-f/v.    Ziehen  wir  nun  vom  Coordinatenursprung  zwei  Linien 

riarallel  und  von  gleicher  Richtung  mit  jenen  beiden  Verbindungs- 
inien  und  legen  auf  jeder  von  ihnen  von  demselben  Punkte  aus 
die  Linieneinheit  auf,  so  babeu  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
die  Coordinaten 

cosA ,    cosfi ,   cosv ; 
cosX  -f  dcosX ,   cosfA  +  </co&fA ,    cosv  -f  f/cosv ; 

und  das  Quadrat  der  unendlich  kleinen  Entfernung  beider  End- 
punkte ist 

(rfcosX)a + (tJcosfO2  +  (</cOSV)* . 

Diese  kleine  Linie  kann  als  Element  eines  Kreisbogens  vom  Ra- 
dius =  1  betrachtet  werden  und  misst  also  den  Winkel  der  beiden 
durch  den  Ursprung  mit  jenen  Verbindungslinien  parallel  gezoge- 
nen Graden  oder  also  auch  die  Neigung  der  Verbindungslinien 
selbst  und  demzufolge  den  Winkel  der  sphärischen  Torsion.  Be-. 
zeichnen  wir  diesen  Winkel  mit  dSl,  so  wird 

dSl*z=(dcosk)*  +  (dcosfi)3  +  (rfcosv)*. 
Nun  ist  aber:  -  . 
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/.*4Jf«!A'  (Mi) 


I.//4  JTJT  »  A.Y     />P  (II) 


«i.r<»*p  .«f. 

-  A  /M  V/* 
Qtndriren  wir  die*«  <.rö»»«i,  Hod  tddire«,  •< 


oder  tufidge  drf  •itiKrtuhr(rn  Ablur  jurt^rn : 
D*ft»cr  i#t  «Im  der  Wml.J  der  vb;MiM  l.e*  i*f.««i  . 


»fi«*  ir  d»*f  Hidiut  def  *j»b j i »»«  L* ii  T*»'*it»f«  d^*  *»  it 
ft*k*f  W'din» : 
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fr     ,  <P  .  (14) 

Noch  möge  bemerkt  werden,  dass  zufolge  (8) 


ist;  daher  ist  also  auch 

A 

p=f. 

» 

5.  Will  man  nicht  die  Grösse  t,  sondern  den  Bogen  t  als 
Independente  annehmen,  so  wird 

'-dt-ds-1' 

*"=0,  L=A',  M=B\  iV=C,  L'=,4",  M'=;B",  N'=C",  und 
man  erhält  für  die  Coordinateu  des  Mittelpunktes  der  Schmiegungs- 
kugel  die  Formeln: 

B' 

c 

sowie  für  den  Radius  der  Schmiegungskugel : 

Die  Winkel  A,  <*,  v  werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

A* 


cosA,  =  — 


c 

cosv  =  — 
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Writtr  uml  der  Winkel  der  »ph*rt«rHefi  Tor»ion. «r?ra  /»  A 

an  /*'  \  ()r'|/r'ir'';.i''|/p»ri,j  »rr  * 


■ 

und  MK!i<h  die  r.|,h&ri»rhe  Tor.it.ti: 


»/j  -  .1  -» i  in  \  r* 

ir  der  lUdiu»  der  »|»h  .ri.<  bei.  Ti>r»*t>n  : 

\  (//  r    r/i  •/*  *  f\l      MjMH//  -V/  l  1 

Ii.    Hl«*    atirrinjntlfrf'ifsfti.len   Vrrliindun«**linirn    de*  V»ff*< 
punkte    der   N«  hm »rUMin el»  mit  drn    ihnen    enNevr«  h#*-  * 
l'unktrn  der  I  «M  e    uetdeii  *uh   im    Ml.'ernritien   ni<  ht  •«  Jr» 
er»nd<*rn  ffi**tii***i    *"io**  u  ifidm  hi«  fe  ll.Mbe,    «Irren  (J«*!  k«*  j  a- 
folgende  Art  erhallen  werd*n  kann      l>4  i,   » .   *  die  \N  ini**!  J 
«irlrhe  die  l,«je   einer  »oli  hen  \  rr  hin  dun  2«l  irne  gefe«  d*e  Ale* 
be.liu.mt.       «md  dir  (ilr..  hunger»  d.  r .Hbrn  : 


(«  -  ,iro.r-  ;    :  =r0. 


I 'iminirt  r*«n  »a«  thtien  die  <.r.".*<.»  /.  »n  rrh.lt  mm  etee  I.W. 
fh'M'f    j«»»«hrr»  f       J,      Mrl«  Kr    Jir    I .  i>   <  hu  » £  ff*-»-  %*'«t 

|li«hr   l«l        Nur     ifl    «■   «'rri    l>c •ln$u>ilrn    I  jU   k*«  r>    il  r.f  > 
in    r»i»r    .»!>•»  it  k t-lti 4fr    uh^ffrUen      K»  hddeft  G*mJi«h  «1.«  K**{«-% 
e'ruirr  l   der   «r^eht  nett   (  itf^f  ,    d*«i   l  lerne«!  de#    |{ k  i9  i!«    **» ♦ 
de«  tb~»<le|lMfr.  Iii«  Im  de«   Nur.eleWr.eH  i~i  .W  twrU~  \  ee 
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bindungslinien,  welche  nach  den  Endpunkten  dieser  demente  ge- 
hen, ein  Viereck,  welches  im  Allgemeinen  windschief  ist  Liegen 
nun  zufällig  die  beiden  Bogenelemente  in  einer  Ebene,  so  fallen 
die  zwei  Verbindungslinien  \n  dieselbe  Ebene,  und  die  Fläche 
wird  abwickelbar.  Die  Endpunkte  des  Bogenelements  der  Rück- 
gratcurve  sind  nun  die  Durchschnittspunkte  der  dem  zweiten  Punkt 
der  Curve  entsprechenden  Krümmungsaxe  mit  den  Krümmungs- 
axeu  des  ersten  und  dritten  Punktes  der  Curve;  dies  Element 
liegt  also  in  der  zweiten  Krümmungsaxe  und  seine  Richtung  steht 
senkrecht  auf  der  Schmiegungsebene  des  zweiten  Punkts.  Soll 
es  nun  mit  dem  Bogenelemente  der  Curve  in  einer  Ebene  liefen, 
so  muss  letzteres  also  mit  der  Krümmungsaxe  seines  Endpunktes 
in  dieselbe  Ebene  fallen.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird 
unsere  Fläche  abivickelbar.  Diese  Bedingung  ist  immer  erfüllt  bei 
den  sphärischen  Curven;  die  fragliche  Fläche  ist  der  Centralkegel 
der  sphärischen  Curve. 

7.  Besondere  Punkte  der  Curven  doppelter  Krümmung  sind 
solche,  für  welche  die  Tangente,  die  Hauptnnrmale,  Krümmungs- 
axe u.  s.  w.  besonders  ausgezeichnete  Lagen  haben,  oder  auch  für 
welche  die  Krümmung  und  Torsion  Merkwürdigkeiten  darbietet. 
Durch  die  Einführung  der  sphärischen  Torsion  können  gleichfalls 
sich  hier  neue  Eigentümlichkeiten  darbieten,  die  wir  ein  ander- 
mal näher  untersuchen  wollen. 

8.  Als  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Anwendung  der  im  Obi- 
gen entwickelten  Formeln  wollen  wir  die  gemeine  Cylinderschraube 
behandeln.    Ihre  Gleichungen  sind : 

x=rcost,   y=r8inl,   z  =  urt; 

wenn  die  Axe  des  Cylinders  zur  z  •  Axc  genommen  wird ,  r  den 
Radius  des  kreisförmigen  Querschnittes,  a  eine  absolute  Zahl  und 
t  der  variable  Winkel  ist,  den  ein  von  dem  Punkt  der  Curve  auf 
die  Cylinderaxe  gefälltes  Perpendikel  mit  der  x-Axe  bildet.  Man 
hat  durch  Differentiation: 

» 

rsinf,      y'  =    rcost,  z' ~ar,     s'  =  rVl+aa; 

x"=  —  rcosf,     y=-rsinr,  s"=0,      i"  =  0; 

xm  =■    rsin/,     y#w  =  —  rcosf,  zw=0,      A  =  or3; 

A  =ar*sin<,     B  =  —  ar3cos*,  C=r*; 

J'  =  ar*cos<,     B'  =    arVini,  C  =  Ü; 

L=   ar'VT+^cos*,      M  =  ar3  VT+tf.s\nt,  iV=0, 


I/=— ar8  VT+ä*.  sin«,     M' =zar3V  l+a*.cos<,  iV'=0,  /*=0. 
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l>»t»rr  werdet»  dir  <  oonfloatrti  des  Mittrlpoflkte«  4rr  ScWe» 
pin,»»kiitfrt: 

H.rnuw  ergibt  Mtb.  da»»  dir  (unr  drr  Mittrl»ookt«  drr  Srks.*» 
miii|(»ku Kein  »e|b*l  wirdrr  ritte  yrmrinr  (  \  liiidernebraubr  Cm* 
wrbbe  dir  nr^stiiru  Airu  drr  j  ,  y  dir  |M»»itit<*n  Aara  drr  ^.  i 
»iiid.  Ilrr  l(.i.tiu*  drr  Kam«  dr»  I  s  lihdrr«.  auf  «irlcKria  »ie  |M-gt. 
tut  «*r.  dir  HmIii*  dr«  Srliruubrn  gange»  i»t  aber  dicaciW.  Der 
lUdio»  drr  .Schmu- -uf^  p»Luj:ri  i»t 

£     rS  1  * 

also  o»tt«tant  und  •»!•••*  1«  dem  kriiiiiintin3»haJbmr»»*r  drr  (  wt. 
|)ir  (  <»*tj>u%»c  der  Wntkrl,  «cl«  b»  <)u  »e  («rad«  mit  dr«  A &*• 
bildet,  »iid 

co»l     —  cok/,    ro»fi :  -  —  »in/,    r»»v  0. 

Drr  Hadina  drr  Schijlir^un|C»luKrl  »ich!  alao  aeakreckf  aaf  tWf 

Ale  dr»  <  \  linder». 

Dir  »|d*afi»che  Tor»i»»o  i»( 

I 

Bod  drr  Itadiu»  drr»rlbe» 

rt  .  ■  r  %  1  |  »i*  . 
aUo  rbenUll»  i*lei<  b  dt-m  krä»taurt;;*h*JbrDe.»er 


* 
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XXVII. 

lieber  den  Einfluss,  welchen  die  Ord- 
nung1 in  der  Ausführung:  der  Integra- 
tionen auf  den  Werth  eines  doppelten 

Integrals  hat. 

Von 

Herrn  Professor  G.  De  eher 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Augsburg. 


Unter  dem  obigen  Titel  befindet  sich  in  dem  ersten  Bande 
der  „Exercices  de  Mathematiques,"  annee  1826, ein  Aufsatz, 
worin  Herr  Ca  uchy  zu  beweisen  sucht,  dass  ein  doppeltes  Inte- 
gral in  dem  Falle,  wo  das  gegebene Aenderungsgesetz 
zweiter  Ordnung  zwischen  den  Grenzen  der  Veränder- 
lichen unendlich  werde,  ei  nen  verschieden  en  Werther- 
balten könne,  je  nachdem  man  zuerst  in  Bezug  auf  die 
eine,  oder  in  Bezug  auf  die  andere  dieser  Veränderlichen 
integrire.  Dieser  Satz  schliesst  sich  an  den  in  der  Einleitung  zu 
meinem  Handbuch  der  rationellen  Mechanik  besprochenen 
über  die  einfachen  Integrale  an  und  ist  eben  so  unhaltbar,  wie 
jener.  Ohne  mich  indessen  in  eine  allgemeine  Besprechung 
desselben  einzulassen,  da  uns  diese  in  den  Streit  über  die  Theorie 
der  Integrale  fuhren  würde,  beschränke  ich  mich  einfach  darauf, 
das  erste  von  Cauchy  in  dem  genannten  Werke,  Seite  87.,  an- 
gelührte  Beispiel  zu  beleuchten,  weil  der  unrichtige  Satz,  mittelst 
dessen  derselbe  lür  dieses  Beispiel  die  Wahrheit  seiner  obigen 
Behauptung  darthut,  auch  anderweits  zu  Irrthümern  Veranlassung 
geben  konnte. 

Herr  Cauchy  wählt  nämlich  die  imaginäre  Function  (eine 
reelle  scheint  derselbe  zur  Begründung  seines  Satzes  nicht  ge- 
funden zu  haben): 
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«/':  _  -\  I 

iU<iy~  {x  —  Q  \  ($-b)%  —  Ii*' 

und   lirbt   daran«  für  drn  rnt^r*cbird  ^  in  drn  Wrttbm 
Intrgrala  dirtrr  Function,  jr  n  »chdrru  man  iurr«t  in  Bring  aW 
^  odrr  iurn»t  in  »cjug  auf  5  iulrUrirf,  4ic  (.lenk«**: 

-/'W     l  1  ) 

J  \jt    n|<>    6j\      I     .r— n  t(jv-4j\  —  1/ 

*• 

worin  .T  and  /„  dir  (»rrnirn  für  s,    Y  and  %;„  diej^mr*«  Ai 
9  krj rirbnm.    rübrt  »an  «brr  dir  Integration  dir*«»«  AuMirwAw*. 
»o  wir  rr  ilj«»lrbl,  ■«■.   und  vm  ut  für  mith  Lein  (trtind  dmkk«# 
«rfcbrr  grgrn   dm  Zuln»»i^kfil  dir*«r  Au.hi  kräng  rrlwvfcr«  «■•*- 
dm  Lernte .   da  dir  riuxrltirn  Fun«  (»«»urn  #Mi»rk«n  «irn 
drr   \  rraiidrrlicben  ninujU  ttncmllK  b   wer  drn  Lünne«, 
det  Min 

|o  J  V   •!  (F-*)V  '--l||jv-«t<*,  l»S  H 


»U«  ^  =  0,  «rlcbr.  anrb  dt»  Wertbr  drr  4ir....rn  A  .  «nd  «. 
1 .       .nd  6  «rin  fÄtfrn 


Statt  dirsrf  rinticbru  und  natmli«  krn  Hrkjndluar,  de«  »l>*cn 
Au»<JfU<kr«.    Heran  Frj»ekniaa  (rt-Jnb  in«  kt  mit  drni  aufftlrtit*« 
Natfe  ukrrrihatiintnt ,    britigt  ibn  i  aucb\    dun  b    Ja«  bri 
Miltrl,  drn  .Neuner  ratio»«!  iu  »n  l»rn .  untrr  dir  Vmm 

i) 

jw«  j  * 

"/  <j    u,'|«>  V  u 

\ ,/  yr\-4i»M  r  '*:**,/  f j,  *  ♦  tj-^»  •  / 
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leitet  daraus  durch  Integration  den  Ausdruck  ab: 

A  — 

/  Y—b  b—y0  Y—b  4       .  b—, Vo 

j    arctans^+arctang^farctang—  +arcto»g  — 

(  +arc  tang  ~ + arc  tang  ^ ;+ arc  tang  y-^-f  arc  tang^ 

and  lahrt  dann  weiter  fort:  „Wenn  man  nun  zulässt,  das« 
nrctango-  denjenigen  Bogen  zwischen  und  —  kj «  bezeichnet, 
dessen  Tangente  x  ist,  so  hat  man  fiir  positive  Werthe  von  x: 

1  1 

arc  tango:  +  arc  tang  -  =  ^  n  * 
und  für  negative  Werthe  von  x: 

\  1 

arc  tang x  +  arc  tang  -  =  ■—  %j  ; 

man  schliesst  also  ans*  den  vorhergehenden  Gleichungen,  indem 
man  «  zwischen  den  Grenzen  X  und  x0,  b  zwischen  den  Grenzen 
Y  und  y0  liegend  voraussetzt: 

man  findet  dagegen,  wie  man  es  erwarten  musste, 

wenn  die  Grosse  a  ausserhalb  der  Grenzen  X  und  x0,  oder  b 
ausserhalb  der  Grenzen  Y  und  y0  liegt. 

Dieser  Schluss  ist  aber  gänzlich  unrichtig,  weil  er  auf  der 
irrigen  Voraussetzung  beruht,  dass  man  unbedingt 

arc  tang(— x)  —  —  arc  tangar 

und  zugleich 

<       /     l^  „  1 

arctang(—  -)—  —  aretang  - 
X  x 

setzen  könne.    Untersucht  man  aber  den  Gang  der  Function  y 

=  arctant:-,  so  findet- man  als  Aenderungsgesetz  derselben  den 

-  x 

Ausdruck : 

tly  _  1 
tü——l-fx*9 
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welcher  filr  all*  Werth*  von  jr  negativ  bleibt«  und  niontt 
Ii«  b  Mini;  dt*  y  m(U«en  4U0  lur  abnehmende,  x  fortwährend 
w  «ebnen  und'  k»nneu   nie  mala   negativ  werden;  für  j —Q 

I  #/« 

bat  man  in  »besondere  */  - --  ,t  sr,    ^  ■ — 1 ;  ee  nebneidet  ***** 

enU|.re«hendc  Linie  f  DLTJ.X.  I*i^6.)  dir  Ar.«*  der  *  in  e;ne- 

AlmUndc     *  vom  Anr.»nii.iionkie  und  unter  einem  Win  Irl  ^ 

pegen  die  .Seite  der  negatitrn  j  ,  und  die  y  tru  Ken  fdr  ney.it"« 
a  m  den  «weiten  Qundranten;  man  bat  daher  nicht 

I  I 


aondern  vielmehr 


«rc  Unj:       —  -  -  arc  Um:  y 


I  I 

nrc  Ung     ^  =r  ,  «4  arc  U»({j  . 


ai»o  filr  jeden  Wcrtb  von  j-,  ob  |>i>»itit  oder  ne^ati«  .*) 

1       .  1 

errUng-r  f  au- Unit    =  |  s, 


u*tt1rl»ch  immer  unter  der von  Cauihy  iceiu»«hten  V< 

1 


da»«  unter  nrr  Un«x  bl»»*   ein  llogen  i«i»«bra  l\m  und  -  \ 


verstanden  wird. 
I>ie  Function 


I  I 

y     arrlangr  f  orrfan-  ^       #  «1 


-  Ul  f.r  allr  Wer  Ib.  «-  .r 


f.l*lKb 


I  I 

tarn:  #  t-i). 


:     an  tui.^'j 
I  l 


I  I 

,1     -»»i  Ut  .  J  t  air  tafi^'  ^ 
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stellt  demnach  die  zur  Achse  der  x  parallele  Gerade  Ali,  und 
nicht  die  beiden  getrennten  Stücke  AD  und  67/  vor,  und  die 
Gerade  FI£,  deren  gewöhnliche  Gleichung 

1 

ist,  musste  durch  die  Function 

y=arctangx-arctanBr^ 

ausgedrückt  werden.  In  dieser  Beziehung  dürfte  es  indessen  ele- 
ganter sein,  eine  zur  Achse  der  x  parallele  Gerade  durch  die 
homogene  Function. 

V  -  \ß  (arc  tang  ^  -f  arc  tang  ^)  =  |  ßic 

vorzustellen;  in  diesem  Falle  geht  die  Gerade  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Curven: 

x  a 

y=ßarctang—  und  y--ß  arc  tang  — 

und  halbirt  immer  den  Abstand  zweier  entsprechenden  Punkte 
derselben,  so  wie  es  bei  der  einfachen  Kettenlinie  in  Bezug 
auf  die  logarithmischen  Curven 

X  _  X 

y=zpeP         y=pe  p 

der  Fall  und  in  Taf..^.  Fig.  G.clurch  die  Grade  Litt  dargestellt  ist. 

Kehren  wir  nun  nach  dieser  Erörterung  wieder  zu  unserm 
doppelten  Integral  zurück,  so  werden  wir  den.  imaginären  Theil 
der  Gleichung  (l)  die  Form  geben  müssen: 

f  Y—h  7/tl— b  Y—h  Vo—b\ 
\    arctangv     —  arctang*  —  —  arctang  -  --farc  tang*'  J 

)  X—a  A*— «  x0-—a  *o~«\  * 

(+  arc  tang  p— arctan--— ^--arc  tang  y^  +arc  tang-^-  ] 

Ob  dann  a  und  h  zwischen  den  entsprechenden  Grenzen  X 
und  .r0,  )'  und  y0  liegt  oder  ausserhalb  derselben,  man  erhält 
immer  für  jedes  Paar  über  einandcrsteheiider  Glieder  ohne  Rück- 

1 

sieht  auf  ihr  Zeichen  den  Werth  4y  rc  und  daher  auch  immer 

* 

A  =  0. 

Mit  diesem  Beispiel  fallt  aber  der  ganze  obige  Satz  von  Cauchy 
zusammen,  da  sich  alles  Folgende  auf  dieses  erste  Beispiel  stützi, 
und  der  Satz  seihst  von  der  Art  ist,  dass  er  zuvor  für  irgend  eine 
besondere  Function  nachgewiesen  werden  muss,  bevor  man  sich 
in  eine  allgemeine  Untersuchung  desselben  einzulassen  für  uoth- 
wendig  finden  durfte.  *» 
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rnter»uehiiniren  Ulier  die  Anzahl 
kubi»ehen  Hlii»»en,  welche  tu  einer 


ffehttren. 

Ilrrrn  I>r.  F.  Arndt, 

m  4tt  llr«l»tb»lr  ii  Mr 


Im  I?»  Tbril  de«  Ar«h,»n  S.  IM  f.  bahr  ich  ffririfft.  daaa  aA* 
kubi*<brn  formen.  wrl«br  tu  ritirr  ff rgrb-  ura  l'b*/ablrfi«!i* 
(.1.  //.  O  drr  iMmuinanlr  /i  e»*h"f™.  »»  Aliffr*»n«*ra  «•> 

mrhrrrr  S>«teror  irrfaiirn.   »'i   <!.••«  allr  lorrart»  dra  »«•»(■■  W« 
.N\«triu«    au«   f  mrr    brliriii^rn   lorin  <lr«*r|br«t  «rrt»»ttrUt 
Wrrfhf     V    I*.    «rl.hr   dir  (.1.  i«  buriff    \\      tß))=Zmm  prM 
>ii  h  hrflntrii  Iamci»,  mo  im  d«*  ur.  g.   NJ.ua«  iuu  .f.  ilf.  #  fc»* 
druffl.    I«b  habr  frrorr  n  ie b^r«  ir»nt  (J  .11  ),  «!*••  ivbi«*  br  I  -r- 
mm    «Uli   »rfM  hndc-nr«    >\  •Irnich    «u«  b    »rr.<  l»f<Wi    bj  < 
•tiffrb«frD.  uad  d«»a  allr  |  unarn  de»«rlbrn  S>  «Irtu«  »n  dr«  | , 

/J  — — ^  m*,  /iNO  dfri  trf»«birdrar  fcLt*«rii.   in  dra.  •t»"T'r 

t  *lirn  abrr  rinr  Kl«»*«*  rrirg^rn     l  ta  «Ivi  dir  Mrtigr  dr*  irr 
•fbi^drnrti  kubi»«hrn  kl>**«t-ii.    Hrbbr  in  rin«r  d«-trf  m<r  irr»-*W« 
(U«dral**tbra   kU-«c  grbwrru.    lu   tx»4»u»»ri».  bat  Mut»  •*» 

drr  »••'»»  binlrttm  >Mlfmr,  »ob  drara  wir  •<*  rbea  c*" 
«*  rfwUtrln 


In  5  *i    i«t  dri   Siti  ^Mir«ru.  d**  allr  LuKi ««>>•<•  I'  fea 
f«.  6.  r.  .1%  i«r  C  b*r*Ltr»i.liL  *  -  f  .1.  i/.  r  ,         tfN  0  % «« 
wird.   Bfltitid'fi   Mrr-Irn,    neun    mitt   allr  r*c*«»'* 
p.rf.  a.rdrr  U,«.  V-   I  1*1  «  d*  t 
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bestimmt.  Dies  Problem  der  Ei  nschliessu ne  ist  in  Tb.  XIII. 
p.  105  ff.  gelost;  die  Auflösung  beruht  auf  der  Bestimmung  einer 
endlichen  Menge  quadratischer  Formen ,  welche  mit  tj>  eigentlich 
äquivalent  sein  müssen.  Die  Anzahl  dieser  Formen  ergiebt  sich 
nun  um  so  grösser,  je  mehr  Theilcr  von  B  es  giebt,  deren  Qua- 
drate in  zjAA  aufgehen  ;  durch  eine  geschickte  Transformation  der 

Form  tp  kann  diese  Anzahl  aber,  wie  wir  nun  zeigen  wollen,  auf 
ihr  Minimum  beschränkt  werden. 

Es  sind  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  zu  betrachten. 

Erster  Fall.  Die  gegebene  Charakteristik  <p  =  (2il,  Bt  2tf) 
sei  so  beschaffen,  dass  B  ungerade  ist;  ferner  sei  Bt  das  gr.  g. 
Maass  von  Ü,  B,  €;  4  =  HUI',  ß=VR&,  <£  =  mt'.  Nach  XIII. 
S.  105.  ff.  hat  man  nun  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
Form  t^=(2ü,  — Bt  2£)  von  der  Determinante  Ü  in  die  Form 
(242,  B*— 24£,  2£2)  von  der  Determinante  DB2,  oder,  was  auf 
Dasselbe  hinauskommt,  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
Form  z=  (-24',  —  &,  W)  von  der  Determinante*  /»tt-2  in  die  Form 

(2MI4'2,  mW-MV),  2mtf'2) 

von  der  Determinante  Dltt-2(ltt  /?')*  2I>  bestimmen.  Zu  dem 
Ende  ist  von  folgenden  Formeln  auszugehen: 


MIß' 


R= — >  v  =  m  > 


wo  die  VVerthe  ton  k  nach  dem  Mod.  &  incongruent,  P*t  Q\  R' 
ganze  Zahlen,  die  Formen  x*  X={P*t  Q',  R')  eigentlich  äquivalent 
sein  müssen. 

Durch  die  uneigentlich  primitive  Form  %  sind  unendlich  viele 
Zahlen  darstellbar,  welche  gegen  jede  gegebene  ungerade  Zahl 
priin  sind,  und  zwar  auf  eine  solche  Art,  dass  die  Unbestimmten 
relative  Primzahlen  werden;  folglich  kann  man,  wie  leicht  erhellt, 
die  Form  %  in  eine  eigentlich  äquivalente  Form  transformiren, 
deren  Anfangsglied  gegen  irgend  eine  gegebene  ungerade  Zahl 
prim  ist,  und  da  zu  eigentlich  äquivalenten  Charakteristiken  die- 
selben Klassen  kubischer  Formen  gehören,  so  kann  man  anneh- 
men, dass  4'  prim  gegen  DTR-2  und  gegen  Bt  sei  (HI  ist  als 
Theiler  von  ß  ungerade).  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  iT 
prim  gegen  B'  sein,  wegen  der  Gleichung  B'2— 4iT<£'  =  DJXi~%. 

Da  VlB'y  2Jttil'2  durch  d  theilbar  sein  sollen,  VtB'  aber  un- 
gerade ist,  so  werden  VdB\  DIU'2  ebenfalls  durch  &  theilbar 
sein;  nun  sind  B\  4'  relative  Primzahlen,  folglich  #  Theiler  von 
m.  Da  ferner  ItliJ'2  durch  d2  theilbar,  &  aber  als  Theiler  von 
Ät  prim  gegen  JT  ist,  so  folgt,  dass  #2  Theiler  von  VCl  ist,  oder 

Theil  XIX.  28 


■ 
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Hiernach  tat 

folglich  Ä  durch  0  theilbar,  oder 

e 

wo  die  Werth*  *«n  X4*  nach  ilrn  »od.  IH^Ä'  ioc»ni;rx*<?ot 
i.    Ilirraa«  folj»!,  «I. 


1  »  -  im  * 

n  w 

gaste  Zahle«  aiad.  and  1*/-      — 247,.  «Im  JM,    C(aaaa1ar>  i 
^  :  //Ol  "^mtHiV*).     liedeatet  x  drei  Inbegriff  drf  «  arecht  • 
denea  WarieJa  dar  (  ongrucei 

i«     /'Di  '(raodBP) 

aa  folgt  Q-     :  (read  DT),  aloo  '2JI7.    IT  -  i<  »od  BT). 


Werth  ioa       «el<har  dte  baaiea  i 

in.  isr  -Kmodm*) 

it  L  tf'(modJ') 

benage  IcreUI.  wahrend  «IIa  Abrigeo  Werth«  rot  /,  «%•«•«-< 
nach  dem  mod.  Bt°*V  eongf  uent  »red .  da  Jff'pri»  gtgie  V*, 
peiw  gegen  «V  Ut.    Ut  L^st^  f  eW'ff'.  f«Agt 

CoJgli'h  hat  man  aar  e Ibm  Werth  «m  uj 
Werth«  %oa  i"  aach  4c»  »od.  K«*  iaceag 


Dtaaaa  lieettremuri^rn  iaft>Ur  mnl  nun  auih 


•in*  gaaaa  Zahl  verde«  la  dar  Thal  «a  feadal  ekfc. 
«•tnichett.  aad  fOr  Ä't  -  €  da«  W.rth  A'aT  «ritt: 
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(B  z)=r(modHl0), 

z>w-a = 2*  -  Djn-»= O(mod  m°) ; 

folglich  ist  Q'*-/)lft-*  durch  die  beiden  Zahlen  4it*  »1°  zu- 
gleich theilber,  folglich  durch  deren  Produkt,  da  sie  relative  Prim- 
zahlen sind,  d.  i.  Q'2-Z>Jtt-a==0(mod  2/>),  also  ist  £P  eine  ganze 
gerade  Zahl,  und  man  hat 

X=&m°ü*  B-ML,  2La~t*°) . 

Ist  jetzt  a,  ßt  y,  6  der  Inbegriff  der  sämmtlichen  eigentli- 
chen Substitutionen,  durch  welche  %  in  X  übergeht,,  so  ist  be- 
kanntlich die  Form  (dy,  &8  +  Ayt  &ß+ka)  der  Inbegriff  aller 
kubischen  Formen  zur  Charakteristik  <p;  diese  Form  wird  nun, 
wenn  man  für      k  ihre  obigen  Werthe  substituirt: 

(&y,  0c,  #(01^0  + k°y),  #W<>B'ß  +  k»t*)), 

ist  folglich  keine  primitive  Form,  wenn  &  nicht  den  Werth  I  hat. 
Wir  beschränken  unsere  Untersuchung  auf  die  primitiven  ku- 
bischen Klassen ,  da  die  Anzahl  der  nicht  primitiven  Klassen  sich 
auf  die  Mengen  der  primitiven  Klassen  von  kleinern  Determinan- 
ten reducirt;  daher  setzen  wir  0=1,  und  die  Berechnung  der 
Systeme  der  kubischen  Klassen  wird  sich  mittelst  der  folgenden 
Formeln  bewerkstelligen: 

i*=  Z)ffl-4(mod  Hl), 
2Ä'L==£/-2(mod»I)  und  &L=V  (mod  ü% 
.  B'L—V 


[1] 


x=(2*',-&,  2<T)uod  X=(211Ut'«  B-ML,  2  ^f^)> 

a,  ß,  y,  6  die  Substitutionen  aus  %  in  X, 
/=(y,  «,  mB'9  +  ky,  m&ß  +  ka). 

Die  Form  X  muss  vor  Allem  eine  uneigentlich  primitive  sein, 
ebenso  wie  %\  dieserhalb  sind  nicht  alle  verschiedenen  Wurzeln 
der  Congruenz  z*~  Z>)u*-a (modlff)  ohne  Unterschied  zulässig. 
Um  in  dieser  Hinsicht  die  uuthige  Bestimmung  zu  treffen,  ent- 
wickeln wir  folgende,  aus  dem  Obigen  sich  leicht  ergebende  Re- 
lationen : 

/>=2WÄ'*, 

Q'  =  z  +  Qm(=B' -ML) , 

4 

2A'a/*'=K  +  2<* + 

28* 
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am  denen  man  ohne  Mflhe  folgern  wird.  da»«  da*  er.  je.  m 
ton   in,  i.  m  dem  gr.  g.  Maaaa  von        f/,  #f  gl****  Ul: 
»oll  (/*.  ctM  »netgentllcb  primitiv«;  Form  aeia .  »)m 

da  Hl  ungerade,  (Hl,  2.  «)  ton  drr  iMmiiinanl*»  /Jffl  *  eine 
g  entlieh  primitive  Form,  und  umgekehrt,  weiin  die««  IU>*l»a 
gong  atatt  Imdet,  so  tat  A  eine  uneigentlich  |irimitite  Farm. 

Lachen  der  biet  entwickelten  Tbenrie  und  der  Tbeorie  4*i 
l'niu|to*ition  der  noadratiarben  Farmen  finde!  nun  ein  u»o*n - 
wardigrr  Zuaamntenhang  atatt  Wir  wollen  in  dieser  Hin**-  V« 
aaerat  die  Form  bewtiromen,  weiche  dorr  Ii  I)  uulieatian  det  Feen* 
ü  (iü,  *Y,  *nf")  enUtebf).  Dabei  bediene  ich ,  mirb  der  r 
in  der  Abhandlung  ...Memoire  tur  la  tbeorie  des  Carmen 
quadraliouea*  (Archiv  XIII.  S.  410  ff.) 


In  der  dortigen  ficiekhnung  iet  n  =  »'=^.  =  tf=JT. 

«V  -  0,   r=f         1  =  1.  9  |  4  »ei  =  rü.  alno  rjfrfr^l 
.Man  kann  ferner  p-|,  7=0,  v^l,       . Jrr  |  J\rv 
aladann  ergieht  aicb 

•Jü    (4J'\  1/f-AäL.  4<1,«-1». 

«•die  Form 

4aVU-«  4  mi*'~A*L)  X  >  |  4</,«-a)  H 
in  daa  Produkt 

*iur«  I»  die  Mubatitution 


Frfner  w  ollen  wir  die  Farmen  {'IM*.  H'  -      #..  tftl-*  —  i 
und  (»1.  x.  m )  Mm  drr.rlbeu  l>elrrniioai,te   im    •  «waaaaam 
•eisen.    .Narb  XIII  |».  4IU  ff.  iat .  ntdem  wir  rngletcb  alle  ab^tm 
lirtnrbnungen  festhalten,  n^n  -  I,  .'ff  \   V     1.   U  =z  h 

f  a«.  .\-  -eIII,    r     n.    f'r**!,«-*).    1     |.  9  =  |.  *  =  l. 
f~0.  r  — U.  '2  ff  *9  f  Ha,    I;  nimmt  mjo  nnn  dm  W  üUmarat 
e«  kommt 

Jf-iff/.,  *#,'-4n  ♦  (W,  :.  n) 


Felf*a4a*  mil  (tttn  nortJi  «a*  K*»«a*m  f  aa,  < 
^•rflraiU«,  Hj  aarvn  TrialHaüe»  toa  ti  «wuuht 
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oder* 


[2]     Stamm  (25) +(»1,  x,  «)=**); 

die  Substitution,  durch  welche  X  in  das  Produkt  der  Formen 
Stamm  (2ö),  (Hl,  i,  u)  übergeht,  ist  1,  —  o,  0,  —  R'i  0,  2JI* 
ITT,  2z -f  pBI,  nach  der  Gauss' sehen  Bezeichnung.   Hierbei  ist 
nun  zu  beachten,  dass  X  mit  der  Entgegengesetzten  von  ö  ei- 
gentlich äquivalent  sein  muss.  t 

Zweiter  Fall.    Es  sei  ?=(2il,  2»,  2€),  die  Determinante 
/)=4(Ba  —  Ü<£)  =  4A,  A=HM'V  »=»1»',  <S=Hl<T,  wo 
<£'  relative  Primzahlen  sind.    Wir  nehmen  zu  förderst  an,  dass 
(*',  W,  £')  eine  eigentlich  primitive  Form  ist. 

Um  alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  (£'»  —  B't 
<£')  von  der  Determinante  AMT-*  m  die  Form 

(HW*  Hltf»*— *'<£'),  W**) 

von  der  Determinante  AW~*(2#'Hl)a  bestimmen,  muss  man 
setzen : 

IC  —  J>  ' 

wo  die  A:  nach  dem  mod.  ^  incongruent  sein  müssen. 

Da  durch  die  eigentlich  primitive  Form  (£',  — J$\  <£')  unend- 
lich viele  Zahlen  darstellbar  sind,  welche  gegen  jede  gegebene 
Zahl  prim  sind,  so  kann  man  annehmen,  dass  JT  ungerade,  prim 
gegen  ^Bl-*  und  gegen  Hl  sei.    Alsdann  ist  JT  prim  gegen 
Auf  ahnliche  Art,  wie  oben,  beweist  man,  dass 

zu  setzen  ist,  und  findet 

tf'  4-  k°  il' 

/>=moü*,  G'=»'-Jl'L,  wo  L=~$g,— • 

Die  Zahl  X»  bestimmt  sich  hier  durch  die  beiden  Congruenzen 

SK'L =33' — z  (mod  HI0) , 
2*'L  =  tf'(modÄ'); 


*)  Durch  Versetzung  des  Wortes  Stamm  bezeichnen  wir  diejenige 
primitive  Form  oder  Klasse,  aus  welcher  die  Form  oder  Klasse  ab- 
geleitet ist. 
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wo  s  de«  Iobe*rrff  der  rer*cbi#de»ea  Wand«  der  < 
brdeotet;  ferner  ul  Aft=      ^,  Dm«  IT  eine 


wird ■  folcl 


folglich  *  =  |.  and  de»  S\et«me  (I)  ci»Upric»t  folgr^r- 


±M  •(•nodW). 
J'JL    *'-x(»odm)  and  KW,  €'(»odJ), 

f   (y,     29-M  f  X) .  WMJ  |  4«) 


IIa  dt«  Farai  A,  **mma  «W  |.  rl«« 

».  «•  dir  Fora  <U1 .  u  m)  in«  de?  l*elerwjtA**t*  -  » 

«igeotlirk  jiriiuili»  »ria. 


Durrk  Armeodur»*.  der  Theorie  d«  CoinrM>«ifi»a  ee«dffi*«£»* 
Formea  bade  irb  frrr.rr.  di«.  d»a  Form  J'.  V      J/,.  i*  i 
dürr»  di«  Sub.litulion  I ./,./,.  I ;  0,  JT .  J\         m  d~  Pf 
dabt  der  Fpraiea  u.  l>  «beruht. 

und  data  die  Form  (DI  J'*,  V      Ii  i«»      ...     )  datcb  dw>  .Nabaw 


tulw*  I.  —  #,  0.  —  IT;  0.  JM.  ir  »  »■  ia  4*«  tN.  *wU 
der   Fonarn    (Ä^.   b    -Ml..  L%-k),  (DI .  i.  «i  ö»rt;r»|  Ha- 


•  (  Dir«  rt Ii rJ Ii  mm»  4r*  Mcfcl  «a 
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her  ist 

2ö  =  (ü*  »'-Ü'L,  L*-k), 

[2'J       2ö  +  (ttl,  z,  «)  =  *; 

wo  nun  X  mit  der  Entgegengesetzten  von  ö  in  eine  Klasse  ge- 
hören wird. 

Dritter  Fair.  Die  im  zweiten  Fall  betrachtete  FÄrro  (Ä',»'f  <T) 
sei  jetzt  eine  uneigentlich  primitive,  also  iT,  (£'  gerade,  35' 
ungerade;  setzen  wir  jT=:2jH",  tt'=2<£"  Es  sind  die  eigentlichen 
Transformationen  der  Form  (2j1\  —  B',  2tf")  von  der  Determinante 
in  die  Form  (4OTÄ"2,  Vm(B* - 2*"0,  4m<r2)l  von  der 
Determinante  ABI  ^iUUI)*  zu  bestimmen,  und  man  hat  in  dieser 
Beziehnung  folgende  Formeln: 

•_  Q^— AM-1 

IC  =  -  — p,  - — - 

Durch  die  Form  Wx1 — T$'xy  +tf"y2  sind  nun  unendlich  viele  Zah- 
len darstellbar,  welche  gegen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind;  wir 
können  also  annehmen,  dass  Ü"  ungerade ,  und  prim  gegen  ABT-* 
und  gegen  TXl  sei.  Alsdann  ist  prim  gegen  B'.  Da  die  Form 
(P\  R1)  mit  (2ü\  —  2<H  eigentlich  äquivalent  sein  soll, 
so  inuss  sie,  ebenso  wie  diese,  uneigentlich  primitiv  sein ,  folglich 
/*  gerade,  oder  2tltir2  durch  fr2  tlieilbar.  Da  nun  2»!*',  2llIU"a 
durch  &  theilbar  sind,  so  ist  &  ein  Theiler  von  2111;  da  ferner  # 
prim  gegen  iT,  so  ist  #2  ein  Theiler  von  2W;  also  hat  man 

2m=*»mo  m«X'=zv,  r^wa"*. 


(K*— 2iT(Qfr--2/iVy2. 


da  aber  Q'  ungerade  sein  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  k  durch 
0  theilbar  ist,  folglich 

k=W,  =zL,  2*U,  it"L-4](^-2)(modW«), 

*U=£''(mod  iT'); 

wo  2  der  Inbegriff  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Congruenz 
r2=  AHt-a(raod21ü0).  —  Hat  man  L  durch  die  beiden  vorher 

B'jL  (£" 

gehenden  Congruenzen,  £°   nach  der  Gleichung  Ä°=  

bestimmt,  so  folgt  aus  —  \V(l  -  2 = 4Ä"2(Z,2—  *°) = 0(mod  Bt°), 
dass  Ä'  eine  ganze  Zahl  wird,  und  es  kommt: 
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/,*  -1° 

fuliilirli,  da  wir  nur  primitive  kutn»rbe  Kl**»m  bef  ror»f  rm. 
♦  --I-  Dir  Iftcrerbotint  drr  Ny»trme  l>o»erk»lelliflt  »!»•  ^ 
fojgondrn  Formeln: 

:»  *<»od  4CT), 

II 
&* L  :)(mod2»)  »od  €'f modxT). 

i=(2ü#.  -*\  ar>.  x=(4m*'».  L^1.. 
f  (y,    *m*a  i  iy.  jw»^  i  *«). 

Iii«  Form  (4M.  x.  «)  ton  .Irr  l>H»rmiimof»  *  m~~ 

bier  ein*  oneiurntlich  printititr»  mrtn,  und  «mfrkrbrt.  w«mn 
»ir  di«»*«  i.t.  »o  »trd  A  eine  .inciCr„tl,ch  primiinr  F*rm»> 

t>«reb  Duptiration  «oo  u     {ig'.  »  .  fcodot  mrb 

wo  1,        f, ,  A;  0,  4  .  J",  V'  die  |r*lfoH*  taibatitottaa  i*< 
ftniff  Dnd»t  »ick.  d**-  die  Form  („>/*.  J#f>  durrk  d«  <Wfc~ 

1  . 

■titullon  I.  -  y,  0.  — . 0,  TUT.  :  |  *.»vm  4a«  Pr<-«^ti 
der  Formen  SUoo  (ll) .  (401.  x.  o)  OWofffobt.  Mflkb  i*l 

Stamm  ;  Jü  f  i 491 .  :.  m>  X. 

wo  ODO  X  mit  dot  Ut^|«nsr«flilm  «on  u  ta  «inr  KUoo»  rr- 
burm  wird 

Hl.rd^  r£rlk»rn.t,l  »     i  i.HJ  )  Kr  ..**T»U  V.II  ill  " 

e«  nun   flcnb    Null.   •'•    k«»i»iitr   mau    ij  durrb  d»r  .Vj  | 
|  A,  0,  —  I  in  di*»  eifenll»»  b  Jupin jl'nf«  F«rm  {  i,  |  A  i.          f  I  ■ 

i  rf*nr»c|fln ,  deren  Milt^ltffn- J  tm«iti»  »ein  wird,  mni  Ow  4ot 
HdUubrl.cbro  k  da.  /,rMbr«  «fe«  /Ukl    I  (><•»(. 


J#»  Irlrfcf        *at«»«fcrl»4m  H>Uüw • 

H    AM*** . 
*~*9t     m  I  i:o|  4«r* 
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In  den  Formeln  [1],  [2],  [!'],  [2'1,  [1"],  [2"]  ist  nun  folgen- 
der allgemeiner  Lehrsatz  enthalten  (die  entgegengesetzte  Klasse 
von  ö  bezeichnen  wir  mit  —  o). 

I.  Es  sei  2)=l(mod4),  K  eine  gegebene^  quadra- 
tische Klasse  von  der  Determinante  D;  d)  die  un- 
eigentlich  primitive  Klasse  von   der  Determinante 

-^r,  auM  welcher  sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl  der 

Systeme  der  primitiven  kubischen  Klassen,  welche 
zu  der  determmirenden  quadratischen  Klasse  K  ge- 
hören, ist  ebenso  gross  als  die  Menge  der  eigentlich 
primitiven  Formen  (Wl,  z»  w)   von  der  Determinante 

jp-,  welche  der  folgenden  Bedingung  genügen: 

Stamm  (2ö)  +  (lfl,  x,  u)  =  — 5, 

indem  nur  die  nach  dem  mod.UI  incongruenten W erthe 
von  z  berücksichtigt  werden. 

II.  Es  sei  Z)=0(mod4),  K  eine  gegebene  quadra- 
tische  Klasse  von  der  Determinante  D;  Ö  die  eigent- 
lich primitive  Klasse  von  der  Determinante         ,  aus 

welcher  sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl  der  Systeme 
der  primitiven  kubischen  Klassen,  welche  zu  der  de- 
terminir  enden  quadratischen  Klasse  >Y  gehören,  ist 
ebenso  gross  als  die  Menge  der  eigentlich  primitiven 

Formen  (Ml,  x,  u)  von  der  Determinante  -jjp»  welche 
der  folgenden  Bedingung  genügen: 

2ö  -f  (Hl,  s,  ti)  =  — ö, 

Indemnur  die  nach  dem  mod.Ift  incongruenten  VVerthe 
von  2  berücksichtigt  werden. 

III.  Es  sei  Z)=0(mod4) ,  AT  eine  gegebene  qua  dratische 
Klasse  von  der  Determinante  D;  Ö  die  uncin entlich 

D 

primitive  Klasse  von  d  er  Determinante  -jjjp»  aus  wel- 
cher sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl  der  Systeme  der 
primitiven  kubischen  Klassen,  welche  zu  der  deter- 
minirenden  quadratischen  Klasse  K  gehören,  ist 
ebenso  gross  als  die  Menge  der  uneigentlich  primi- 
tiven Formen  (4211,  2,  u)  von  der  Determinante^^, 
welche  der  folgenden  Bedingung  genügen: 

*  • 

Stamm  (2ö-f  (4M,  x,  m)I=-ö, 
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indem  nur  dienarh  dem  mod  m  inronjjruenl  an  W  ertb- 
von  s  berflckelcbtigt  «erden 

Gaoaa  hat  bewiesen,  dm  durrb  Zu*amraci.»et/uog  i«*wr 
cntgegcngraeUter  eigentlich  \>r  mitiicr  Kimen  die  Haoj  fkU***r 
enUtcht ;  e«  lä»j»t  »ick  auch  jeigeti  da*a  dtir«  h  /  u»  am  ru«-nae<  <«*»>$; 
iwetcr  rnlyr-ninri»»  l/l«  r  uoeigentlirh  primitiver  kUaa *a  f  ■*»« 
Klaa*e  enUleht,  welche  au«  der  Haur>tUa»*e  in  der  or»«-»£e**t*W  * 
primitiv»»  Ordnung  abgrlevtH  Ut.  d.  b.  u-f(-u)  7/M. 
Summ  16  #(-w;!  =  //.Wt  wo  //^  die  Hanptklaaae  in  def  ei- 
gentlich |»rimitivrn ,  //,^rf .   die  IJauittll.\»«e  in  der  «aeigraliVh 

CHmilneri  Ordnung  bedeutet.  —  Hiernach  la«»t  »ich  der  <jb«jr« 
«hraaU  aueb  unter  folgender  Farm  darstellen: 

(l)SUmm  (3o)l  (*!.;.  «)-  aVmw. 

(Ii)  m  #  an.  x.n)  //„. 

(III)  Mainin  130  4(401.  l.  *)\--H^rf 

Scbluaabemcrkung     Ut   l>     0(mod4)   und  Cititix. 

eigentlich  primitiven  klaaac  von  der  Meter  min  ante  |l>  abg«*U* 

tet.  ao  bat  man  nach  (II),  da  die  Mannt  Ida***  (1,  0.     \  P)  i*** 

der  Zu«ninmen*rtmng  übergangen  werden  kann.  ius/L,  d  W 
tur  Klaas«  A  gehört  in  dieaeiu  Falle  ein  .S\*te«  pr.aait  k«W- 
acber  klaaaevt,  wen«  durch  Triplieafion  von  ü  die  hanpril**«»* 
entsteht,  wahrend  ru  jeder  kla**e  ö,  dt*  «Irr  H*d«*g«Bs  <*%* 
r= //f f  niebt  gentigt,  kein«  b«bi*cb*n  kla«*en  ge4»*r*«v  Oase 
eine)  Sv%le«  markt  eine  klaa.e .  wenn  iß  warbt  N>0,  «afveea 
drei  kfaaaen.  wenn  //SO 

Herr  Dt.  Fiaenateln  bat  diesen  Sata  fflr  de«  be^a^rm 
Fall  /i  Jae  be*ie*rn,  wo  p  eine  pc»*ihvr  PrimtabJ  »*•  «Aer 
Form  4«  |  I  i«t  (f'relle'a  Journal  Hand  i?.  S.  101):  •  *» 
ihm  »ftgrw  amltc  \|rthmie  erfordert  jednch  dir  br *«m<lr f r  \iiAjk»«>> 
daaa  — /*  iu  den  regelmässigen  Ortetininanteo  gc»We  .  «iefxfc 
telfben  busala  die  Allgemeinheit  dea  *vatf*a  beeinträchtigt  wwgs 
—  AufSriteTli  de.  tiamlirben  Ilandr.  er*  eitert  Her r  F  i  •  e  a  •  t  e  «• 
den  betreffenden  NaU  auf  jede  beliebig* ,  aber  durch  keinl/«a 
drat  theilbar*,  I Determinante,  obne  indessen  den  II*  ««es»  btaune» 
tufügen  I  ebrigena  ut  es  ni«  ht  allgemein  richtig ,  da**  nur  r«»« 
kubische  kUsae  cu  einer  gegebenen  <juadrat**< ben  kU**e  grkatt. 

vlelmebr  drei  Massen  in  den  Fallen  /)        Jm»  /)N0,  fit«  hn 

den  uhrigen  Fallen  Jedenf «IU  geb«ihr|  die*em  an«r**a^kaa> 

ten  türb-hrfra  (U*  \  erdte*>*t,  ti>(  den  /lUjmmri.hjKC  i'uwUf  ■Art 
klaaaifif  at'mn  der  kuht»«  hen  J'«t«f  n,  und  der  /us*m«etik*<tiswt|; 
def  quadratischen  Formen  «uerst  hinge.«  icsca  tu  habe* 
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Beiträge  zur  Theorie  des  Integral- 

loffarithiniig« 

Von 

Herrn  Doctor  R.  Beez, 

Lehrer  der  Mathematik  und  der  Natnrwj*iennchaften  an  der  Königliches 

Gcwerbachule  su  Planen. 


I. 

—  Sa:  und   /      •—  dx- 

«  « 

Die  numerische  Berechnung  einer  ganzen  Klasse  von  besfimm- 
ten  Integralen  kann  in  letzter  Instanz  auf  die  der  Transcendenten : 

J    —  ^=C-lg«  +  I  -.jj  2  +  3  |.s.3-4i:£ä4  +  "  J) 

C'=-0,  5772150(0) 

zurückgeführt  werden ,  welche  mit  —  \\(e~a)  oder  für  reelle  a  mit 
— EU—  ß)  (s.  SchUmilch,  Analytische  Studien.  2.  Th. 


p.  14S.)  zusammenfallt.  In  dem  angeführten  Werke  linden  sich 
fr 


z 

Th.  p.  UM).)  die  Wert  he  der  Funktion  Ei  ( — a)  für  «  bezüglich 

=3 1,  2,  3,  ....  10, 

in  einer  vom  Herrn  Prof.  ß  retschn  eider  in  Gotha  berechneten 
Tafel  zusammengestellt.  Um  aber  auch  fär  dazwischenliegende, 
hauptsächlich  aber  für  grossere  er  die  zugehörigen  Werthe  der 
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,1.  die»*  dnreb  formet  I)  »ftglicb  iat,  würben  wir  .m 


berzoetellen. 


Selten  wir  in  diesen  Zwecke  im  iweiten  IntecraJ  »tat  * 
x  |  0  ein.  •!»  werden  die  U renxen  Ghergehen  in  «  und  *  mmd  «i* 
Integral  «elbnt  wird: 


IIa  x  da*  Inier* »II  rot.  «  bt»  ot  durcbUuft.  no  kOane»  wir 
Vorauaoettitag ,  daM  int.  den  Quotienten        ,  in  «in« 

«♦I 

rergeote  Keibe  entwickeln.  Mit  rUrÖcWirbrJgwng  «In*,  4**+ 
geben  wir  der  Kleiebung  4i)  folgende  <ir»Ult: 

•  »,< 


4J 


*  •  • 


-« I 


! 
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und  vertauscht  man  hierin  m  mit  wi  —  1: 

ferner  auf  gleiche  Weise : 

/Bx   g-*  1        p  Bx  _t> 

xm~lt  X~     (m—tyx™-'1     m  —  'lj  x™-**  *l 

■ 

U.  8.  f. 

Da  nun  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  [kann  man  in 
dieser  Reduktion  bis  auf 

/Bx     t_     e~*  ^    PBx  _x 
x%e    ~~      x       J  xe 

zurückgehen.  Durch  Substitution  jeder  Gleichung  in  die  vorher- 
gehende erhält  man  ohne  Mühe : 

1^"~wC»»-I)j.»— 1  +  m(m  -l)(m-2)x« 

,      (- l)--1  l  ,        (-  D" 

•••+»*i(iii-l)...2.1.a;|  "t*m(m— \)...:L\J  ~~x  ' 

und,  wenn  man  das  Integral  zwischen  die  Grenzen  a  und  Unend* 
lieh  einschliesst: 

O 

_     (      1   1   ,  1  

e     jm««  "mCm-l)^-1  +       —  1)  (m— 2)«--  3  - 

' "  +  m(m— 1)...2.1.«  |  +  m(m— 1)....2.1  J  ar 

Setzt  man  statt  m  der  Reihe  nach: 

1.  2,  3,   « 

und  multiplicirt  bezüglich  mit: 

-0,         -0»  (-1)«/?-; 

so  kommt  mit  Wiederholung  des  ersten  Integrals: 
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m  m 

•  « 


*         ^«  -  IL-      *  o  ...»  ^  —  *     .  .- 


i 
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^  /?3    /j4  ßm  ß 

03      ß4  ß»         fl  ■        ß  ßa 

4  4...« 


ß2  ß3 

U.  8.  f. 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Summen  von  der  zweiten  ab  be- 
züglich mit 

«r0  »fli  1     »  an 

bezeichnen,  die  Relation: 

 T  j   ?J 

Bemerken  wir  ferner,  dass 

ßn 

°n  =  ~  * 

ff 

80  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  da 


Lim  o„=Liro^  =  0 
n 


71=  OD 


dagegen : 


Lim  on=Lim  ^=  00 
n 

ß>l>  n  =  oc; 

dass  wir,  um  ein  brauchbares  Resultat  zu  erlangen,  ß  nicht  grosser 
als  die  Einheit  annehmen  dürfen.   Vereinigen  wir  mit  dieser  Be- 
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dingung  die  iwtit».  d*u  «.,1.  *o  biben  wir  nicht  nr.jfeij 
<  oav«rgens  der  Hcibc: 


<t,     ttt  o, 
00     «  1  1 


noch  besonder«  tu  erweitert. 


Tm  nun  wenig»!")*  an  ci 
r  armrl  3)  tu 


k«  tarnen  welchen  im  Allgemeinen  frdgeudc  I{rLur»»  r«i»jWi< 

ft|  .  f  I  Ii  i,  .\  —  t  ■ 
n  I  4 1 1  II  min  . 

~(r  f  l)«r  -  1 

In  dirarra  Fall«  I&mI  «ich  rine  norb  .tirfcrrr  4  ou*crgewi 
Knhr  «r«ielcn(  wenn  man  tu  ihr  dir  Identität: 


drren  Kicbtigkcit  eoiVi  erkannt  «ird.  »U  man  lr  1  ♦  [ 

d.  b.  dm  nahlrlirbm  Ugaritbruu,  u,nl||.l.  f»fM<i^ 

genden  Potrnien  dea  Irtitrn  llrurb«  *  pewrdncle  Ketb*  entw«rh«K 
lli«rdurcb  gebt  5)  flbrf  in: 

/*V<*  /"V** -.,.'♦.<«• 

•  t  i  < 

wo  a«D.cftf  di«  Wertbe  drr  <«.*«r«».t>n  »md: 

n,    0,         MTI5  «MS 
a,  _  O.OUtf  rttUO  M4J0 . 
*,-(UU1G4  SJ6i5  . 
4,    0.01  lü  «IHK»  hJVl ... 
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A6= 0,00618  05849  1459.... 
A6  =0,00375  01761  5426.... 
^  =  0,00*244  17092  7034.... 
68= 0,00167  65313  0550.... 
b9  =  0,00119  98928  6151.... 

Sei  z.  B.  tt=9,  sp  ergibt  sich: 


10 


b± 

^9»      9^  ■ 


und  wenn  man  mit  gewöhnlichen  siebenstelligen  Logarithmen 

rc  c  nfici 


V/0=1,71828I8(3) 


T  10 


Lgc 


=  0,1053603.. 


6 


£=0,0313020(2) 


63  -0< 

93—  *M 


^=0,0007831(6) 
A4 


•24(3)  ^=0,0000017(1) 


gj= 0,0000001(0) 

1,7496164  ~ 
0,1061452 


0,1001452 


Lg  1,6434712  =0,2157622... 


Lg9iro  =0,7028126-6 
Vax  -/"t3"^' (Lg=0,9185748-6)=0,000008200387/ 

9  10 

v  3      •  •  «  v  .;  *  . 

Die  Bretschneidersche  Tafel  gibt: 

&r =0,0000 12447354.... 


/ 

9 

r 

10 


dx  =  0, 


II  III  J 


4156989.... 


deren  Differenz 
Theil  XIX. 


!•  I». 


0,000008290365 
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*tmt  kn  d>r  cilAee  Dezimale  to«  dem  durrh  dir  V»tm** 
rvrbu  r  Im  WVrfhe  •  bwrrichf 


reber  die  »Sammet  loa  der  Treneceadeelce  Fi(-^ 

 *?*  Är  im 


mebr  drr  >ull  n*hrrl.  »U« 


#*tn#  aKnrbmrndi'  Knill«  bilde A ,  »©  b«*t*f 
Nu m matten  der  »rllien  zu  tereuebe«. 

Naa  iat  aJIg'attln.  weea  r  eine 


w  i*»  man  »ick  leirbt  lb«*rimf m  kene,  wenn  man  »*rr*W  r/  w 
*  vertäu»«  bi  un«!  drmf  rinA**  die  (»reesee  dr«  leli'eiiU  te    ■  *  »• 
folullcft  »«na  iur  *UIC  r  »ect-rMUe 

I  e    e?  «   3    M 


•  *•  >«  ~ 


1U  merkt  m*it  »Urr,  4*mm 
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eine,  nach  steigenden  Potenzen  von  e~x  geordnete  geometrische 
Progression  darstellt,  so  ergibt  sich  deren  Summe  sofort: 

2~  n  e~"  =  e~*  -f  e~**  +  e~ 3*  + ....  +  er— 


r=l 

l—e  — 


Fahrt  man  diesen  Ausdruck  statt  der  entsprechenden  Summe  ein, 
so  erhält  man: 

'        r=\J      x  J      l—e—1  x 

ra  a 

a  i» 

Für  wachsende  9t  nfihert  sich  das  zweite  Integral  der  rechten 
Seite  ohne  Ende  der  Null.   Denn  da  a  stets  ^0  sein  muss,  in- 

y*  e~x 
dx  unendlich  ist,  so  wird  auch  der  kleinste 


Werth,  den  x(e* — J)  in  dem  Intervall  von  x=a  bis  ar=oo  an- 
nehmen kann,  eine  endliche  Grosse  >0  sein  müssen.  Bezeich- 
nen wir  diese  mit  Q,  den  ^rössten  Werth  dagegen,  den  x(e*  —  J) 
in  dem  eben  angeführten  Intervall  erlangen  kann,  mit  P,  so  ist 
offenhar 


g—nx 

folglich,  ohne  Rucksicht  auf  die  Vorzeichen: 

1  /»      g-UX  i 

J  x(V-T)  dx  >  nP 
Für  jedes  beliebige,  positive  x>0  aber  ist, 

Q>0,  P=n: 

Lim— u  e~ «s=r0  I 

^  [  («  =  •> 

Lim^Q  e—=z0 ) 

folglich  auch  das  dazwischenliegende: 


(W  =  Cc) 

2»* 


I2H 


Lim  /  *    r         ix    0.  '1} 


M»l  Rerik  ItMchliriinj  Hie**«  liren/wcrthe»  L"«nrn  Mir  j#Ot  *  • 
Uctrnunjr.  1)  rir.brbcr  «rhreib.t, : 

r  .1.7        ^  J      Jir'  -I; 

r«  ■ 

Wir» <»hl   *»  mit  Anweiuluhu  der  Koo  rief  »eben  |(r»b+»  •**fc' 
■flinrf   hiill ,  da»  » ««flirrend«*  liitr^ral  xu    Lrmtimrti»  d  .    »»♦»  iirfc*^ 
wir  e»  d'H  h  »or,  ein*  m»u  d»*r  'flir»ne  jrner  |{*-<h't»  a**l>k*»{ 
AMr»l«ftC.  dir  ffttili'h  Hwh  writUulifrf  •ti»f.*)J*f.  »« 
ben.    |)a  «Ii«  neu»  runkti«»»  %on  a,  »elrbc  gegeben  Ut 


i 

aicb  auf  Lei»*  der  bekannten  Tratttcendenten  *»rü<kldb*e»  Lfc**' 
»•  rntwickeln  wir  den  Urucb 

1 

r'  -I 

ja  eine  «neftdbVhr   Kol«*  von  Parfialbrikben.    Ihirtb  e*»e 
erhalten  Mir  ttbmJicb : 


!("" :-) 


4«  aber 


r*  |  r    1  -  fr»»«  p  \  —  I 


«  « 


a*  «nfd 

1  i 
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Kör  ein  beliebiges  u  gilt  ferner  die  Enttvickelung : 

co,„=1_oh(_Im4+  21  A_+  3,-^-4+  ...) 
(M.  s.  Cauchy  cours  d'analyse  p.  575.) 
Setzt  man  hierin  «  =  4y  \^  —  I  und  dividirt  durch  2:r,  so  erhält  man: 

^cotj  V=l  =  ^1 1-  i  -  i  (— *— ,  +  —  — k 


-   I  I  1  1 

~  *  ~l{~~x*~  2        +  x*  +  4«»* + +        + + 

also  schliesslich ,  wenn  man  noch  weisen  4)  den  Faktor  V — 1  hin- 
1 

zufügt,  und  subtrahirt: 

J   1       1     0.  J   I  i  

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Bx  und  integrirt  vorläufig 
noch  ohne  Rücksicht  auf  die  Grenzen,  so  ergibt  sich,  weil  all- 
gemein 

I  i^-i) = c-  i  -  *  ■«*  + a  fe  Larc,an2i;J 

+  i  [arC,anß  I  + +2^r  [ar£ta"5^]  j  6> 


WO 


i  p 


eine  vieldeutige  Funktion  von  x  ist,  die,  wenn  a»^**»1^^  die 
kleinste  derselben  darstellt,  auch  ausgedrückt  werden  kann  durch: 


12» 


Lira  /  .  i\r  •  a 


Mit  llerüVkMcbtiuunK  die<»e«  t^ren/wertbe»  k»nnrn  wir  }»«Jt  e"  •■• 
t;icichu»tf  I)  einfacher  nrhrrthen: 

-,.,./       ^'      J     ,,e<-l/  * 
r«  ■ 

Wiewohl   rn  mtl  An*  enduntc  der  Kontier »eben  Iteibe« 
«rhwrr  hitll,  da«  «»»flirrende*  luteum!  tu   br»l<Ät*i»n,  n»k« 
wir  e»  i|t«  h  mr,  eii>*  t»n  d«*r  Throne  jriter  H^hen  «n^bb*****' 
Ableitung.   c|,r  frnili,  h  Hw«.  w.itbuber-r  nu»UJlen  n>.~  *• 
b«-u.    Da  dt»  neu»  Funktion  «»na,  «ebbe  Rieben  Ut  dwrrfc  *» 
<.le.rhunK 

" -'=/     ^-      I,"    ,/     .«r— Ii 
«  i 

»irb  auf  leine  di*r  bekannten  T  mitte  »od»nt»n  smtu*  kfubte« 
m  entwickeln  nie  den  Mrucb 

1 

r'  -I 

in  ninn  »nendnVbr   K»l(»  »od  PirfialbrOrheti.    I>wr<h  nw 
erhallen  wir  »innlirb: 


1 


r'-r  1 


da  a  r 


•  f 
r1  |  f    *  -  'ir«>»  ,  V  —  I 
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Kur  ein  beliebiges  u  gilt  ferner  die  Entwickelung: 

cottt==l-  2M(^-2+  2a„a!r^+  3***=*»  +  '  } 
(M.  s.  Cauchy  cours  d'analyse  p.  575.) 

Setzt  man  hierin  M  =  tj     —  1  und  dividirt  durch  <2x,  so  erhält  man: 


+   )' 

also  schliesslich ,  wenn  man  noch  wegeu  4)  den  Faktor  V — 1  hin- 
zufügt, und  subtrahirt: 

ale^lT)^  *Ä""2i+^2V  +  **  +  & n*  +  x*  +  p7r»+^+")  5) 

Mtiltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  &r  und  integrirt  vorläuüc; 
noch  ohne  Rücksicht  auf  die  Grenzen,  so  ergibt  sich,  weil  all- 
gemein 

f  i;lkn)*  \  x*  =       [arctan2^]  : 


+  L  Larctan^  I +  +i  Larctan^ J }  0) 


IVO 


[arctan^] 


X 

eine  vieldeutige  Funktion  von  x  ist,  die,  wenn  arctan^^  die 
kleinste  derselben  darstellt,  auch  ausgedrückt  werden  kann  durch: 


MO 

man  *U  ahm  Cr«!»«  f.  Ua  ••<•« 
.     /V    Ar  I     1  .  I .  •   „  1  I  /"  ^    0  •  \ 


I    1  farcUn  ^    -,rrlf  '-1 


\%  welchem  A wod  fwc k •*  eile  eben  nnieseivte  ^  i 
v  er  neb  wanden  Ut    Sri  nuo  ß    2m*  und  narboe  m  mm  t  i 
Hebe,  »o  fciden  wir  aU  aa.hnto  !,ö»un*  der  an«  genteM«*  A» 

i: 


« 

i       *  ^ 

wo  din  heatftndiga   C«ffi»M<  AT  Partien  Ut  durrb  ***** 


»•>      Jf    Lh.  |  ■  J  Iff 2i*  f  l  ( ifctaui  i  J  «etan* 

Im  I 

f  ^  arrlan  j   f          |  ^  treten^ 

Zar  ß**titniti<jr>v  f  ■r+niAUftdracb**  mi   an   »**  Afc*-n 

•atbnandiK.  dna  \  erbMtitiM ,  In  nriYbrni  die  beiden  wnrfcae^iaV  i 
l,t,\m»rn  m  und  n  lu  eiunndri  «leben,  »rh«iT  loftuuura  I.«  -  •  » 
u  "  fe*eeblfetli*f .  da  beide  anahbanci}*  «**n  ernanntet  *<*d  .  e>c*^' - 
welche  Itr  firbuftg .  m  /"<  •  .  i«i»rhrA  ihnen  «t>ta»ehi»e*  Wt 
nnrilf»  »<m»i  fiW  jede  derartige  .N«ib#Miifi»n  rin  ande**»  K#  i mt! \* 
efh-illen,  »*»«  dr»rn  krmr«  den  *abren  \\  rrlb  dr •  «*>«few  !.<•»-*« 
•  tigibe  \  »rlmrbr  i*l  e»  kUr  .  d-i»«  ai  c*tf**  ■  «« 
«aacbea  Uf.  und  a«uvil  für  ein  noch  »o  ^r»«** 

Li»  7     »  lV 

Dann  koaMnt  jedenfalls.  »»bnJd  wir  ■   aU  mi«  Z*tl 
teil,  antcr  def»  W 
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arctanm+i  arctan^  +  \  arctan?  4-  +  -  arctan-  =  S...  10) 

zunächst  in  zwei  Theile  zerfällt: 


1_     .    -  .    I  m  1  w 


arctanl  +-—7-;  arctan — r-t  ^  arctan — + .... 

•m+l        m  +  1  ■  w+2  wt+2 


-f  -arctan — =  S% ..  11) 


und 


arctaam  +  ^arctan^  -f-  ijarctan'^ -f  -f    ™  ^arctan^^— ^..12) 

die  wir  beide,  abgesondert  von  einander,  betrachten  wollen. 

Die  Reihe  in  11)  ist  convergent  und  ihre  Summe  Si  nfihert 
sich  einem  bestimmten  Werthe,  der  zwischen  0  und  1  liegt,  so 
dass 

l>Si>0; 

denn  es  ist  für  positive  2: 

2>arctanz>0,, 


also: 


i> —  arctanl  >0, 

ffl  7/1 

>  — r-rarctan  ~Tt  >  0 » 


Ml+l)t    m+1  m+1 

l  1  TO  _ 

>  ITTö  arctan— -ra>0, 


m(l+^)a       +  + 


>   arctan- >0... 


m(-)* 

Summirt  man  alle  diese  Ungleichungen,  so  erhält  man: 


"=-1  I 

r  =  o»» 


*  >5t>0. 


(I  +  )* 
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ZeirbM  JS  fttht  «her.  »coii  in  «nendlick  gro«.  «ird.  m 
lat*ffrah*icfa*tt  f  Ob*r,  und  e»  ergibt  »teil    mit  KeVl^bt  •*< 

und  da 

»>       7    ,1,,,«=..- I 

fflr  m—'l 

nie  behauptet  wurde.  Kntuii-Lclt  man  non  dte  tiniHn**  l»ti*d*» 
»oo  .S|  iu  eon«ergeiit«  Keinen,  »o  kt 


\rel.nl^(l-J|  }     !f  ) 


I  I  I 


1  M  t 

ar<  lau  — 
n  n 


M-in  e'lenot  «nfort .  mit  llerü«  L-irbf  i~unr  M\  da*«  »ImI 

bebe  \  ertkrale<iliHineo  unend'n  kr«  l>»f«i»rJvribr  r»«i 

•tnd  »nd  da**  nirbt  «amder  dir  >y  ihnen  («bddHe  Ncd* 
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3l  +  3*     7*  +  9« 


sieb  einer  bestimmten  Grenze  nähert.  Es  ist  daher: 

Lim  Ä\=l— ^a  +  g\— 14) 

Um  weiter  die  Sunimation  der  Reihe  Ä4  bewerkstelligen  zu 
kOnnen,  benutzen  wir  die  Gleichung: 

arctan«  —  arctanA  =  arctan  y^j, ' 
Wird  hierin  «  =  ^,  6=         gesetzt,  so  folgt: 


oder 


m  m  m 

arctan  arctan  — j-r  =  arctan      .      — a 

r  r  + 1  r(r -fl)-fwi* 


m                m  in 
arctan — rr  =  arctan  arctan 


r  +  \—  ""-tu"  r     m^a,,r(r  +  l)  +  w4a 

Nehmen  wir  r  der  Reihe  nach 

=  1,  2,  3,    (w-2) 

und  dividiren  bezüglich  durch 

2,  3,         (m  —  1), 

so  ergibt  sich,  wenn  wir  das  erst>  Glied  der  Reihe  S2  hinzu- 
ziehen : 

arctaiim=arctanm , 

lml  1  m 

^  arctan  t>  =  £  arctanm  —  ^  arctanp>TjT7^ä » 

1         ?/t     1  1  wi 

^arctanj  =  3  arctanm  -  3  "ctan^^ 

1  Ml 

—  r»  arctan t.  .»  — 5, 


Digitized  by  Google 


434 


m  | 

4  4 


I 


I 

l 


m 


I 


I 


1 

>*-] 

s-il"eto 


1 

^1 


I 


I 


I 

.-I 


I  i  *  »* 


wobei  4«i  ForUcW*4hi»*«Ke«eti  roo  ••Ihtl  klar  Ut 

A<i<(irM  wir  di»se  «Immtltcben  Att^lrOrke  «t»4  »eti*«. 

i  .  1  i  1  .  1 


1  ,  1 


■ 


I 

I 


Mi 


\-5«l.rrU.--.V, 
U  mm*  I 


# 
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i<1 


ist: 


r(r  + 1)  +  m< 


m  m  I 

arctanL2  +     -  lXF^ "3^*" 

m     _      m  1 
arcta,l2^+^~  2.3  +     ~  3m»  f» ' 


 m  m   I 

arcta"(m— 2)(m-l)-f  m2~  (m— 2)(m  - 1)  +  m*~~  3»»Ä<— If 

also,  wenn  wir  der  Reihe  nach  mit  </a,  a3,  etc.  niultipliciren  und 
ad  d  treu : 

i...       o,     w»  ,         wi   m 

iv)  °*1.2  +  m*  +°32.3  +  m«+  •"flOT-,(m-2)(m-l)  +  m* 

1 

Ist  nnn  c  ein  Mittleres  der  Grossen  f2,  «3,  f4  c«_i,  d.  h.  liegt 

«  ebenfalls  zwischen  0  und  1,  so  kann  man  nach  einem  bekann- 
ten Satze  schreiben: 

+  «3*3  +  a4*A  *f  •••••  n*»-1  £m~l  —  (a*  +  «s  +  «4  +  fl«^i)e ; 

es  ist  aber 

12     3,  w-2 
°«  +  fl8  +  °4+  —«»-i  =  2  '  3  +  4       m  f  <w> 


folglich  nähert  sich: 

" 

1 


04*4  +  aw_iew_i) 

für  wachsende  m  ohne  Ende  der  Null. 

Entwickelt  man  weiter  die  Quotienten : 

m  y/i   wt  

L2+7ii*'    fcl3Tw*,"'(m-2)(m— l)  +  m» 

nach  steigenden  Potenzen  von: 

L?     2^3       (w -?)(»-!). 

so  ergibt  sich: 
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l 


—  Ji' 1.2*1  I  "Jrtj  *  4.4*»4  »  ....        2;f«»  —  i) 


■ 


h«  hat  Lrinr  S«hwM*ritfkril  drn  (irm»  wrrtli  d^*  fcligrm»«»»«  t«W- 

d«'»   Mi  dir»rf    I>o|ij»rlri*ihr   tu   hr »hm tuen  \  «•fiu<»i«"  *incc  »*-fcff 

rittfat  hrn  Tr.irittfortiiatiun  u  iiiiii«  Ii  i»l .  m  vijii  wir  »Ulf  a,.  »<c 
»irdenina  ihre  Wrr  th*  »rtn'ti : 

~  |wi|l[!l,2<  *  \  1*-»  f           {(1  J*           |  VJ»>  |.  I* 

in  -  i  \ 

Ofrnb.r  lirsf  d^r  Wrrlh  dr.  Irt/Icn   A.^WU   /«Muhc  «W« 


«rkt»«  für  rin  »«»rk»e*dc  r«  ff^rt.  iJ.r«ril«-  i.frt  <«»  « 
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Lim («'* -  u"k)  =  Lim { 2«*->  +  3**->  +  4*- 1  f  ....  (/«- 

..1111  1 

Man  hat  aber  nach  einem  bekannten  Satze: 

^-1  + y*-!  f         +  ....  +  (/»  -  J)**-i  1 
20)       L.m   m.7t-  =2A.. 

folglich  auf  der  Stelle: 

21)       Lim  J^-j  1 2**-«  +  3*-»  +  4**->  + ....  +  (m  -        |  =  0 . 
Ebenso  ist,  wie  man  leicht  sieht: 

L>»'  sin  G  +  3  +  1  + ^  l)=° ' 

also 

Lini(M'*  —  «"0=0, 

woraus  sich  das  Behauptete 

Lim  u'h  —  Lim  uMk 

von  selbst  ergibt.  Da  es  nun  gleichgültig  ist,  welchen  dieser 
beiden  Grenzwerthe  »vir  bestimmen,  so  wählen  wir  den  beque- 
meren Lim»"*.  Hiebei  beziehen  »vir  uns  auf  eine  Abhandlung  des 
Herrn  Prof.  Schlomilch  im  Archiv  f.  Math.  Th.  XIV.  p. 452.  ff. 
wo  unter  Formel  6)  die  Relation  aufgestellt  wird: 

-M-+2-  +  ..  +  *"•>  — 

m  +  1  »i  +  l 

welche  fiir  jedes  positive  m  gültig  ist.    Sonach  ist  allgemein: 

-■wir  ■> + 2" + 3"+-  ••  >Sri 

folglich ,  wenn  wir  mit  r  +  1  dividiren : 

■ 

(r  4-1)**        1  r2*  1 

(^2r>r-TT(i"+2»+3«+  ^>  771 


1 


Digitized  by  Google 


438 

u  o  ir  winJrrtim  tin«  Gru«M  bc«lc«ttf .  di»  m  UcKeti  0  o»d  I  lieft 
ScU*n  mir  bkcrin  d*r  Ittth«  nach  für  r 

I.  42,  :i  («1-2). 


i  i 


%tir  die«« 
durch  »p 


JU  |  I  V  '  J 

wo  i  rHetifjlU  ein  Achter  Brach  Ist.    Mit  RflckakM  4of  Jft  **J 
erftbt  «ich  »ofoft .   wrH  »lr  i«r  (irtiM  f*r  «. 

iiii«r»tnL«h 
Ul»rr  ^rrjrn  . 


d  h 


I 
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LiraS'a=  l-jä  +  p  -  ^+  ..-.=Lim5|  (s.  Gleichung  14)).  23) 

Fassen  wir  jetzt  Gleichung  14),  15)*,  22)  zusammen ,  so  wird 
8*)  einfacher: 

K—  Lim  { — ^  Ig2mw  +       +  |  +  £  +  ••••        ) arctanm  \ 
Für  ein  unendliches  m  ist  aber: 


arctanm  =  ^  9 


also 


A=Lim|-i  Ig2«  +  ja  +  j  +  j  +  ^^—j-lg«): 
=  -i(lg2*  +  C), 


wo  C  die  bereits  im  Einlange  erwähnte  Constante  des  Integral- 
logarithmus bedeutet.  Wir  können  somit  als  endliches  Resultat 
schreiben 


-  2  (21„a"tan.^+  ^»r  ctan^  + ....)  24) 

Ist  a^2»,  so  lassen  sich  die  arctan  in  convergente  Keihen 

entwickeln,  deren  Summe  ebenfalls  einem  endlichen  Werthe  sich 

nähert.    Man  findet  ohne  Mühe: 

* 

V  25) 

/*     *x             \_         1      1       a  a3i4  «*iÄ 


a 

WO 


-  1111 


Führt  man  die  Hernoulli  sehen  Zahlen  ein  und  bedenkt,  dass 
allgemein  : 
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*i  h»fM*n  wir  die  einfache  Kortncl; 


0Nü 

/u strich  rri«»l»c»  *icl»  fi*»rh  riniit*  *n<trrf>  i Summen .  «I»f  iw*kt 
♦ihnr  Inlrrr«««»  *ii.«J     Mjii  UmM  leicht,  *tun 


f*r«*Ut  wir«!,  dir  rbrnUlU  gültiget  (JeichaitffVfl 

i/i^o  \      \  ....-#(•>         .  r. 

So  Ungr  »ort  er  r.rll  tind,  »»ic  wir  t«fjii»»(;wtil 
tit  Ul.  UUl 

/••  r  # 

—  Ix  mit  I  il     i  J 


2  f      «■  ~  2,Si7  '  II  2"  \  I  J  3  4*  .1  12  * 
IVfurf  Ul  »il  Kfl  Uxbl  W  n 

/••        <x  /*'        er  /»•        <*  r  t"  * 

fv4(l«cb  ergibt  Mrk 
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--/ 


a  2<i 

•  aar 


x(e*— e~ *) 

I     *i  o    (2'-l)«fr  .  (2»-l)c»/?a    (2»-))c»#a  | 
-    2a~2,gZ'"      1.2      +     1.2.3.4    ~  1.2.5 

Da  endlich 

/«    dx        r*  cx        r*   Bx        r*  cx 
«(«*-!)      J    x(e'—l)~J    .7(e*-l)     V  *(e**-l) 

«  »an« 

*(e*+  1) 

a 

so  kommt 

31)       Ei(-o)  —  Ei(-2a)  +  Ei(— 3a)  —  Ei(— 4o)  +  .... 


~~      \J     x(e*-l)    y  x{e*-\)J 

-/ 


'••  Bx 


_   lr.LJ*    t*-D«fli  (2*-i)«»3, 

—  -  2  C  +  2  '*  *  ~      1.2      +  1.2.2.4 

_  (2«-l>*fla 


1/2.0 


"1"  


Lftsst  man  et  imaginär  werden,  so  erhalt  man  mit  geringen 
IModificationen  ganz  analoge  Ausdrücke  für  die  Summen,  sowohl 
das  Integralcosinus  Ci(aJ,  als  das  Integralsinus  »Si(a),  von  denen 
bereit«  eine  mit  Hülfe  Fourier'scher  Reihen  vom  Herrn  Professor 
Schlomilch  im  Archiv  derMath.  ES  d.  X 1.  p.  389  ff.  entwickelt 
worden  ist.  Eine  weitere  Auseinandersetzung  dieses  Gegen- 
standes behalten  wir  uns  jedoch  für  eine  andere  Abhandlung  vor. 

...*■>••   .;■.».  :  jvw  £fd;M  -sii.*f  n-','r:''*  '>  -  »itj      '>i  ; 

''>"■'•  '-■  vV&  J"4fa/''  *-;iUi» "\iuü  ;'i.i«i 

•  ii!  •  t,  -i  :'V  L:  .ml  Wr;  !.<         :r  •  -j.< 


rkeü  xrx. 


so 


440 


'1*     _  i 


»»  babrn  wir  Hie  einfache  K^nuel 

*> 


Zugleirb  crurlirti  «Üb  niK-h  riniu*  amlcrr  Summrn,  <!>« 
ohnr  Itilrr«*«»«»  »ii.tj     Mjii  femM  Iricbt .  wenn 


gf»»r|it  «ir«l,  die  ebrnfalU  galligm  <;jrirbaiiff*fi . 

/(«M/t  Uo » /t^u  i   i\«>         ..  r» 


Na  l»ni;r  nuti  a  rrrll  und.  «ir  wir  »tri*  %«f*u »j; will  b*b#». 
Ii«  kl.  f.illl 

/*' r  * 
-  c--r  iml      In     i ) 
4 


iiaH  ttii  kürtrtrti  unter  divtrr  llr»cbf  labuat 


i         «■       J  tf  2<r  "Iii      .1  I  J  H  1  Ä  Ii*  ^ 

/is  «r  i'r  ff 

_  /W 

(ulglirb  •(gibt  »irb 
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> 

Ei(-„)  +  Ei(-3«)+Ei(_5„)+..=_(/-^r)-/>"^I))' 


a  1a 

/CX 
x{e*-e~') 


 I     l.o    (2'-l)«fr  ,  (2»-l)a»/f,  (2»-!)«»*» 

-    2«"~2,g-~      1.2      +  "    1.2.3.4  1.2..5  +"" 


Da  endlich 


/»     Bar   är  /»«     3*  Z1»  cb 

*(e*-I)     V    x{e*—l)-J    x{e*-\)    */  ar(e*'~l) 

so  kommt 

31)       Ei(— a)  —  Ei(-2a)  -f  Ei(— 3a)  —  Ei(— 4a)  +  .... 


-  lr±x-\„*L   (22-D«Bl  (2*-i)«»fr 

—  2C  +  2,SÄ-      1.2      +  1.2.2.4 


(2«-iy/?, 

1.2...6  + 

Lnsst  man  «  imaginär  werden,  so  erhält  man  mit  geringen 
Mndificationen  ganz  analoge  Ausdrucke  für  die  Summen,  sowohl 
das  Integralcosinus  Ci(aJ,  als  das  Integralsinus  Ni(o),  von  denen 
bereits  eine  mit  Hülfe  F ourier'scher  Keilion  vom  Herrn  Professor 
Schlömilch  im  Archiv  der  Math.  Bd.Xl.p.  389  ff.  entwickelt 
worden  ist.  Eine  weitere  Auseinandersetzung  dieses  Gegen- 
standes behalten  wir  uns  jedoch  för  eine  andere  Abhandlung  vor. 

J  -ii  .  !;i        \-ft.  i*k  ^jÄt*^  yÄup  si'.rl  •;!{,.«. 

■  u!   ,.i  <lr  |i:«.t.-.Ti    fr.:  Sil  •>'-.!-  ;f,::!  •_•!,,'(  .j.i 


Th*il  XIX. 


SO 
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JLJLTL. 

Ceber  da»  iiwtr.  der  Prlmiohle» 

■ 

llcrra  Dr.  Burhcaae, 


Oa  bi*  jetit  kr  In*  allgemeine  F«»cm«  I  ftlr  diW  Pri^iiUr a  *~ 
^int,  au  aind   die  fnJgnndn*  Bftrarbinngnn  tMUkM  »rir 


WW  dU  FndWn 


n*ck  steigenden  IVtenim  entwickele,  an 

Man  Ohrri^Mst    »irh   btev  triebt ,  deee  r*j  JetW«  (»UenV  a%*«wr 

def  (  «»efnrieni  a»  %»*le>  rmb+iten  bat  aU  dVrv  l.ij 
%  Isnren     Ir**   Kiuonnnt  der  l^lsednr.  **lr4*  aV«  4 

anf.  Itribe  wird  »rbon  «an  Lambert  ia 

tentk  brtJnubg  erwabnt,  tat  aber   siebt  «nie  be*nfst 
Im  t'alf  enden  alrrbn  nb .  darauf  ailyatn«  *ne  Tbentte  aVr« 
Ina  geb«*fig*  l*ofn»«-U  au  Krflnden. 


hrr  nte  <  «n-IVtent  der  Keine  (»)  Ut  ftenrb  de»  aW 
I>m.»rrn  der  *anjen  Zabl  a     Wir  dr«rLea  a*>e*nn  I 

in  an«,  nie  d.s  MarUnnn  nrbe  Keibe  labet  Wen* 


knra  dnrrb  rV>  b^.eWbnel  ~.rd,  .ad  dm 
«nn  benWntrt.  nn  jr  ü 
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den  nten  CoefBcienten  der  Reihe  (2)  aas.  Diese  Formel  (3)  ist 
ein  allgemeiner  Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Divisoren  einer  je- 
den ganzen  Zahl  n.  Wird  dieser  Ausdruck  gleich  2  gesetzt,  so 
hat  man  die  allgemeine  Gleichung  für  jede  Primzahl  it,  nämlich 

welche  Gleichung,  wie  die  Betrachtung  der  Reihe  (2)  lehrt,  für 
alle  Primzahlen  und  nur  für  solche  gilt,  also  för  die  Primzahlen 
charakteristisch  ist.  Nur  ist  dabei  die  1  ausgeschlossen,  weil 
dies  die  einzige  Primzahl  ist,  welche  keine  zwei  Divisoren  hat. 

Für  n=l  wird  natürlich  71p* — F"(0)=t. 

Es  wäre  nun  die  Formel  (3)  weiter  zu  entwickeln.  Deshalb 
wenden  wir  uns  zur  independenten  Darstellung  des  nten  Differential- 


qnotienten  der  Function  .  j »  welchen  wir  durch  Fn(x)  be- 
zeichnen. Die  >dazu  nothigen  Formeln  finden  sich  in  Sohncke's 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung.  Man  erhält 

für  ein  ungerades  ki 


12^2.  -  '  -, 

für  ein  gerades  k: 

1 

wobei 
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2A*  . 
su  »rfsrn  bt. 

Fji  Ut  nun,  um  F9(0)  *u  ♦rhallwi,  l»  4«*  Au»dr#rkr» 
un<l  (Ii)  x    0  tu  »Olsen.    !>»ou  wifd 


'2A<c 


i 

für  ci»  uaH«  * : 

fc  »  ■ 

^  1*2.3.  ■     1*2  3.  »  » 

(7,         »<0>  f      ,        /,  «•  , 

2* 

für  »in  gfrtdeu  i: 

1*3    w    .        ...     !*  3..       1  * 


S«b»tttmrf  Mi  d»M  Vormri*  (?)  «*d  tt>  U  <3>. 
nun  dm  krltc«   Autdvurk  fiif  Um  ulru  I 

I       *  * 
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/ 

wo  für  t  jede  ungerade  Zahl,  die  nicht  grosser  als  »,  und  ftlr  p 
jede  gerade  Zahl,  die  nicht  grosser  als  n  ist,  zu  setzen  wäre. 
Diese  Formel  (9)  drückt  die  Anzahl  der  Divisoren  einer  iedeu 
ganzen  Zahl  n  aus.  Es  folgen  einige  Beispiele,  wobei  wir  die 
Formel  (9)  kurz  durch  ZU  bezeichnen. 

«..=.u,«,=|+;:»0j_, 

Für  n=2  ist  2U=  \  t  ]  +  <*  {  =2 

t +1+0 } 


Für  w  =  3  ist  ZC7= 


3  +  3  }=2 
0  +  0 


Für  n  =  4  ist  ZV= 


4 

3 
3 


1 

3 
l 


2+  2  J 


=  3 


Für  n=5  ist  |  15  +  15  (=2 

0  +0 


Für  n=6*  ist  2U= 


23 
15 

11 


15  +  15 


7 
15 

1 


=4 


6^6 


u.  s.  w. 


Uebrigens  zeigt  sich  die  Formel  (9)  in  ihrer  wahren  Einfach- 
heit, wenn  man  die  einzelnen  Substitutionen  für  t  und  p  separirt. 

!v  +  w  ) 
I  » 

Zum  Beispiel  sei  • 


dann  ist  für 


»=/, 

v : 


*=1;  v  -f- w  =1+0 
p=2;  r,+w,=0  +  0 


I  1 

3 

4;  p, +Wl=0  +  0 


f=3;  c  +tc  =3—3 


■ 
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1  =  5;  e  {» 


I  I 


Ei  sei 


«Uno  ut  füi 


p=0;  rt  ff  «^=0  ff  0 
1=7;  c  4»        I  * 


I  '  f"  1- 


|=|;  r  ff  ir  =1  |0 
p=i;  r,  |  «-,  =  1  | 

1  =  3;  r  4»  = 
lisl;  rg  f  *,= 

1  =  5;  t  f  »s 
jr=6;  r,  4  »i  = 

1=7;  .4»  = 
/»  =  *;  r,  |  w»- 


•  V. 

/=!;  r   ff  »     1  |0 
r,  ff  w,  ;  0  ff  0 
I  S 

I*-  3;  r  ff  v  =tj  ff  j 
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,  K      _    _J  1 

/=7;  r  +«>  =7—^ 
^=8;  t4 +1^=0  +  0 
f  =  9;  t»  +w  =g  +  Ti 


also 


U.  S.  W. 

Die  Formel  (9)  enthält  Summen  von  Cosinus,  deren  Bogen 
eine  arithmetische  Progression  bilden.  Nun  ist  aus  der  Gonio- 
metrie bekannt,  dass  die  Summe  der  Reihe 

(10)         cosa  +  cos2a  +  cos3«  + ...  +  coema 

sin(m  +      —  sin.jtt 

=  1  " 

2sin^a 

ist.  Da  aber  diese  Summenformel  in  dem  Falle  unbrauchbar  er- 
scheint» wo  der  Nenner  zu  Null  wird,  indem  ein  ganzes  Viel- 
faches von  it  wird,  so  lässt  sie  sich  nicht  in  unsere  Formel  (9)  sub* 
stituiren,  wie  wir  gleich  näher  sehen  wollen.   Setzt  man  in  der 

Gleichung  (10)  a=-^-  ,  und  tn=-£-,  so  wird 

*      <tnk7t  } 

2  cos— 7— =— 0  • 
*=i         t  l 

Wenn  dagegen  t  in  n  aufgeht  (oder  gleich  n  ist),  so  erscheint 
Null  im  Nenner  des  Bruches  (10),  aber  es  sind  dann  alle  Glieder 
der  Summe  gleich  1,  also 

£C08__=_. 

•  .  •  •  -  .'\ 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (10)  a=— ■»  und  wi=öp— J,  so  wird 
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^    co.        =»-.,(1) coe.«*) . 

Diene  Summe,  wo  m  eine  gerade  Zabl  bedeutet,  bat  al«o 
n  ciie  üt»i:rra«le  Zanl  Ut.  den  Wectb  Noll;  we»n  ■  eine 
Zabl  and  nicht  durch  p  iheilbar  iot.  «o  Ut  die««.  Summ* 

l  .  Ut  dagegen  n  dar rb  />  tbellbar  (oder  gleich  ») .  •«  ero* 
Null  im  Nenner  de«  lirnrhe*  (10),  aber  ea  aiod  dann  all*  Ol 
der  Sainmc  gleich  I ,  alt» 

*    t  %     *oA*  I 

M*n  »iebl,  dn»a  die  in  der  F#»rmr|  (<l)  «oriommeode* 
tun  C  oeinu.  %ielfacher  llogen  immer  rationale  W 


%t  oHei 


lleacbrfcnkt  man  die  Formel  (U)  auf  ungerade  /.jhW«  ■ 
•He  Primzahlen  eingebt  hlo»»en  Meinen  (att»eeo»maaeo  d* 
Primiahl       •<»  tereinfatht  »icb  dieae  Formel    Naml*  h  <(a« 

Glied    <  1  — < — «ird,  nenn  n  angerade  iat,  in  Null. 

....  .Ch,  lilied  wird  bii-f  immer  Null,  wie  wir  eh«-» 
bähen.     Oemnai  b   gebt  die    f  ormet  («») ,  wenn  « 
Ober  in 

i  i 


(II) 


4 1  r1/^') 


für 


wo  f  jede  ungerade  Zabl  tos  1  bia  n  (i 
|>ieoe  Formel  (II)  drückt  die  Aniabl  der  l>n 
gerade  Zabl  m  au«. 

Wird  die  Formel  (II)  gleich  2  ge.etit.  oo  bat  ■ 
der  Primiablrn  *V 

,  I     •»       j       >  Vit  x 

mo  t  jede  ungerade  Zahl  ton   I   bt«  »V  (tucluaii 
Die«**  («leirhun«  gilt,  «m»  au«  der*.   Aiif-ioge   «Vt  )«(•»•  ieo»*^ 
etbetll.  für  alle  Primiablrn   .V  t.nd  nur  lur  onlrbe.    H*a-.  «a»l 
die  Prieifahlrn  I  und      mit*»*«  bt*»*«en  ,  «*rd  |  die  ei»nr«-  •*•••> 
/  »Kl  i«f ,  «he  keine  t*c»  lln  h*t.  und  i  du»  e*»tif#  **r*4» 

Primiahl  i»t     Man  k>%nnlr  die  i  no<  h  in  dt»  lilei»  buog 
abf    ea  Mite   «ni« rrku» ,  Megrq  dienet  emiigra  £*ht 


IN*  (»leichuog  (Ii)  aller  Pritnf  ahlr  ■»  »ort  3  an.  die  kuri 
durch   lir  i  *r) 2  beioichneo,  lerlegt  »kb  au«  tu  f»lgeawtr  I. 
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(a)  Fär(=l   ist  ü  +  w  =  l +0=1. 

1      2  iV—1 

(b)  Für  t=N  ist  v  +  tc  =  ^+^  — 2~~=l  * 

(c)  Für  alle  übrigen  ungeraden  Wertbe  von  t  zwischen 
1  und  N  ist 


h= 


~  cos 


also 


t  —2' 


Die  erste  und  zweite  dieser  Eigenschaften  findet  nicht  blos 
för  Primzahlen  iV,  sondern  für  alle  ganzen  Zahlen  n  Statt.  Die 
dritte  Eigenschaft  ist  für  die  Primzahlen  charakteristisch.  Also 
die  Primzahlen  N  von  5  an  sind  dadurch  ausgezeichnet ,  dass 


2  cos 


den  Werth  —  \  hat,  für  jede  ungerade  ganze  Zahl  t  zwischen  1 

und  N.    Die  Anzahl  aller  ungeraden  Zahlen  zwischen  1  und  der 

*  iV—  3 

ungeraden  Zahl  N  beträgt  —  ^ —  •    Mau  kann  also  die  Gleichung 

der  Primzahlen  N  von  5  an  auch  in  folgender  Form  schreiben: 


A 

t 


r-i 


2Nfm     3— N 


cos-  ---  =  — 4~» 

wo  <  jede  ungerade  Zahl  zwischen  1  und  iV  bedeutet. 

ki.  •  .■     ■    If""'"  ■  ' 
•  f  .  '«  r    .  "  '< 

Hernerkung.  Ich  halte  mich  verpflichtet  zu  bemerken,  das*  auch 
Herr  Prof.  Sc  her k  iti  Grelle*  JoutnalThl.  IX.  S.  162.  1832. 
einen  Aufsatz  über  die  Lambert' «che  Reihe  umt  ihren  Zusammenhang 
mit  den  Primzahlen  geliefert  hat.  Mit  dienern  Aufsätze  hat  aber  der 
obige  Auf.N&tz  nichts  gemein,  und  sein  Verdienst  kann  dadurch  nicht  ge- 
schmälert werden. 

Der  Herausgeber. 
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lieber  eine  gewl*»e  UaUwi*  ireometrl- 
»eher  Auffcabrn  über  Jfaxlmn 
und  Minima. 

Herrn  Dr.  Schell, 

Prnaidaeral*»  aa  irr  LaitrrUui  t.  ttark.rg. 


Viele  jB**«nnrfriich«  Aufzalirn  rerlaagro,  riatn  l'<ir.Ll  *•! 
•in«m  ebrnro  odrr  raumli'hrn  <»rbildi'  »o  tu  l»r»timmr^.  d*** 
«-loa  %un  a*irtar  l>«f(e  und  ander  rn  )*»g*l»«n*ii  rVdiinwugra  ab- 
bat*»*« Uröaa«  ein  Ma&ifouni  u<lrf  Minimum  wndr  t«r  da» 
Loauna;  der  »r  Ibra  »olt  im  K«4*rinlrn  rm«  allffemrine  KrxH  r*»t- 
Mickrll  werden,  wrlrbe  aie  auf  d**  Vt**h\rtn  t\*t  Her übrvtfra  i« 
rtcVftlbrt.  Um  jrdwrk  einen  m&elirb«!  »\  atbrfi»ebea  t*anaj  ftaua) 
halten,  beginnen  ntr  mit  einigen  myr\  tehrn  fallen,  dsffb  dree» 
Yefalige»ei*«r«ng  nir  leitbt  iu  jener  liegcl  gelange»  w< 


J.  Das  S\»t*m  iweier  rongrumter  Krri*b«»gen  .iSß  «*•  i 
AS' H  (Tai.  \.  t  lg.  I  )•  welfbe  muh  ta  d«*n»elbe»  i"n  It  mimm 
PuulUa  .4  und  |f  rtijifrr»  ,  t  ildrl  1*1  ifrf  t'Leue  drn  gevmrfftfrd 

Oft  der  Scbe.tel  .>  aliVr  W.nlel  JA/1  ...n  ..MlM^r  l.i 
deren  *rke*kel  dureb  dir-  l'unkf  I  und  //  gebe«.  t»m 
(•rimae  di««e*  \\  inkcJ,  dt«  «tr  mi!  «  beaetebnen  »i»4lr«,  *al  (tr*«4 
i!rm  halben  Winkel,  nnlrr  nrbmrm  •**  b  dir  Kf  r mbegta)  trr4V%. 
unet  h^hfl  %mm  der  lernte  die*«*  ab.  pt»  da»«.  wenn  4  d*e  l_>*g« 
•  »a  ibnen  und  r  ibr 
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unbegrenzten.  Ersterer  werde  rait/d,  letiterer  mit/2'  bezeichnet. 
Für  alle  Punkte  &  des  inneren  Raumes  R  ist  <£ASB>a,  für 
alle  Punkte  des  äusseren  Raumes  R'  aber  <<*,  und  nur  auf  dera 
Umfange  der  Figur  \at  ^LASB=a.  —  Ziehen  wir  durch  die  Punkte 
A  und  B  eine  Grade,  so  ist  insbesondere  für  alle  Punkte  $, 
welche  auf  derselben  zwischen  A  und  B  liegen,  ^LASB=^n y  für 
alle  Punkte  £  dieser  Graden  aber,  welche  ausserhalb  dieser 
Strecke  liegen,  =0;  für  einen  Punkt  S,  welcher  mit  A  oder  B 
zusammenfällt,  wird  Z.ASB=a.  „ 

3.  Lässt  man  die  Figur  um  die  Grade  AB  rotiren,  so  ent- 
steht eine  Ririgfläche  (4ten  Grades),  welche  gleichfalls  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  für  jeden  in  ihr  gelegenen  Pnnkt  £  der  Winkel 
ASB  gleich  a  wird.  Diese  Fläche  theilt  den  Raum  in  zwei  Theile, 
einen  inneren,  von  ihr  umschlossenen  und  einen  äusseren  unbe- 
grenzten. Ersterer  werde  wieder  mit  R,  letzterer  mit  R'  be- 
zeichnet. Für  alle  Punkte  <S  des  inneren,  Raumes  wird  ^ASB^at 
für  alle  Punkte  £  des  äusseren  <a.  Für  die  Punkte,  welche 
auf  der  Graden  AB  liegen,  gilt  dasselbe,  was  unter  2.  bemerkt 
wurde. 

4.  Berührt  nun  unser  System  zweier  Kreisbogen  oder  über- 
haupt ein  Kreis,  welcher  durch  die  beiden  Punkte  At  und  B  geht, 
irgend  eine  in  setner  Ebene  liegende  Curve  in  einem  Punkte  S 
(Taf.  X.  Fig.  2.)  und  geboren  die  zu  beiden  Seiten  von  5  liegen- 
den Nachbarpunkte  der  Curve  ein  und  demselben  Räume  R  oder 
R'  an ,  sa  wird  für  diese  Lage  des  Punktes  5  auf  der  Curve  der 
Winkel  ASB,  dessen  Schenkel  durch  die  beiden  festen  Punktet 
und  B  gehen,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Das  erstere  tritt 
ein,  wenh  die  Nachbarpunkte  von  &  dem  inneren  Räume  R,  das 
letztere,  wenn  sie  dem  äusseren  Räume  R'  angehören.  Ist  näm- 
lich S'  ein  solcher  Nachbarpunkt,  so  ist  zufolge  2.  der  Winkel 
AS'B<ASB,  wenn  S'  dem  Räume  R'  angehört,  und  AS'B>ASB, 
wenn  S'  in  den  Raum  R  fällt. 

Ganz  dasselbe  gilt  von  der  Ringfläche,  wenn  sie  eine  Curve 
oder  eine  Fläche  in  einem  Punkte  Ä  berührt 

5.  Wir  erhalten  daher  folgende  zwei  Sätze,  welche  zur  Auf- 
suchung der  Punkte  5  auf  Curven  und  Flächen,  für  welche  der 
Winkel  ASB  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  brauchbar  sind: 

I.  "Bewegt  sich  der  Scheitel  S  eines  Winke  Is/i^ß, 
dessen  Schenkel  durch  zwei  feste  Punkte  A  und  B 
gehen,  auf  irgend  einer  mitJund/?in  derselben  Ebene 
Hegenden  Curve,  so  kann  der  Winkel  einen  grössten 
oder  kleinsten  Werth  erreichen,  wenn  er  mit  einem 
Punkte  zusammentrifft,  in  welchem  ein  durch  die 
Punkte  A  und  B  gelegter  Kreis  dieCurve  berührt,  und'' 
zwar  tritt  das  erstere  ein,  wenn  die  zu  beiden  Seiten 
von  5  gelegenen  Nachbarpunkte  der  Curve  dem  äusse- 
ren Räume  des  Kreises  angehören,  das  letztere  dage- 
gen, wenn  sie  in  den  inneren  Raum  desslben  fallen. 

II.  Bewegt  sich   der  Scheitel  5  eines  Winkels 
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•  «  k»nn  der  Winkel  einen  grilaaten  oder  kleinste« 
Wf»rlh  erreichen,  wenn  rr  mit  einem  Punkte  «  «  *  a  m  • 
mmtrifff.  in  welchem  einr  Hürth  die  Punkte  .4  und  Ä 
gebende  Hing  flache,  deren  Air  die  («radc.f/?  i«t.  die 
(urvefoderl'lhche)l»erflrtrt<  and  «wir  tritt  da«  erster* 
eie,  «rnn  die  tu  beiden  Scltrn  ton  S  tirtrrndc*  >«rb- 
b«rpunkte  der  (  unr  (oder  die  ring«  o  m  .S  lief*»  de» 
Nachbar  punkte  der  Hache)  in  den  iu»»eren.  letale- 
rr»,  wenn  aie  in  den  inneren  Kaum  der  Itingflarb» 
fallen. 

1.    Schneidet  die  f.rade  Ali  die  Cune  «der  die  FUrbe,  auf 
welcher  die  Punkte  .V  lirgrn  .  »o  lirfern  die  l>ureb«rhni|Up«w4lr 
ulmolute  Maiiiua  oder  .Minima  («ir  dm  Wirikrl  A*ft     K»  t*C 
lirb  ftir  einen  »«»leben  dir»  (»rr»»*e  de«  Winkel«  w  »der  0.  n*-** 
dem  dieser  Punkt  i»  lachen  A  und  //  lir-tft  oder  ni«hl 


7.  Wir  wollen  nun  die  NftUe  I.  und  II.  «ur  U.uaf  einige, 
Aufjc-»brn  Ur  nutzen. 


In  einer    Kbetie  aind   gegeben  eine    Grad»   f.  und 
i«ri  Punkte  A  und   Ii  <Taf  X   Ki«.  3).  man        bl  auf  #• 
die  Punkte    S,  rar  welrhe  der  \*  inkel  ASit  ei»  IIa«, 
nun  oder  Minimum  wird. 

hieben  A  und  //  auf  cntgf.:eng*»efrfen  Seilen  *»•  #7 .  •  * 
liefert  der  l>urrh«rhmtf»punkt  >  dieser  l.rade»  mit  der  t.r.dr. 
AH  ein  absolute«   Maiuuum  ■  t.        I.irgrn  *t>er    I  u»J 


#V  auf  derarlhen  Note  »*>n  f«  .  ■«*  Ir^r  man  dur«  h  di»*e  Puakle 
d»e  beiden  dir  (irjuV  rV  hrruhr^ndm  Rrn»e  |lie  H**r  th'uor  «. 
punkte  >  nnd  .V  Nrf.rrr  die  W  mLefiiia&inia  .|  >/l*  u»  I  * >  H. 


narotuh  die  N*<  Miarpunkt  •  »«»«  >  und  \  in  de«  *u 

IhillHftl    IT   d#*r    k'n.r"    Im     ofcfii    »  Orr    |  > U f  i  h*«  k»«l  t»nt.hk  t  V 

ton  f.  mit  Ali  Im  irrt  d»«  abflute  W  .uk.  tm.n.ma«»   IN**  U 

flie  Punkte  *  und  .V  bndrt  ai*t. .  wenn  man  e«t*«i  h*lK«»ge» 
KreU  durch  I  und  //  I- vt .  an  tbn  *«..,  V  »»«  ,  »ne  T**Cr*tr 
.Vo  ficht  und  mit  dir»»*r  |,4n~i>  um  drn»eltt«-M  Punkt  ei***  kt*»« 
v  beschreibt  l>ie  l»uri  h»'hiiittc  de«»rlt»rfi  r»tl  der  f«radrn  f»  »4*4 
atadann  die  Punktr  >  .N  f  •  nun  niiul*rb  ivl  dg»  der  t»t r  j» 
feM-nrn  t".»n*trin  tinn  V  V  S'.N"  V\l  V  |f  »rtn,  «ad  da  auwb 
Vi>*     >  J..V'//  iat.  •>»»  wird  V>  . .  S  V'      .S  « 


t  oi oll.  Hie  Punkte  >.  V  L-t**  anl  drr  i;rade%  f.  *m  W. 
d#n  .Setlen   »»n  .S    und  in  a>uH*t»  AI  *Ua4c  »•»  ■ 
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Punkte.  Da  nun  die  Conetruction  von  der  Neigung  der  Graden 
G  gegen  Aß  unabhängig  ist,  so  folgt,  dass  die  Punkte  der  Win- 
kelmaxima  för  alle  Graden,  welche  durch  den  Punkt  S"  gezogen 
werden  können,  in  einem  um  S"  beschriebenen  Kreise  liegen, 
dessen  Radius  das  geometrische  Mittel  aus  den  Segmenten  S"At 
S"B  ist.  Ist  C  der  Mittelpunkt  eines  Stralenbüschels,  so  liegen 
auf  jedem  Stral  desselben  zwei  Punkte  des  Winkelmaximums. 
Die  Gesammtheit  aller  dieser  Punkte  bildet  eine  Curve  vierten 
Grades,  welche  in  einen  Kreis  ubergeht,  sobald  der  Mittelpunkt 
des  Stralenbüschels  in  die  Grade  Aß,  aber  nicht  zwischen  A  und 
ß  fällt.    Die  Punkte  A,  B,  C  gehören  der  Curve  an. 


II. 

*  > 

... 

In  einer  Ebene  sind  gegeben  ein  Kreis  K  und  zwei 
Punkte  A  und  /?,  man  sucht  auf  dem  Umfange  des 
Kreises  die  Punkte  <S,  für  welche  der  Winkel  ASß  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Liegen  beide  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  (Taf.  X.  Fig.  4.), 
so  sind  nach  dem  Obigen  die  gesuchten  Punkte  die  Berührungs- 
punkte &,  S'  zweier  durch  A  und  ß  gehender  Kreise  mit  K. 
Von  diesen  Kreisen  berührt,  falls  die  Linie  Aß  den  Kreis  K 
nicht  schneidet,  der  eine  K  von  aussen,  der  andere  umschliesst 
K;  der  Berührungspunkt  *S  des  ersteren  liefert  daher  ein  Winkel- 
maximum  ASß,  der  Berührungspunkt  5'  des  zweiten  ein  Win- 
kelminimuni  AS'ß.  Schneidet  aber  die  Linie  Aß  den  Kreis  K 
in  den  beiden  Punkten  D,  D',  so  berühren  beide  Kreise  K  von 
aussen  und  ihre  Berührungspunkte  liefern  zwei  Winkelmaxima, 
die  Punkte  D,  D*  aber  zwei  Minima,  nämlich  Null.  Berührt 
die  Grade  Aß  den  Kreis  K,  fallen  also  die  Punkte  D,  l>  in 
einen  einzigen  zusammen ,  so  geht  der  eine  der  beiden  von  aussen 
berührenden  Kreise  in  die  Grade  Aß  selbst  über,  welche  in  die- 
sem Falle  als  ein  Kreis  zu  betrachten  ist,  welcher  K  umschliesst 

Liegt  der  Punkt  ^4  ausserhalb,  ß  innerhalb  K,  so  sind  keine 
berührenden  Kreise  möglich,  aber  von  deu  Durchscbnittspunkten 
jO,  D'  der  Graden  AB  mit  K  liefert  ^ler  auf  der  Strecke  Aß  lie- 
gende ein  Winkelmaximum  n,  der  andere  ein  Winkelminimum 
Null. 

Liegen  beide  Punkte  A  und  B  innerhalb  K,  so  erhält  mau 
vier  Minima,  zwei  liefern  die  beiden  durch  A  und  B  gehenden 
K  berührenden  Kreise,  die  beiden  andern  die  Durchschnitte  Dt  D1, 
der  Graden  AB  mit  K. 

Die  Berührungspunkte  5,  S'  zweier  Kreise,  welche  durch 
A  und  ß  gehen  .  mit  einem  dritten  Kreise  K  findet  man  leicht, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  aller 
Kreise,  welche  durch  A  und  B  gehen  und  K  schneiden,  durch 
einen  festen  Punkt  F  der  Linie  AB  gehen.   Legt  man  also  von 
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M  K  die  beiden  Tangenten,  »n  »ind 
di*  Funkte  S,  «y. 


III. 

K»  eeiea  gegeben  eine  Rhene  £  und  iwfl  Punkt*  A 
•  n  d  Ä ,  rn.in  s  e c b I  in  der  r» b e n e  die  Punkte  f  •  r 
m  riebe  der  Winkel  ASH  ein  Mailmum  odir  Miiia»  m 

Wild. 

Liegen  A  und  B  auf  derselben  Seile  von  Et  *o  •»»»'  «Ji-r» 
Obifrn  ■•ifirdge  die  ge*urhteu  Punkte  die  Benßhmii;:«» tmnkte  i«m 
Id-.-iUrhrn ,  »eiche  dnrcb  A  und  /J  geben  und  d»e  (trade  AH 
cur  Kntetionnoxe  hoben,  mit  der  Lbono  I».  In  diesen  Pu**kf^a 
hatten  dir  f<iii(tUrbrn  uml  di«  hbene  gemelnarhtftlirbe  Wlitn. 
Nun  erbneiden  alle  Normalen  einer  RotatinoeflAcbe  die  Ate.  ee 
k Annen  über  die  geaorbten  l'unkfr  t\*r  r  fn-ue  £  nur 
in  denen  die  Normale  der  r.hene  die  Linie  AH  trifl.  Alle 
Punkte  liefen  aber  in  der  l>errberhnlftelinie  ti 


in  E  •rnkrechC  gelegten  Kbrnr.  Hi'diirrh  i»t  die  Aufgabe  aei  I 
itrru>k;efnhrt  und  man  bat  nur  nuthig  durch  A  und  Ii  i«H  dte 
(trade  rV  berührende  Kreise  tu  legen;  ibre  Bert»bfeng*f*««i  1  e 
S,  .V  aind  die  geeurbten  Punkte  Heide  Winkel  .I.Nif  end  AS  H 
werden  ein  Maiimum.  da  die  ftarhharnunkte  ibrer  H^beifrl  den 
luwren  Noamen  der  KineoVhen  engeböree.  iNe  Punkte  .S,  & 
liefen  auf  entgegengesetzten  .Seilen  de«  IrorrboehnitUneeklee  ö 
der  Linie  AH  mit  der  Kbrne      und  nteben  »on  l>  glewfcwe«  ab. 


1   1  —  m  m  -  A       . .  Ä .  .  1      Mf    a*,amf  •  — ■  —  -  ^  a  _  a  —         W a«iai      ae  eaA. 

liefert  der  Derrhorbnitt  der  Traden  AH  mit  /,  ein 


Cor«  II.  Dreht  airb  die  fcbene  £  um  eine  dnrrh  D  tebrrj* 
ttfade  um «  ae  lat  der  (&rt  aller  (traden  r*#  eine  Kejjf<rt*^we  innv 
len  (aradee.  auf  weteber  die  Punkte  S.  X  e»nea>  aa4ntte*heo  lie- 
ifrUf  hititt  leirbn^n.  Ihrebt  airb  die  r  bene  /-  um  irgend  etne  uaro4 
dnrcb  /i  gebende  Ate,  ao  iat  der  Ort  der  (trade«  rV  ek»  eao- 
farbea  Hyperboloid  *) 


IV. 


I.a  tri  gegeben  eine  IkugeiHlrbe  4  und  te>ei 
Punkte  A  und  H.  man  »ucbt  auf  k  die  Punkte  A.  für 
welche  der  Winkel  ASH  ein  Mntimem  oder  Mini- 
mum ~ird 


*)  %  Oka«  1*4  .   ^il*rlr  ••Ire  le«  pr«p»«iii»*«  6*  C*«w»tm 
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Liegen  beide  Punkte  im  inneren  oder  im  äusseren  Raum  der 
Kugel lläche,  so  sind  dem  Obigen  zufolge  die  Punkte  S  Berüh- 
rungspunkte zweier  Ringflächen ,  welche  durch  *A  und  B  gehen 
und  AB  zur  Axe  haben,  mit  der  Kugel  In  diesen  Punkten  müs- 
sen nun  die  Ringflächen  mit  der  Kugel  gemeinschaftliche  Norma- 
len besitzen.  Die  Normalen  der  Ringflächen  schneiden  aber  die 
Axe  AB  und  die  Normalen  der  Kugel  gehen  durch  deren  Mittel- 
punkt. Die  gemeinschaftlichen  Normalen  liegen  also  in  einer  durch 
die  Axe  AB  und  den  Kugelmittelpunkt  gelegten  Ebene;  daher 
können  die  Punkte  8  nur  auf  dem  Umfange  desjenigen  grossten 
Kreises  liegen ,  in  welchem  diese  Ebene  die  Kugel  schneidet. 
Hiedurch  ist  diese  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  II.  zurückgeführt. 

Liegen  beide  Punkte  A>  B  ausserhalb  der  Kugel,  so  erhält 
man,  jenachdem  die  Grade  AB  dieselbe  schneidet  oder  nicht 
schneidet,  zwei  Winkelmaxima  oder  ein  Maximum  und  ein  Mi- 
nimum. 

Liegen  beide  Punkte  innerhalb  der  Kugel,  so  erhält  man  zwei 
Minima.  Für  die  Durchschnitte  der  Graden  AB  mit  der  Kugel 
gilt  dasselbe,  wie  oben  unter  II. 

Liegen  A,  B  auf  einem  Durchmesser  der  Kugel,  so  genügen 
alle  Punkte  eines  gewissen  Sphärenkreises  der  Aufgabe,  dessen 
Ebene  senkrecht  auf  AB  steht. 


8.  Hei  <len  im  Vorstehenden  behandelten  Aufgaben  hing  die 
Grösse  des  Winkel«  ASB  ab 

1.  von  der  Natur  des  Gebildes  G  ,  auf  welchem  der 
Scheitel  £  lag; 

2.  von  der  Lage  der  beiden  Punkte  A  und  B  gegen  ein- 
ander und  gegen  G;  es  sollte  der  Scheitel  8  gefun- 
den werden,  so  dass  der  Winkel  ASB  unter  diesen 
unveränderlichen  Bedingungen  einen  grüssten  oder 
kleinsten  Werth  annehme.  Wir  lösten  diese  Aufga- 
ben dadurch,  dass  wir 

1.  den  Ort  der  Scheitel  S  suchten,  für  welche  ASB 
einen  constanten  Werth  a  annahm  und  dann 

2.  diesen  Constanten  solche  Werthe  beilegten,  für  welche 
der  Ort  das  Gebilde  G  berührt. 

Es  war  alsdann  die  Möglichkeit  vorhanden,  dass  die  Berüh- 
rungspunkte ein  Maximum  oder  Minimum  des  WTinkels  ASB  lie- 
ferten. Damit  dies  wirklich  eintrete,  war  erforderlich,  dass  die 
zu  beiden  Seiten  eines  solchen  Berührungspunktes  resp.  rings 
um  ihn  liegenden  Nachbarpunkte  des  Gebildes  G  gleichzeitig  ent- 
weder in  den  inneren  oder  äusseren  Raum  des  Ortes  Helen,  in 
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»» elrh«!  der  unendliche  liaum  durrh  «!ri»»ell»en  getfcetll  wird-  H'a» 
aiedmgeug  erfüllt  t  eo  htng  die  Kntecheidung ,  »»Ii  ein  1 

vorliege,  nur  daiou  ab,  in  wtl«  bn« 


Ka  Ul  oon  leicht,  diene  lictrarhtunsen  dabin  *e  » 
dana  an  die  Mdlf  de«  W.nkeU  A\H  eine 
tri.rhe  (Wosac  uill.    Zu  dem  fcnde  m^ge  folgetdr 
Anlege  gestellt  werden : 


Ks  «ei  Ofirbca  ein  geometrisches  (lineirr»  «der 
flachen»)  Gebilde  und  irKeud  welche  andere  «.e 
bilde,  «rlrhe  rine  fr  »In  I*age  Reiten  rV  beben  Me» 
und  die  Punkt  p.  «V  auf  f#  finden,  für  welche  ein» 
Irische  («rosse  «.  die  ton  der  Lage  de»  funkte*  > 
und  den  übrigen  Gebilden  abhängt,  ein.Maiimum  »der 
Minimum  werde. 

Zur  Ijßaertg  dieaer  Auf  im  He  lübren  folgende  Betrarhtnnceev 

Sucht  man  den  Ort  «II r-r  funkte  S,  für  »rlihe  die  (»r«**«  m 
einen  ron-ilanten  Werth  i  annimmt,  ao  tbeilt  die»««  Ott  den  Hs*-m 
in  t»iei  Thnle  U,  N\  »"n  denen  der  ein*»  (iV)  alle  Punkte  -V 
für  Helene  nM(  ,  der  andere  aber  alle  dir  Punkte  A  rvthslt  fer 
»riebe  N\l  wird.  ukbrend  auf  d**m  Orte  selb«!  u  A  »•!  I**" 
führt  nun  ein  «uj<  her  Ort  m  A  da«  (»elnlde  »a  können  4t» 
|lrriihruni'»|»uukle  »»lebe  sei»,  die  drr  AuJcabe  ent»nrerbr*  ?W 
aind  r»  «Ilmtal  dann,  wenn  ihre  Nai bbariKinkl«*  alle  in  de«  H**m 
K.  »der  alle  in  den  kaum  //  fallen.  Im  er.len  Kalle  n  ird  n  et« 
nimum,  im  ernten  ein  .Ma*i 


(I.    I  m  die  Anwendung  dir.rr  Melh-de  n«rh  an 
färben  llri.inrl  au  «eifen,  «erde  folecnde  all 
ihr  geUt 


Auf  einer  f  i  r  a  d  e  n  /»'  einen  Punkt  A  so  m  bestim- 
men, daa  die  Summe  der  tan  ihm  nach  «weitesten 
Punkten  A,  ii  getugrnen  Mralen  ein  Minimum  «erde 

(Taf.  V  I  5>. 

Hier  i»t  «  =  M  |    S/f  und  der  IM  mr~  A  eine  IJfin**.  de»eu 
llrenn'miiktr    ,f  urut   //  »ml      Her    Punkt    A  l»t  «!•>*  d^r  He» nb 
mnt«|tunkt  einer  r  lli|.«e  mit    tief  1-r.ntm  f.,  die   J  and  4%  tu 
Jen  bat. 


|a|  />  der  Durchschnitt  ion  rV  mit  der  (trade»  .411  neu)  .^f 
der  lhtreh«ebnitt  der  in  A  errirhtelen  N »r malen ,  nm  aaad  I.  IT 
/>  .V  ».er  barmnniMbe  Punkte  .Sobald  >  gefunden, 
Perpendikel  au«  diesem  Punkte  auf  f.  den  Punkt  > 
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lieber  eine  vorzüglich  zur  Anwendung 
bei  geodätischen  Messungen  geeignete 
Methode  zur  Bestimmung  der  Polhöhe 
oder  geographischen  Breite. 

Von 

dem  Herausgeber. 


■  - 


In  meiner  früher  erschienenen  Schrift: 

Versuch  einer  neuen  Methode  zur  ßestim  mutig  der 
Pol  höbe  oder  geographischen  Breite  bei  geodätischen 
Messungen.  Von  Johann  August  Grunert.  Leipzig. 
1844. 

habe  ich  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  oder  geo- 
graphischen Breite  empfohlen  und  ausführlich  theoretisch  ent- 
wickelt, welche,  mit  völliger  ßeiseitesetzung  einer  Uhr  und  eines 
genauen  Höherikreises  am  Theodoliten,  oloss  die  Anwendung  eines 
vorzugsweise  zur  Messung  von  Horizontalwinkeln  geeigneten  Theo- 
doliten in  Anspruch  nimmt,  wie  er  sich  in  der  Hand  eines  jeden 
Geodäten  befindet  oder  wenigstens  befinden  sollte.  Diese  Me- 
thode besteht  darin,  dass  man  sich  drei  ihren  Positionen  auf  der 
Sphäre  nach  genau  bekannte  Sterne  aussucht,  die  zu  der  Zeit, 
wo  man  die  Beobachtung  anzustellen  beabsichtigt,  bald  nach  ein- 
ander gleiche  flöhen  erreichen ,  wobei  man  sich ,  anderer  Mittel 
nicht  zu  gedenken,  zweckmassig  eines  Himmelsglobus  bedienen 
kann.  Indem  man  nun  das  Fernrohr  des  Theodoliten  in  einer 
dieser  Höhe  ungefähr  entsprechenden  Höhe  am  Höhenkreise  des 
Theodoliten  unveränderlich  feststellt,  fasst  man  jene  drei  Sterne 
nach  einander,  wenn  sie  die  Höhe,  in  welcher  das  Fernrohr  fest- 
gestellt worden  ist,  erreichen,  in  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreu- 

Thtil  XIX.  31 
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in.  wii  klebt  durch  uoile  Fortbc*.  e*un*  de»  am 
feetf«»»Hlten  Fernrohr*  mittel«!  der  Mikromeferecbraobe  am  H* 
ri/A4ital    oder  Afiunjlh.il  •  Krcia*  dra  Theodoliten  Breche  hm  k*a» 
und  mi»et  auf  dem  Irtttrren  Krri»e  die  den  in  liede  »teheeeV» 
drei  gleichen  Hoben  der  drei  Sterne  entap  rechen  den  beide»  Ar^ 
muth..ldiferentcn  derselben.     Dann  bat   man  alle  Irela.  »rkfce 
tur  Ite-timmung  der  l'olh«>bc,  und  außerdem  noch  anderer  **tt » 
nomineller  fclemenle ,  »rforder lirli  »ind.     Ob  <lie»r  in  ihre»  Prm 
ein  und  ihrer  Anwendung  einfache  Methode,  die  nur  de»  (»rbraoeh 
dr«  in  der  Hand  jede«  (tcodatru  hebndlit  Ken  Aiimutbal  1kr«4* 
Ilten  vorau»*eUt,    »ebon    praktische   Anwendung    Beta*  den  t*l 
wein»  ich  nicht;  daaa  »ie  bei  ffr..««eten  t|caj»uu«en  in  4  hile  »•* 
dem  rine  AuaHandcrunKagearlUchaft   dorthin  beglrileWca  O*» 
meter  angewandt  werden  eadlte,  i»t  wir  geschrieben  «ordeo.  »b 
die«  aber  wirklich  gee«  beben  i*t,  darüber  bin  irh  glcnrhUJU  h 
In  l'eiewieahcit.    l*m  die  McIImmIc  wieder  in  t.riuecruof  an  br  na- 
gen,  <la  »ie  »ich  namentlich  aurb  mm  f^rbrauibe  für  Lehre*  aa 
höheren  l'ntrrrn  htnanatalten  eignen  dirHe.  die  jrtal  aalet«  tat 
aitx  guter  %  or*ug«wei»e  <ur  Me»»ung  %«»n  ||orij«j»»tatwu»aelai  gf*ug 
n«*ter  Thced»»hteu.  aber  nicht  augletch  im  tle»ila  gulce  (Vf« 
ao  will  ich  hier  eine  von  der  in  der  oben  er* »antra  Ntinit 
gebenen  %er«rhiedene  »nah  ti»rhe  Atjfbi*mtg  d>w  du 
tum  («runde  liegenden  a»trMiMinn»t  hrn  IVwhJcm«  gebe*.  w»<im  *b 
rekh  nlck»ichttirh  der  wettern  Ilctr4rhlungen  über  d»r  t«mwf 
keit  der  Malhndc,  Aber  eeenchiedeoe  bei  der*«  Ai«  r*af>c  eo 
beobachtende  \  of»»rht«m»»»re^elti ,  u.  n.  w.  aaf  die  obige  >*h*i  t 
x  1^* Ii ^ n  äiiiää* 

Wir  Mollen  den   Mittel|>unkt  der  Sphäre,  d  b  .  «et!  war  e« 
hier    bio«e   mit  de«  Finterncn   iu  tbun    habe*,    da«  *wge 
Hc»ibechtcra ,  ala  den  Anfang  eiuce  rechtwinkligen  t  «oc4anateo>*  * 
•tetaa  di*r  Jtf:  annehmen     \  «im  Anfange  der  i  «»ordinalen  aa 
der  |io*iti«e  Tbeil  der  Air  der  x  n.ith  dem  Nullpunkte  dwi  Ai» 
rsulhc,  der  jm*iti*r  Tbrd  der  Ai*  der  e  nach  dem  nr— a tgalew 
(•rad*  der  Atimulhe.  cter  po»»ti«e  Thrtl  der  Ata  der  t  »acb  ^raa 
/emlh  dea  IWmi  hier«  hm  ermti'et,  m»  daa«  «i.a  die^^ra«  aV« 
llori«onta  die  Fhene  der  j<f  \»K. 

IN«  durch  die  ala  bekannt  iarau»«e«*Ulrn  |iVrh*A<~«wu  aW 

6.  u  ,  U*;  die  A<un«tb«-.  in  drum  «ie  hr«Wa«hJet  «a#4*«  mmd. 
•eien  m,  m\  ihre  ftlrtt bru  IlMheti  »eic«  a,  A.  1.  unJ  #.  ^  j 
aeieo  die  drei  IM^*  nicht  •  bec «teil enden  WmkeJ.  «alrk>c  dee  a^rt 
dem  lluiijf»nta  licReMle  Tbrd  der  Ueltata  mit  4e« 
1  heilen  der  Axen  der  jj  ,  ya  s  eia*cbJir»at> 

Dir«  «ofau«Fe*e<f ( .  kabm  wir  narh  bekannt' a  Istb* 
anaU  tischen  l^rtMaetrie  äffen  bar  dte  drei  f«>lcendea  (ana 
K  »It^en  <;iriih«nReo: 


f*aK*aaWa.-  » 
I)        {  coau'  ^euaa-  coeAc«^  «  »Uw  r^r  | 


r 
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zu  denen  dann  noch  die  bekannte  Gleichung 
2)         costp2  +  cost^*  +  cos*2  =  1 

kommt. 

Da  es  ihm  hier  ganz  willköhrlich  ist,  von  welchem  Punkte 
an  die  Azimuthe  gezählt  werden,  und  die  Beobachtungen  die 
Azimuthaidifferenzen  zwischen  der  ersten  und  zweiten  und  zwi- 
schen der  zweiten  und  dritten  Beobachtung  liefern,  so  können 
offenbar  die  drei  Azimuthe  cd,  cd"  aJs  bekannt  angesehen 
werden,  und  die  obigen  vier  Gleichungen  reichen  daher  zur  Be- 
stimmung der  vier  unbekannten  Grössen  Ä,  tp,      %  gerade  hin. 

Aus  den  drei  Gleichungen  1)  folgt  durch  Subtraction: 

cosö  — cosö'  = (cosco  —  cos  w')cosAcos<p  +  (sin  ca— sinaQcosncosi// , 
cosö'—  cosö" = (cosco' — cosca")cosAcoscjp-f  (sin  et/ — sinco")co8Äcosip ; 
also 

(sin»'— sinco")(cosö — cosö')  —  (sinco —  sin  cd')  (cosö' — cosö") 
=={  (cosco— coscoO(sinco'— sinco")— (cosco'-— cosco'')  (sinco — sinco') )  cosäcos<P  • 

(com*}'  —  co9co"Xco9<5 — cos»')  —  (cosar — cos  cd')  (cosö'— cosö") 
=— {(cosco— cos»')(sin  co'— sinco")— (cosco'— eosco")(sinco — sincoOlcosAcosiJ/. 

Es  ist  aber: 

(cosco — cosco')(sinco'—8inco")  —  (cosco'  — cosco")(sinco  —  sinco') 
= — sin(co  —  o>0 — 8in(t»'— »") — sin(co"— co) 

=  —  2sin^co~a>'0cos|(cD-2co'+co'')— 2sini(cD"—  co)cos?(co"— co) 

11  1 

=    2sin  ^(co"—»)!  cos^C»— 2co'+  «")  -  cos^co"-  co)  J 

=    4sin  |(»  —  «')  sinken'—  co'Qsin^ (»"  —  ») ; 
ferner 


31» 
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=  («in«' — md«")c49U  I  (■iRN"  —  »in«)ro*u'4  (»in»  — •ib»>-< 
ss—  (tt»ü'— r<MU")«tn« — (c«»<3"    ro«i>)»tti«'  — (co*o  -co«ü'>« 


f  fein 


(•'  — u'>o. |  «")e«ftä 
I 


(ü'-ü^ift.^u'füj.io»' 


I 


(ü  — u>lu  ^(ü  |  u')»mi»". 


un.l  gani  »b 


<€«..'  - 

—  — (r*»ü— cmu")c»»m 


* 


S+itcm  ntt 


(c©»»''  c»>»)c(»u'|< 
— (co»ü     ro«u  )co*« 

tu  -ü'NiwJfü  •  u  k-o— 
I 
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=    sini(ö'  -  ö")8iui  (ö'  +  ö")sm» 

+  siuj  (ö"— ö)sin  ^(ö" + ö)sino>' 

I  1 

+  sin^  (ö-  ö')  sii»2(ö  +  ö')sinw" , 

4)      Mz=.    sini(ü)'—  a>")sin|-((»'  +  w")co8Ö 
+  sini(cö"  —  co)sin  J-(a>"+  w)cosÖ' 

+  sin^  (o)  —  Q)*)8in  ^(ö> -f  w')cosö" 

1  1 

=  —  sin^  (g)'— o'Osiii^  (ö'+ö")cosw 

—  sinkj(ö"— ö)sin  j|-(ö"-f-ö)cosw' 
— sin.j  (ö  —  ö')sin^(5+  öOcoseo" , 

] 

5)       iV=  —  ty  { sin(a>  —  a>')  +  sin(w'— w")  +  sin(o>"—  co) } 
=    2sin^  (w  —  «Osin  ^  (o>'  —  a>")sin^(a>"  —  <o) ; 


so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  zwei  folgenden  Gleichungen: 

i)/=iVcos/<cosgpt 
^/'=iVco8/ico8^; 


6) 


aus  denen  die  I'roducte  cosAcos<p  und  cos/icostp  gefunden  wer- 
den können. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

sinAcosx=cosö  —  cosa>cos/<cos<p  —  sinacosAcos^ , 

also 

sinAcosg  =  cosö  —     cos«  —  sinco 

oder 

iYsinAcos3f=iVcosö  —  Mcosa  —  ^f'sinro 
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•In  J  ( m'  —  •  *)c°»  J  ( f  •*)c««ö 


+  sin  j  ^f«  4  • 

1  | 

I  .  .  I 


•in*  (•-•')co^{»-«')co»ö". 


.  I      ,  .  I  „        I  1 


Ul.  »o  Ut 

I  | 
«\ii»Arwx  =  — ata  ^  (•#'-*>*>•.,  (.'- 

I  I 
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Setzen  wir  also 


7) 

iü"=— i(  sioCw'— w'Ocosö +8in(w"— ca)co8Ö/ +sin(a>—  w')cosö" } , 


so  ist 

8)  Jlf'rriVsinAcosx, 

mittelst  welcher  Gleichung  das  Product  sin/icos^  gefunden  wer- 
den kann. 

Wir  haben  jetzt  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

,  Af=/VcosÄcosg>, 
9)         )  M '  =  iVcosAcost/; , 
( Ji"==2VsinAcos%; 

aus  denen  sich 

10)     co^=iVc^Ä'  c08^=Äc-o^'  w8*=lVsinA; 
also  wegen  der  Gleichung  "2)  die  Gleichung 

 . 

U>       2V*cosA*  +  ^sinA*-J 

ergiebt 

Bezeichnen  wir  die  absoluten  Werthe  ven  M"  und  iV  durch 
(M")  und  (IS),  so  können  wir  vermöge  der  vorhergehenden  Glei- 
chung, wenn  u  einen  zwischen  0  und  90°  liegenden  Winkel  be- 
zeichnet, so  dass 

0<ti<90° 

ist,  * 

12)         €03«=-^^-,  ..0«=^^, 

also 


V  W+M*     .  .  .  {M") 
cosAcosu  =  >  sin/isini4=  "("iV)" 

setzen.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Addition  und 
»Subtraction : 
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13) 


t  V.W'|MM(W"l 


oder  uirb.  «ein»  (  V)  norfc  dm  mft*oluten  Wcrtb  %o*    V  W 


H) 

«Dil  bat  man  mittrUt  diVucr  I iN-ichun^rn  k  m  ynd  A  |  « 
"rn.  •»  erhält  man  auth  U»i«-ftt; 

15)        A    ^ik  |  «)  |  ^fA    »),*     ,<k  f  m —  .,fA  — 


tU  »in«!  biorM  tl.rr  nun  »»rh  die  Mgridc» 
Weil 

bt.  t»  Ul  ofeotuu 

0NA  »  «NI*F» 

Ut  in  I»  der  t«i.rhrn  ü  ijo,I  WF'  I*r«rn4r  Uettb  ««•  i 
welcher  drf  (iWirhuii« 

%  *■  |  tftM*  , 

cWA    ft)  =  jN 

A  -  •  =  ♦  « 

l'ud   ut         «ler  ei»e  iwurkra  O  am|  IKF* 
♦  oft  Äfft,  ft»*iVbef  «Irr  «■«Icx  bana 

\    V»  I  V  *    -f  If^i 
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Durch  Verbindung  der  Gleichungen 

h  —  u  =  ±6,  h  +  u=Bl 
mittelst  Addition  erbalt  man  : 

2/1  =  0,  + fl,  also  A  = 

Ist  nun 

so  ist,  weil  offenbar  0<0j  ist: 

und  es  giebt  also  lur  h  zwei  Werthe,  nämlich 

11  —     2  ' 

Ist  dagegen 

,JO°<01  <I80°^ 

so  ist  immer 

»>öi  — i8ö°,  . 

weil  0  positiv,  Ol  - 180°  negativ  ist;  also  ist  immer 

0!  —  Ös  180», 
und  folglich,  weil  0!— 0  auch  positiv  ist: 

0<-^<90o, 

* 

* 

daher  immer 


Der  Werth 


"~  2 


ist  abef  in  diesem  Falle  nur  dann  xulässig,  wenn 


MW 


Wen»  wm  iwei  Werth»  von  A  Kiekt,  ao  wird  man  *«*•  4»« 
Ile«»l»i< rhtungcn  aelbat  «Jen  Werth  von  k  doch  gewinn  mvater  »• 
nahe  kennen,  da*«  kein  Zweifel  bleiben  kann,  weichen  dev 

k  man  in  dem  vorliegenden  ralle  an 


Bezeichnen  Mir  nun  die  Pal  hohe  durch        «od  dm  Wnm>ea> 
welchen  die  Protection  der  von   dem  Anfange  drt  l*i»ef  d>n< 
oder  dem  Auge  nach  dem  Pu|  gezogenen  l^inie  »ul 

flofixont*  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Ale  der 
io<iem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Tbeile  der  Ate  dve 
x  an  durch  den  rechten  Winkel  {jy)  hindurch  *ua  0  »*•  Je* 
«ihlt,  durch  il;  ao  hat  man  offenbar  die  folgenden 


couücoa*  =  WA  . 
■ia&eo«0    v~ — r  • 


1/ 

•in*  =  * 


A*ioa 


Aco»a<  f>n<l> ' 


.V"  .bt 


Huret  de«  Winkel  l>  »trd 


da  man  «.        •>"  kennt,  +n  wird  man  nun  awrh  W-«<tt  J-»  • 
I ic  hen  A'inothje  der  drei  .> lerne  in  drn  /eilen  der  drv»  >t«a 
achiviri^ni ,    d    h.    ihre    Anmut  he  tn    tletug  ant  den   %4d^moA  • 
ata  Anfang  der  Atimntb- 
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aber  aus  den  bekannten  Azimuthen  and  Declinationen  der  drei 
Sterne  und  der  Polhohe  auch  leicht  ihre  Stundenwinkel  zu  den 
Zeiten  der  drei  Beobachtungen  berechnen  lassen,  und  kennt  man 
nun  noch  die  Rectascensionen  der  drei  Sterne,  so  lassen  sich  auch 
auf  bekannte  Weise  die  den  Momenten  der  drei  Beobachtungen 
entsprechenden  Sternzeiten  bestimmen,  was  hier  nicht  weiter  er« 
läutert  zu  werden  braucht. 

Man  braucht  bei  dieser  Methode  zur  Bestimmung  der  Polllühe 
nicht  einmal  im  Besitze  eines  Theodoliten  zu  sein.  Ein  Reiss- 
brett, das  sich  durch  drei  Stellschrauben  horizontal  stellen  laust, 
und  eine  Kippregel,  wie  man  sie  bei  den  Messungen  mit  dem 
Messtische  gebraucht,  überhaupt  ein  Fernrohr,  das  sich  über  der 
Schärfe  eines  Lineals  in  einer  Vertikalebene  bewegen,  und  mit- 
telst einer  Schraube  in  verschiedenen  Hüben  feststellen  lässt, 
können  schon  ausreichen.  Man  stellt  das  Reissbrett  horizontal, 
legt  die  Kippregel ,  an  welcher  man  das  Fernrohr  in  einer  gewis- 
sen Hohe  unveränderlich  befestigt  hat,  darauf,  bringt  durch  Ver- 
schiebung des  Lineals  der  Kippreget  auf  dem  Reissbrett  nach  und 
nach  den  ersten,  zweiten  und  dritten  Stern  in  den  Mittelpunkt 
des  Fadenkreuzes,  und  zieht  jedesmal  an  der  Schärfe  des  Lineals 
auf  dem  Reissbrett,  dessen  Lage  naturlich  nicht  verrückt  werden 
darf,  mit  einem  etwas  harten  Bleistifte  eine  feine  Linie.  Dann 
sind  die  von  der  ersten  und  zweiten ,  zweiten  uud  dritten  Linie 
eingeschlossenen  Winkel  die  beiden  Azimuthaidifferenzen  der  drei 
Sterne,  die  man  dann  durch  hinreichend  bekannte  graphische 
Methoden ,  etwa  mit  Hälfe  eines  genauen  tausendtheiligen  Maass- 
stabes, genau  messen,  und  daraus  die  Polhöhe,  die  Lage  der 
Mittagslinie  und  die  Zeit  nach  der  im  Obigen  gegebenen  Anwei- 
sung berechnen  kann.  Es  scheint  wir  wünschenswert!),  dass  Lieb- 
haber astronomischer  Beobachtungen,  die  sich  nur  den  vorher 
erwähnten  äusserst  geringen  Instrumenten- Apparat  anzuschaffen  im 
Stande  sind,  sich  uer  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methode 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe,  des  Meridians  und  der  Sternzeit 
bedienen  mochten ,  und  auch  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalten dürften  dieselbe  zu  zweckmässigen  Uebungcn  vorge- 
rückterer und  fiir  solche  Dinge  sich  interessirender  Schüler  sowohl 
im  Beobachten,  als  auch  im  Rechnen,  benutzen  können,  nament- 
lich auf  Lehranstalten  wie  die  höheren  Bürger-  und  Realschulen, 
welche  das  Hauptmittel  der  Bildung  ihrer  Schüler  mit  Recht  in 
der  Mathematik  suchen  und  suchen  müssen. 

Noch  will  ich  bemerken,  dass  sich  die  Formeln  13)  auf  fol- 
gende Art  durch  Einführung  einiger  Hülfswinkel  zur  logarithmi- 
schen Rechnung  bequem  einrichten  lassen.    Aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  der  Stelle ,  dass  die  positiven  • 
Grössen 

\TWTm7*    ,  (/V") 
W) — und  W 

beide  kleiner  als  die  Einheit  sind,  so  dass  wir  also 
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=    (»    -i.vi  V  MUy  ' 
(.»••) 


,„.//  (V)- 

»rtiim  koitnrn     Srt/m  wir  dann  noc-h 

V 


M 


und  nrhmru  /'  *« i«rhen  -  lO1  und  |  W;  •»»  baltrn  Mir  «i 
rrthnun«  ilrr  Hulf.«  ii.UI  /  .  fV ,  //  dir  Mjrru.lr.  K 


In)        taftgr  —      t    co»c«rr»r-  mtrr  .  rn%f§=.  % 

und  lur  It+fltioimuftjr,  von  A   n  und  A  |  «  dir  .\B*drü<lv 

eo.(A-iO  =  rW;  |<W/, 
to»(A  |         co*f*«  —  <-<»•//; 

»Uo  dir  Formeln: 

lro.<A-«)=     icO.J(f;  |  (f.  Up. 

f  r««(A  ^  N)     —  i*in  ,  (f.  |  H)*\n.jti9~H)i 
««ekfar  «ur  Hrcbnunf  mit  I.o-aritHro«o  »rbr  bc^arm 
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XXXIII. 

I 

Profolemata  quaedam  geometrica. 

Auetore 

Christiane)  Fr.  Lindman, 

Lectore  Strengne«. 


1. 

Sectione  conica  data  una  com  puncto  quodam  in 
piano  ejus  sito,  per  quod  punctum  du ctae  rectae  sectio- 
nem  conicam  secent;  invenire  locum  geometricum  pun- 
ctorum,  ubi  eae  rectarum  parte»,  quae  intra  sectionem 
conicam  sint,  in  duas  partes  aequales  dividantur. 

Notissima  est  aequatio 

3*=2px  +  qx*  (1) 

in  qua  sectiones  conicae  omnes  continentur,  si  axis  abscissarum 
est  axis  per  verticem  transiens  et  ot'i^o  in  vertice  jacet.  Sit  a 
=abscissae,  j£=ordinatae  puneti  dati  et  <p=angulo,  quem  recta  per 
punctum  datum  transiens  cum  axi  abscissarum  constituit :  aequatio 
rectae  cujusvis  per  punctum  datum  duetae  erit 

y-/J=fcr-«)tgqp  (2). 

Ex  bis  aequationibus  ioveniuntur  coordinatae  (=.r(,  jft;3ji>yn) 
punetorura,  ubi  recta  (2)  sectionem  conicam  (I)  secet.  Si  enim 
posuerimus 

R=z  V p2-2p(0-crtg9>)  tg<p  +  o(/3-«tg<p)* 
eliminando  habebimus : 
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t.  n. 


JT|  =  -   » 

,  aM  c»«r<t«  In 


(41 


I  ttT     Kllerminiilio   b«»c   modo  farilfii»«  6crt  t  »rietst..    ?fe  *fc 
•cqoatiooi«  (3)  *ubtr«B»Cut  «,  btc 

: 


««V  — y 

qo*c  aron.tio.  per  (4)  di«'..*.  dabil 


1^ 


tri,  r 


et  di» 


4—l-V 


(4)  k» 
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ctj* — cy|* — cßrj  —  (ß-2cqa)%  +  a(ß—cqa)  =0. 

Divbione  porro  per  c  facta  et  valore  ipsius  c  substituto,  ha- 
bebinius  tatidem 

fl2-V?-ßri-  (>-'/«)$  +/>«  =  0,  (5) 

qoae  est  aequatio  loci  quacsiti.  Quia  huic  aequationi  satisfaciunt 
coordinatae  puncti  dati,  locus  quaesitus  per  hoc  punctum  transeat, 
necesse  est*). 

Aequatio  inventa  est  sectionis  conicae,  quippe  quae  sit  se- 
cundi  gradus.   Quia  genus  curvarum,  quae  in  aequatione  generali 

- 

Ay2  +  Bxy  +  Cx*  +  Dy  +  Ex  +  F=  0 

continentur,  a  valoribus  coefticientiura  A,  B,  C  ita  pendet,  ut  sit 
Ellipsis  aut  Parabola  aut  Hyperbola,  prout  sit 

< 

B*-4AC=0, 
> 

et  hoc  loco  est  A  —  \,  B  —  i),  C=  —  q,  B* —  4AC=4q,  sequitur, 
ut  sit  locus  inventus  Ellipsis  aut  Parabola  aut  Hyperbola,  prout  sit 

q=.0.  A  quantitate  q  codcm  modo  pendet  genus  sectionis  coni- 
cae datae,  quamobrem  locus  inventus  ejus  dem  est  generis  ac  sectio 
conica  data. 

Posita  q  —  —  1,  curva  data  abit  in  circulam,  cujus  radius  est 
=p.  Tum  initiuin  coordinatarum  in  puncto  eitremo  cujus  vis  dia- 
rnetri  sumere  licet  et  convenientissimum  videtur  y - axem  paral- 
lelom  diametro  per  punctum  darum  transeunti  ducere.  Ita  fit  tf 
=/>  et  aequatio  (5)  haue  sibi  induit  formam: 

quae  est  aequatio  circuli,  cujus  centrwu  in  diametro  circuli  dati 
proxime  citato  jacet  cujusque  peripheria  per  punctum  datum  et 
centrum  circuli  dati  transit.  Si  punctum  datum  extra  circulum 
datum  jacet,  circulus  datus  ab  invento  bifariam  secatur.  Rectis 


*)  Poaito  ?=0,  intenitur 

fn  =  -£, 

tinde  liqaet,  locara  qaaeaitum  ah  axi  abaciaaarum  in  duoboa  pnnetia  ae- 
cari,  ai  q  non  eat  =0,  alias  non  nisi  in  «no,  aciticeteo,  nbi  perpendtcu- 
laria  a  puncto  dato  dueta  axem  abscinKarnm  aacat.  Si  q  non  eat  =0. 
curva  habet  centrnm,  per  quo*  hoc  caan  locue  qoaeaitiM  tramait. 
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a  ponrt»  dato  ad  bacr  pnn<  ta    intVr»*cfi<M»ia  dwrtt»,  »b»I»k 
gentr«,  qua«  *  punctn  dato  duci  po»«unt.  intaninntnr.  id  qm*4w*m 
<l>i"<jii#  teait ,  m't  circwli  quotrorM|ue  dato  roncantrtri  »rr^fmnf  ■?  * 
tjisnd  iheurema,  qoaniquam  in  U\»t i* ,  quibaa  uli  mihi  Ürrl ,  n*«» 
»Ire  nao  potui .   notum  arbitrnr.     \t  t«r»     inj  tu  Ix* 
problrmalr*  Irarlal«  UcWe  «Mtwtur.  pmUatniV  ttdetur, 
prirtafrm   runrti»  •rfiionibu«  runlri«  r«u»c  n»  mann  4 
modo  farillimr    domontfratur      Agitation«   f|)    dif»r**t*ala  * 


r/.x  5 

quamolirrm  anjuatio  fanftctitift.  per  puintum  dafuro  lr 

,-Mf*, •*<*-„>. 

tibi  .r.  »j  mint  <*w»rdiuataf?  putirli  rnntartit«  ,  qua?  fi  rf  frftaai 

ae «|iiatir»nr  d«»lf>rminart  po**iml  quarque  pm  t;  in  f  *■  t  MgtWMvf  •» 
boir  »afi-finr-  d«'l»ut     tjiiod   I4it.cn  Urer*  Mpu«  i»on  r»r, 


arquatio        rnnrittn.ita  quin  tarn  ri'ddit.  li  j.  f  i»r.»  *.  r  ••••fit« 
unlur.    Itaqtir  »i  pun«  tum  da  turn  nlra  cur« am  (Ii  *ilnn»  ka*r 
rtirta  in  du«mir»  punrti*  »fcatur  a  corta  l">>,   in  qvdm«  I 
a  rt*«  Ii»  per  ptifitluni  dalum  dnrtia  tatitfitur.   id  u<j<«d  *•* 
renit.  »i  »fr  fiuiir»  omitar  quotrumpir  data«  Mm»U«  atqar 
Irirar  »rribunttir.    Heßlar  quoque  per  | 


Centrn  intra  aaffnlum  dattini  *i|u  •!  an  lraa*'at«<» 
datn.  Int  anire  aarlinnem  roniria,  qua«  ctata  a»f«l< 

ron(ihf«l. 

Ilm-  problrma  in  <  «irnatriit  Arad.  Prtt*H»*l  Tom  l\  pac 
aaliifuro        a  Jar   Hermann»,  qrn  I.  nl.  elegantem  r**a4rwfa*- 
nem  dedit,  »ed  dr  KHipvi  taitturtl  lornto*  rtl     |lt»  priU »maie  •  n ' 
Hermann«»  di«  il.  id  in  tibrt«  ntuen  l'bilippi  de  la  H«r#,  »m 
pr»blrm»ta  de  tuTfinnibu«« .  oniria  tMrtanl.   m»a  r***-«  »**«f*»  «m> 
luftunrtn  t>jno  io.i-ni  tili  (rmurlrae  orrtir Inlment«  \  iti|tf 
nii  ad  ettntiiim  ff f»«»iuetF am  tie»ri*>  qvem  mi*anna  r»l.  qn*  *nAvt*44vf^ 
t»pe  r*lrufi  aruhtiri  »tatim  nattu«  in  aequattoaie  m  b*qw»df*tv aaa 
inridi»*»  dirtlur.    qu«e  llrrmannu  )ndM-r.   •»»rJ*<i**ia*a  a 
bar   ralionr  »prrari  t>o«%it     i/uia  boc  j»dM*«aa  *- 
«i«»«ni  ral.   aJum  »«Hit».ir,«,m  invrnira  rwatat*«  *• 
flt-iti  f#ff>  atqoc  II  ermannt   niiam  principti*,    qua*  tcm« 
ooaai  irta   prnbJrma  f^neraliua  a«»l«at     llanr  •wtntinaxyaa 
iflal   tbmrrma    r«gnitam:    ..nr«  «In« .  rnjM«  radtna 

rjaa  in  gwrr  ia  dnnWa  p«i»c(t*  »erat  »M»" 


►il.  qnap 
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rectis,  quae  per  haec  puncta  ad  fangen  tes  ducuntur  perpendi- 
ciliares." 

Sit  jam  Tab.  X.  Fig.  7.  BED  augulus  (latus,  O  centrum  et  irr 
semiaxis  datus.  Circulu*  e  O  descriptus,  cujus  radius  est  =ww, 
crura  anguli  in  A,  B,  C,  D  secat.  Rectis  ad  crura  augiili  per- 
pendicutaribus  per  haec  puncta  duclis,  puncta  f%  f,  F,  F'  habebi- 
rnus,  e  quibus  haec  sunt  foci  Hyperbolae,  illa  foci  Ellipsis.  Quia 
jam  situs  axis  transversi  et  magnitudo  excentricitatis  innotuit,  con- 
structio  sine  ulla  difficultate  fieri  potest. 

Facillimo  usque  negofio  valorem  [excentricitatis  reperire  licet. 
Posito  enim  mn  =  at  et  OE=zk,  quum  O  originem  coordinatarum 
orthogonalium  et  OE  axcm  abscissarum  facimus,  habemus  aequa- 
tionem  circuli  ABDC 

et  aequationem  rectae  per  E  ductae  et  OE  sub  angulo  co  secantis 

y  =  (.r-A)tg«. 

Si  haec  recta  circulum  secat,  coordinatae  punctorum  interse- 
ctionis  sunt 

x=k  Sin2«  ±  Cos©  Vo*-** Sin  *», 

y =—  k  SinwCosw  +  Sino V  a*— A*Sin*w. 

Ponendo  BEO=a,  DEO=ß  et  faciendo  prius  w  =  l80°— «, 
deinde  a>=/5,  et  brevitatis  caussa 

Wä<^& rS\vP*  =  p« ,     V'a*-k*8Wß  =  Qß , 
habemus  coordinatas  punctorum 

A  ...  .  kr=Ä*Sin*a  +  paCosa,    y  =  ÄSinaCosa— paSioa; 

B  {x  =  kS\n2a— paCosa,     y =ASy  aCosa  -f  paSina; 

C ....  \x = k  Sin*/5  +  Qß  Cos/5,     y  =  -  *  Sin/?  Cos/S  +  9p  Sin/5 ; 
/>....  {*=  k  SWPß—Qß  Cos/5 ,    y  =  -  k  Sin/5  Cos/5— pp  Sin/5. 

jam  reperiuntur  coordinatae  punctorum 

pa Sin/5  -f  p^Sina 

Sin(a+/5)  <a;a=— a:,; 

_  p, Cos/5—  p^Co8a_  'y2=-yi; 


Sin(«-ffl 


Theil  XIX 
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Sinß  —  Sin« 

y .  *  j 

Kicantririta*  Kllipm»  j»m  •*! 

Si  inculu*  «  |  j}  e»t  r»litu»u«.  hir  lalor  r»t  riretitricil»!*«  ßfc 
p»i«,  »IIa  eirentnciUti»  H>p«rb»>Uc.  It«t|u«  pooer»  l*el  eirr»*< 
riUtrm 

übt  »iuntna  •upcriu«  r«Wt  pn»  Klltpvi  #t  tftfrhti»  ff-»  H^f r»W>i 
•iNlal^S.],  ImUtium  coälr.  pro  tUip.i . 

Ul*.  m  est  «|^N  * 


III 


Pooitn  (Tftb  X.  Hl.  fv)  Utrre  Hheaib«  f 
A**T  *•  Ät"s-A.  bcbrbiiaua  «rqa*tH»er» 


Ei 


6    .r  Nim*  |  Nm(v — 


I  I 

V<  oM«  " 
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< 

cjuaruui  divisionc  eruitur 

1  b 

vel  angulum  esse  constantem,  quippe  qui  a  magnitudine  Rbombi 
non  pendeat.  Jam  obtinemus 

ideoque 

Quia  unitas  est  maximus  valor,  quem  Cosinus  habere  potest, 
necesse  est,  sit  rainimuro  ipsius  A  =  jabt  cui  valori  respondet 
1 


IV. 

Itivenire  locum  georaet ricum  punctorum,  in  quibus 
sc  mutuo  secant  rectae,  quae  per  extrema  rectae  datae 
puncta  ducuntur  et  ejusmodi  angulos  cum  data  fa- 
ciunt,  ut  Tangens  unius  sit  aequalis  Cotangenti  aut 
Sinui  alterius. 

Ponamus  rectam  datam  =2a  eamque  axem  coordinatarum  ortho- 
gonalium  sumamus.  Initio  abscissarum  in  medio  ejus  collocato  po- 
sitisque  =  ?>,  t//(<p>t/;)  angulis,  quos  rectae  per  puncta  extrema 
transeuntes  faciuut,  habebimus  aequationes  rectarum 

y  =  (.r-a)tg<p,    y  =  (;r+<i)tgi//. 

Si  prius  tgtj/=Cotp  posuerimus,  inveniemus 

quae  est  aequatio  Hyperbolae  aequilaterae.  Facile  patet,  hoc  esse 
non  nisi  casum  specialem  tbeorematis  de  angulis  chordarum  sup- 
plementarium. 

Posito  jam  tgt|/  =  Sinip,  habebimus 

#2  =  4<u: 

vel  Parabolam,  quae  per  nrigioem  transit  et  parametrum  =  4a 
habet.  Puncta  extrema  datae  rectae  sunt  focus  et  id  punctum, 
ubi  directrix  axem  secat. 
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l  fbuiiio- Aufgaben. 


Iwrf  A.fg*m  ...  Hrtn  „,  Hill,.  N,h*||.  h|„ 

« -'«"»it.!  ..  M.tfc.,, 


«  MeiH.    Welche.  i.l  de,  \»Tje,  «Ju.  VI 

i=   *'rt- *•  %>°f  «w*»  »-urij res  jt 
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Lehrsatz  zu  beweisen. 


(Aus  den  Nouvelles  Annales  de  Matheraatiques,  Journal  etc.  r&Jige 
par  Terquem  et  Gerono.    Septembre.    1862.    p.  324.). 

Si  l'equation  du  troisieme  degre  a  une  racine  de  la  forme 
fl  +  V^,  a  et  6  ^tatit  des  norobres  com  mensurables ,  les  fluanti- 
tes  contenues  sous  le  radical  dans  (es  forroules  ordinaires  devieo- 
nent  des  cubes  parfaits. 


Lehrsatz  zu  beweinen. 

Tout  nombre  entier  qui  n'est  pas  compris  dans  la  formule 

4mn — Tit  —  n 
est  necessairement  compris  dans  la  formule 
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■  I  i  e  e  1 1  e  n. 


Kin  Billardproblem. 

\*>m  Hcrra  Dr.  A  ■  je « •  I  Wi»in<,   OI»*»lcbrec  mm  dwt  lt«-«Iwn*W 

im  Halle. 

Kin  Spieler,  w  riebet  an  der  bursen  Hand*  JiST  (TW.  IX 
Rf.  'J.)  rme«  liilUrtl«  »lebt,  will  rmm  u.f  dem  r*«ble«.  1^1 
Ivcbe  /J   »lebendm  Dali  durrb   aeinrn  a  n>«in    ben«iJli<brw  Kafl 

JuaHruplirrn ;  wo  Hai  er  »einen  Hall  birunaetten ,  und  ia  «rfcaft 
(irhluuff  mtiaa  er  M<***rnf 

lictei.  bnef  dir  febr«rbenr  Linie  //<.////  dir  Hann  de*  Bai 
lea ,    ao  bandelt   ea  »irb  offenbar    nur   um  di«*  |le«f  umu  wjj  aW 
Punkt*  /,  und  Zu  d**m  r.ndr  »eisen  wir  f.H^m.  M' 

f'rV  y.  Ißtt—t,  loiil,  «rie  ai<  b  leicht  ergiebt ,  wenn  war  AH—  a 
•od  //r^  in  aetirn. 


ha  wir  %iet  nnhebannte  CiWr«,  aber  nur  drei  I .le,rb.*Cr*  »*»~ 
aw  Ut  dtr  Aufgabe  unbestimmt  lliiuimren  mr  au»  den  tgrt^r  » 
4.lrkbun«ei>  «  und  *.  •«  blnbl  dir  <.lruUnK 


ndet  wenn  wir  die  Un«e  Binde  mit  .1  bejcitbnew 
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Es  geht  hieraus  hervor,  dass  sich  der  Spieler  entweder  den  Aus- 
satzpunkt  wählen  kann  und  den  Anschlagepunkt  F  zu  suchen  hat, 
oder  aber  dass  er  den  Anschlagepunkt  wählen  kann  und  den 
Aussatzpunkt  suchen  muss.  Stellte  er  z.  B.  den  Spielball  an  das 
Loch  A,  so  wäre 

1 


und  also 


w  =  a  =  ~2A, 


4       2  4 


Aus  der  Gleichung  (<*)  ersieht  man  ferner,  dass  x  das  har- 
monische Mittel  zwischen  A  und  w  ist;  man  wird  deshalb,  wenn 
der  Punkt  F  gewählt  ist,  zu  den  drei  Punkten  ß,  F  und  C  den 
dem  Punkte  C  zugehörigen  vierten  harmonischen  Punkt  K  zu 
suchen  und  BE—IiK  abzutragen  haben ,  um  den  Aussatzpunkt 
des  Spielballs  für  den  gewählten  Anschlagepunkt  F  zu  finden.  Es 
bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  der  Spielball  nicht  gerade 
nach  E,  sondern  nur  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Linie 
EF  gesetzt  werden  rauss. 
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Errata  in  Tomo  XVII. 


I'ae.  455  (in.  6  ah  Uno  pro  Sin*r  l+gaa  Sinux. 


43H  M  fl  ab  imo  (m  -:!,)-  1  (■ -*#»>-  1 
M    43^       2  a  »um.    „  xm  —  I  le*a»  x*-*. 
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/'»  rn,/!,  /*«tWx 


461    ..  3  all  ha*       bafcet  lept««  baWat. 


Druckfehler. 
TW.  XIX.  Z  12.  Stall 

lr     V  vi       ii  *V  Wn 
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WA terarlsclier  Bericht. 


Arithmetik. 


Sammlung  von  Aufgaben  ans  der  Arithmetik  und 
Algebra.  Für  Gymnasien  und  Gewerbschulen  bear- 
beitet von  Friedrich  Hofmann,  Prof.  der  Mathem.  am 
k.  Gymnasium  zu  Bayreuth.  In  drei  Thetlen.  Erster 
Theil.  Arithmetische  Aufgaben.  Bayreuth.  Grau.  1852. 
8.   15  Sgr. 

Den  Lehrern  der  Mathematik  wird  hier  eine  neue  Sammlung 
von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra  geboten,  welche 
aus  drei  Theilen  bestehen  soll.  Der  erste  ,  die  arithmetischen 
Aufgaben,  d.  h.  der  die  Aufgaben  aus  der  gewöhnlichen  Rechen- 
kunst enthaltende  Theil,  liegt  uns  vor,  und  wir  müssen  gestehen, 
dass  uns  lange  keine  derartige  Sammlung  vorgekommen  ist,  wel- 
che uns  so  angesprochen  hätte,  wie  (nese.  Man  sieht  es  dersel- 
ben auf  den  ersten  Blick  an ,  dass  sie  von  einem  wirklichen  Ma- 
thematiker angelegt  worden  ist,  und  nicht,  wie  dergleichen  Samm- 
lungen grösstenteils,  von  einem  gewöhnlichen  pädagogischen  Re- 
chenkunstler, der  bei  aller  seiner  eingebildeten  mathematischen 
Weisheit  doch  meistens  nicht  zu  beurtneilen  versteht,  was  dem 
künftigen  eigentlichen  mathematischen  Unterrichte,  wenn  derselbe 
namentlich  auch  für  das  Leben  wahre  Frucht  tragen  soll,  nützet 
und  frommet.  Vor  allen  Dingen  müssen  wir  die  mathematische 
Klarheit  und  Bestimmtheit,  freilich  aber  auch  meistens  grosse 
Kürze,  hervorheben,  womit  alle  diese  Aufgaben  gefasst  sind,  in 
welcher  Beziehung  die  vorliegende  Sammlung  arithmetischer 
Aufgaben  uns  lebhaft  an  den  rücksichtlich  dieser  mathematischen 

Band  XIX.  T6 
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K Li r heil  und  Beafimmtheit .  —  l>ureb»icht«(ieit  (ür  den  «Hrfcttle*. 
«i'Vhtrii  w  ir  »Affen,  nath  un»arer  Ai>»ieht  mn  h  unnl*«*rlf  »tlenen 
•  U'fkrjiThrn  Mei  er  Hifi  h  erinnert  bat.  r'etnef  i«t  b«»M«e. 
rnhrhen  »Irr  uiMii*i:e«ef  ;te .  überall  %«'>Hig  rtt  hf ii;r  (iVhfanrfc  d*>t 
mathe  H.iltx  Ken  X.-i.  hm  ,  w ••durc  Ii  ilir  .V  hülcr  Iruh/ettif  er*  de*- 
!  i-m  '»I»»«t  »»»-iden,  indem  »ich  aber  '»Irr  Herr  \  I.  furgrnala 
\N  il.koUli«  riL <  i(r it  im  (■•'brau- h  dieser  Zeichen  ce»lallet ,    wie  ta 

er  i  \  hin   lur   den  LtinMiu«-n  ri|*eiillit  Ih-u 

t  iiU  ftiilit  L  i.ler  h.iUÜK  in  Ke«  henln.«  b«m  Be»<  hiebt. 

Kndlieh  halten  Mir  ea   filr  aehr  ZMerfci«»«»ig 
«4ft>Ui«hei.  Gedanken,   da*-  Her  Herr  \f   in  de»  W 
der  einzelnen  Aufgaben  »irh  Überall  der  ltueh«tjhen  »)•  «Hffew 
»er  .N>rnh<de  bedient  hat.  mi«  **»edef  da/v  tlienl,  die  Srhulef 
früh  an  den  (»ebraurh  di»»er  .N\ mbole  tu  fenühnrfi,  »!•  I*ie 
•patereu  rualhernafi»«  hen  Interi».^!  »o  ungemein  wtrhiif  Ul  -Aln 
ein  liei»|»iel  «el.en  **ir  au»  den  Angaben  über  Mulh|d»cal<«>n  mmd 
l)i«i«inn  benannte r  Z-blen  die  M sende  Angabe,  wie  ««* 
rade  in  die  Augen  lallt  : 

„Wie  pro»«  i»t  der  l'mfang  einer  \Vrlle.  neun  Mrh  ei«  Fi  de«. 
de.»en  Lütt|*e  a  Fuaa.  h  .  c  Linien  bt .  m  wal  u*  «WntiW 
winden  ln*»l  t 

«      »7  210  210  2fr 

6        10  II  II  1 

r  =     I  7  3 

•      I07  71  *!  JKV 

l>a«a  hierdnreh  lurleieh  eine  «ehr  fromee  |{elehhift>fteet  *•* 
A  *' f  c  b  ♦*  n  erjielt  n  er  den  hmnle  nnd  werden  %et»leht  «»je«  *)••« 
»*\h*%.  Hei  den  fivldrer  hnung+n  bat  «n  Ii  d«r  Metr  \  f  Z**'  re*«4 
Hannl*»«  Mi.  h  und  gleif  hruai»»itt  der  Itethnunff  r«»f  t»«lde«  t»«>4 
K«eu#eri»  nnd  mit  Thaiden  und  Silb«  rsr ■»•«  hen  hedirnf  \v4  P^* 
»ik  und  (  hnnie  i«t  «irlUi  h  l(ütk»i<ht  i:«'».'>innirr».  m>d  hl  4»w- 

mem  »M#»rnM  hafllw  he  jtli  atj«  h  da«  k-iuliuinM^be  Be«i«ria»«e. 
•eheint  dun  h  die  a»iprh;mvtri,  Tafeln  hintei«  hecl  b*fr^J.<l  *« 
aein  lt*e«ulfj|r  «ind  d«n  Aufnahm  niiht  beizrftgt  *«T 
die«  anrh  im  (»aufn  billigen  ,  «o  n»n«*<-n  »»ir  abrr  doch  Jttt. f e« 4 
nfliiftdien.  da«»  der  ll«-rf  \f  die  ltr«utU!<-  a«»  bald  aJ»  *x*+4) 
Bi^slith.  in  eii^em  beKiMideren  HeMa  her4ti»sel»e .  na«  «>r  flr  <i+-* 
h  de«  L  hrrr«.  u«m»  au.  h  lur  den  «Ir.^i.jen  Vh*le* 


|»r  «atim  »nn  die»*  n  Auf?abrci  tu   -rint»f  i  Vbune  An*et»d«f>x  »>a 
i  ben  M.II,  unr  rl  »»«lieli  halten      Wir  hjl»en  bri  diesem  I  Um***!*.* 
b.i«  he  u "  •  et»»  im  l.iii'jrf  a|«  crn>,nf'tt«b  » »*r »»  e.tt .  »•  e.l  «•  tr       •  f»y 
»  rr|i(fu  btrf  b  *  llff».  «?  i  »•   l.rbrfr,  »»il.br  itt  Ar  u  |tr«  bo.     !ett  -  »V*»» 
hji.il.l...  h'irb  t>ii>«-  \  i.rbrfritm  t;    ftl r   drn  LAlWr.jfM    -tre    r»"*  *W 
IN'Im  Hm  (  r.frrri' bl   rrtd».  k»-n  .    im    Ii. Ufr-.«*    Jir*.  «  t  r«*r>»t.ht« 
an    da»»elbe    infinef  U,m  /•»  i»4i.  Krn       |>ir    f  -1  ••»».<?•►  n  TVf  «ie  * f V 
deo  « ir  h  n.*«  b  ihrem  \  r»<  brin»  n  ai  ir  »r«. 

f.  •  •  a  i  »  ii  r  la  Mrlat.  h\aitj«»dn  r«lr«lt*trcrat     e*  a  r 
C  \  Aiardh.  I  »  ri|ue  de  I  arlalad  rtt.   I.tnde«  4«  Uiaie 
Slorhh.l»      I    i'  H 
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Appercu  de  la  methode  des  series  pour  r^soudre 
les  equations  numeriques.  Par  C.  A.  Agardh,  Evöque 
d<»  Carlstad  etc.   Stockholm.  1849.    8.  . 

*  ■  9 

Höchst  erfreulich  ist  es  zu  sehen,  wie  der  auf  anderen  wissen* 
Kchaf'tlichen  Gebieten  hochberQhmte  Verfasser  der  beiden  obigen 
Schriften  im  höheren  Alter  seine  Müsse  mathematischen  Studien 
widmet.  Sind  diese  beiden  Schriften  auch  in  einem  alteren  ma- 
thematischen Geiste  verfasst,  so  enthalten  sie  doch  manche  feine 
Bemerkungen,  wie  von  einem  in  vielen  Beziehungen  so  ange- 
zeichneten Gelehrten  sich  nicht  anders  erwarten  lässt,  weshalb 
wir  dieselben  den  Lesern  des  Archivs  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfehlen.  Wer  wie  der  geehrte  Verfasser  auf  den  Titel  einer 
Schrift  sur  la  Me'taphysique  du  calcul  integral  aus  Ueber* 
zeugung  das  Motto  setzen  kann : 

„Haec  studia  senectutem  oblectant.  adversis 
rebus  perfugium  ac  solatium  praehent.  (Ci- 
cero pro  Archia.)" 

kann  wahrlich  diesen  Studien,  wie  es  hei  anderen  wissenschaftli- 
chen Beschäftigungen  nur  zu  oft  geschieht,  nie  fremd  geworden 
sein,  und  verdient  deshalb,  bei  so  eminenten  anderen  wissenschaft- 
lichen Verdiensten,  unsere  höchste  Bewunderung  und  Verehrung. 


Die  folgenden  auf  der  Universität  Lund  in  Schweden  neuer- 
lich erschienenen  analytischen  Dissertationen  empfehlen  wir  der 
Beachtung  unserer  Leser : 

De  aequatione  quinti  gradus  quousque  licet  redu- 
cenda.  Dissertatio,  quam  venia  ampliss.  Facult.  Philo«. 

p.  p.  Mag.  Jacobus  Nicolaus  Granlund  et  Emil  Od- 
roansson.   Luudae.   1852.  4. 

Elementära  Reglor  für  R o tu tdragning.  Akademisk 
Afhandling,  bvilken  under  Praesidium  af  C.  J.  Ds.  Hill, 
Math.  Prof.  für  Filosofiska  Doktorsgraden  utgifves  af 
Nils  Theodor  Sylvan.  Lund.  1852.  4.  I.  (II.  Fortsetzung 
Theodor  C.  H.  Wenster.  Lund.  1852.  4.  unter  demsel- 
ben Präses.) 

De  magnis  Logarithmi  integralis  valoribus  apte 
computandis.  Dissertatio  quam  publico  examini  sub« 
jicit  Fredr.  Theod.  Blomstrand,  Respendeote  Arv.  Car. 
German.   Lundae.    1852.  4. 


Sur  les  conditions  de  1'lnUgrab ilitd  de  l'equation 
differentielle  du  second  ordre 

v*<*)  äi* + (x)  dl  + 9,1  {x)y  =  °* 

<pn(x)  designant  une  fonetion  entiere  de  x  du  drfgre  n. 


s 
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Par  A.  I*.  Svaaberg.    (Estrait  d«e  memolrea  da  la 
dee  Science«  a  Lpaal  )   A  1>mL    Ib5l  4. 

Den  besonderen  Fall  dieeer  Difcreatialfleicnuag . 

lat,  aleo  yJLx),  o>|(x)  reapeelite  gante  rational«  algr-Lt  ai»*W 

Funktional!  dea  (Ifen,  l*len.  'iten  {«rade«  eind,  bat  l,i«e«ilia  am 
Journal  de  lerole  poU  I  er bn iq a e .  Tum«  XIII.  WfcawaV't 
Dar  Herr  \«rfaa»«r  lahrt  aber  in  dar  vorlief  eede»  Ab«a«Ji«»t  eW 
olnire  l>ifer«nlialgt«tebonf  »a  integriren  .  wann  a*,(.r).«y  al.  «yx1 
f*nif  rationale  algebraieebe  Funktional  roonoctive  ita  fane«. 
dtea  (trade  aiod,  »od.i*«  ateo  die  von  t«ieuville  be  fror  biete 
cbung  unter  der  %<mi  dem  Herrn  Yerteeoer  beba«denJe«>  aU  na  aa> 
aonderer  Fall  enthalten  int.     Wir  halten  dalier  dieoe  Ahhaoaf  ■■  z 
für  einen  aelir  futen  Beitrag  cur  Integralrechnung,  und  twi-irMni 
ate  der  A  ofmer  kaaank  et  t  unnerer  Le«er  feebt  eebr 


Verhandcliag  ««er  de  Metbode  der  kleinato Quadra- 
ten, terate  Afdeliug.  T«eedr  (jedeelte.  Door  X. 
Ycrdam.  Ho  <»g  lecraa  r  aaa  da  Cnii  eraileet  tue  Leideav 

Groningen.    I  b.»  2.  4. 


Den  ernte«  Tbell  der  ersten  Mithrilung  dieaea  fr«n*e«  «an! 
aaageieii  tu  taten  Werkea  Aber  die  Mctb»do  der  kleinsten  Quadrat« 
babea  nir  mit  gebührendem  Lobe  im  l.itertr.  Her.  Nr.  I.\l\  ^ 
MM.  auf eaeifft.  und  frenrn  una  »ehr.  da**  die  ForUrtiuvg 

: 


Zevcnde  lloofdatak.    Over  de  foep-aaetng  dea 
aan  de  metbode  der   Urin«te  Quadraten.  Indien  aan  de  «< 
Olingen,  met  «elker  uitkotaaten  de  Iioeaire  « ergeh  jkinteo  e>,  I«* 
lea  aijn  opg  «,tfi4<ikt.  of  «el ,  Indien  aan  die  oitk"«j»te«  ee»  er^'d« 
l^rjjkil  vaa  naaotv  keurif  bcld  niet  kan  tu+gekei'd  «torde«.    \  rvkaa 


ring  der  begrippen  «an  mo^t  »an  jeietb^id  eo  «an  ge»«gt.  \*+ Wie 
aaoMijfiai  «aa  bei  gebrmk.  bi)  de  herrkentag  der  «•  »nr«Wie*vJeav 
fetal« aarde  tan  een  eiikel  rl«>wrr»t,  eci.  —  Arhl.tr  Haofd^loa. 


C)»er  bet  bepalen  der  f*r«M»Hr  %*n  Junten  *»f  irilen.  —  •nj«o>lerb«iat 
«an  de  toof enaamde  rai<ldn>Mrr  en  •*ajr«rh«j<  tijk^  foote«  «»J  ir  aro_ 
—  bet rek king  brhbendi«  t«»t  de  nitkooifttrn  «ja  »aar» <a«t,  eo  «■< 
die  «an  brrrketilnf  d.  f  gelaunte  »an  reo  ralrl  eleaao^t  tau 
malen  *f  rr«eU.  u»f  bei  berrkrti*«  d^r  grtaUaarde«  «aa  «• 
«n  der  grenzen  tan  gr<»*»ita  dirr   frtlen      \  n«i brcleVe . 
gra,  en«      -   Negeade    ||oti(d»tuk      0»rf  bei  br«vk**#* 
ff'»>itle  «an  frilrr»  ,  ni  tt<  u         jui»thr>iJ,  nu  .  Jn  aai^«>^*i»^4jl 
tfHalwnardp«  «an  Iwwf  tien.  «ellrr  rl««fueiilen  ood#rbu«  ««mfWk 
bjk  <t|n.    dmb.   <<M,t»rl  aU  b«u»i*  UtWu  roj  .   m  ~ aar>4S»ait»aW 
gro««tte  benaeid       crgrtrn   \  MurUe^ldra,  eoa  —  TtradrH«*<4 
attik      tltrr  bet  berrkrorn  der  ft«»otta  «an  mtdoVIaoMv  e«  «aaa> 
et  bijnlijke  i'mim  in  uilkt»na*leu  «aa  m  aarnemiafrn.  «n  ««a«a»aV-W^4 
b«l  brrekrnr*  «aa  da  gn»»U«  aW  g««axte«  e«  der 
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lijke  fönten,  welke  betrekking  hebben  of  behooren  tot  de  bere- 
kende  waarschijnlijke  waarden  der  onbekende  elementen  eener  Ii* 
neaire  functie.  Remels:  Voorbeelden  tot  opheldering  en  toepassing ; 
hijzondere  opraerkingen ,  enz.  —  Ell  de  Hoofdstuk.  Over  an- 
dere rekenwijzen,  zoo  van  Hansen  als  van  Gauss,  volgens  welke, 
of  alleenlijk  de  getalwaarden  der  gewigten,  aan  berekende  waar- 
den van  elementen  toe  te  kennen,  worden  verkregen,  of  de  geligk 
2ooweI  de  waarden  dezer  elementen,  onafhankelijk  van  elkander, 
als  de  groottc  de  waarscbijnlijke  fouten,  enz.  Ander  allgemeen  be- 
wijs  van  de  waarbeid  der  formule,  ter  berekening  van  de  grootte 
der  middelbare  fout,  betrekking  hebbende  tot  de  uitkomsten  van 
waarnemingen,  door  welke  de  waarscbijnlijke  waarden  van  de  on- 
derscheidene  elementen  eener  lineaire  functie  zijn  bepaald  gewor- 
den. —  Twaalfde  Hoofdstuk.  Over  het  bepalen  der  waar* 
schijnlijke  getalwaarden  van  grootheden  of  van  elementen  eener 
functie,  die  niet  onderün^  onafhankelijk  zijn,  bijaldien  de  noodige 
uitkomsten  van  waarnemingen ,  of  die  van  berekening,  een  onder- 
scheiden  gewigt  hebben.  Over  de  grootte  de  middelbare  fout,  in 
dezelfde  onderstellingen  toe  de  kennen  aan  eene,  waargenomene 
uitkom8t,  welke  de  eenheid  tot  gewigt  heeft  Beschouwing  en  op- 
lossing  van  het  voorsted  der  bepaling  von  de  meest  naauwkcurige 
waarden  van  functiän,  alsmede  van  de  middelbare  of  waarschijn- 
lijke  fouten  in  deze  waarden,  indien  de  dementen  geene  onderling 
onafhankelijke  grootheden  zijn.   Voorbeelden,  enz. 

Niemand  wird  dieses  grosse  und  ausgezeichnete  Werk  beim 
ausführlichen  Studium  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ent- 
behren können. 


•  Mechanik«,  v% 

Conse" quenc es  necessaires  de  l'equation  de  la  eon- 
tinuite  des  fluides.  Expose*  par  Er.  Edluod.  (Extrait 
des  Memoire«  de  la  Societe  Royale  des  Sciences 
d'Upsal.)     A  üpsal.  1846.   4.  * 

Wenn  auch  diese  Abhandlung  schon  vor  einigen  Jahren  er- 
schienen ist,  so  halten  wir  ihren  Inhalt  doch  für  so  interessant, 
dass  wir  ihr  hier  nachträglich  noch  einige  Worte  widmen  zu  müs- 
sen glauben,  indem  wir  Zweck  und  Inhalt  derselben  in  der  Kflrze 
nicht  besser  als  mit  den  folgenden  eigenen  Worten  des  Herrn  Ver-  M- 
fassers  glauben  angeben  zu  können: 

„L'integrale  des  equations  differentielles,  desquelles  dopend 
le  mouvement  des  fluides,  contient,  comme  on  sait,  des  fonctions 
arbitraires,  qui  devront  etre  determinees  par  les  conditions  du  mou- 
vement special,  qu'on  considere»  Lagrange  a,  le  premier,  cherche 
ä  les  däterrniner  ä  l'aide  des  equations  qui  expriment  que  les  par. 
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lind«*,  aitorra  au  rnmmrnr /*mrnt  da  m<HiVt?i»efit  i  la  a»ff«r«»  4m 
viir  ou  a  la  winirf  librr»,  um  inruvrat  c*«*watararurot  «Wraarl  br 
m<>tjvrfi»rnt  auitant  er*  amfarra.  t'rlle  hvpMbrar ,  bi«m  mjm  r** 
cotilribar  ä  I»  dHcrtniwaftori  «ff?  rra  fofirfiofia  arbttrairra  H,  d  aal 
IWa.  iiidiqitr  unr  proprtrtr  tmporlartfr  de«  flut<Jra .  n  rlak  p*r  .  % 
er  q«*»  nou»  aav an* ,  demontr rr  j«t*q«i'a  rr  qar  ,M  A  f"  > »  » •  • 
brrff.  dana  t"»«*  dtaaertafinn,  rnarrer  auf  Mrun»irra  dr  f  %*a*Va»*r 
Rov«lr  de«  Srirnr^«  dr  Nforkbilm  p»mr  I annrr  I  a*a»f  aW 

duitr  romroi»  unr  mn*ef|ur»rr  nrrraaaire  dr  U  r«*ntirta»te.  4«*«  I» 
m*  d'unr  niamc  flluidr  inrwmtirraaiblr .  U  »arfarr  da  taar  *Caa* 
rftf»*nilfw  par  U  r«Mnlu1loo  rftinr  r#»«rl»r  qurtomqor  ttaa«  mm* 
dUarrtatinti  prrrrdrnlr  nou«  a«»na  drm»»i»trr.  par  la  aartb  »dr  4* 
M.  NratiHrrt;,  rcltr  proprirtr  pour  Ir*  fltiidra  it»r oaaprra*a>a'«iav 
«jurllr  qur  aolt  la  forme  du  vaar.  Iri.  rtt  grnrraliaaat  rrt'r  dW 
mnnalralintt.  nun«  ferona  %oir,  qur  la  proprirl*  r*  qaraliv*  •  l*r« 
mrmr  pour  Ira  fuidr«  ramprraatblra ,  r«  ■appoaanl  toajtrfaäa 
l  #quation  de  la  rontinuttr  »ukWlr  tuujmira. 


Physik. 

Mrruoirr  a  u  r  la  T  r  ra  p  r  r  a  I  u  r  r  «I  r  la  (rrn  a  ili  Harra 

tea  profiindrar«,  afp  aal     P«r  A  J  Antatr»**.  Mr«»f  • 

d  m  I  A  r  a  d  d  r  a  .N  c  i  c  fi  r  r  ■  .i  N I « t  L  b  «•  I  m  ri  d  r  I  a  J\*c.  d  r  • 
Srirnrra  a  l'iiaal.  I.  llrait  de»  Atta  Kr?.  >ac  IpaaL 
A  Cptil.    IVil.  4. 

Ihm  »irbtisatrn  Fraffm.  wrkbe  f-rol  brrraornHriaratt  \  fwW 
Eft  brantw  «tff  n»  %rraurhrfi  mÜMffl,   «ind  :    I    Wrh-br«  tri .  »»Wr 
«rra<birdrnrii  Itr«  ilrti ,  «Ii*  »l«i»  * rr«  lo.-ilrnrn  N«b«blra  dra  I  r4 
bftdrna  r ii**'iilbiiitilM  Itr  Trmprralur  bta  tu  «Irr  t%u»n*r.  bia  ra  a>«a 
rb«*f  *»»  b  «Ijr  Wirkung  «Irr  .S»*»r»r  rr«trrtVf      *-     \%  *Uaj#a  ««4  J  + 
W  arniro'iji'ilJt  i(.  m  rl«  Kr  ili>*  >Sontit*  na  Lanir  rtnr«  )*kf  law  |^<aV 
»Ci,drt.  u-mI  «ul  nrl.b«.  Wr.-r  »rflbrill  **•  b  dl**r|W  a«f  dr-  • 
»i'lii«**1>  hrr»  Jjliri-wr.tni       il     >jrb        U  br«  l»r*rr*r«  ittW^t« 
alt  b  «!•♦*   llfi*   *  «»ii    d*t  Niii^fi«*    ;;»'*»* nd«,tf   U  •im«    in  d<n 
>rb»f  btef»  «Irr  f  r  liiinlr  bi*  iu  il«  i  (•f  ,m«r>    b«a  fa  » aitavrr  «-^ b 
dir  j  abrln  brn  \  rr.MMlrrungrn  rf»lrr*krn 

Iiirar  •<Kort  frAbvr  «f»n  4/urlrlrl  1«  llrQaarl.    |'«rbr«  ■» 
F  d  i  n  b  »l  f  t .  (aldmifl  in  t  frt  utir  um  divcululr«  I  *> 
Ii«-r  hrorn  ;  iui*«ll«»  bru  \ir  itil  n  >»rlunx    t«  iintrn» rrfr*  .  rrft-tf 

br  .H.M>r|.i|  «Irr  W  imarna«  b  *lfrf»  IM  I  p.ala.  mm+lm  ««« 
jrbrf  ..rb  Uli  «Ir«  t^a-lrf»  |  .Irf  «Irr  r  ..rrlrm-n  der  \%iaa««a.  W 
trn  «»idaart.  mit  I  rrti-lr  .Irr«  \  «wbla ;  tbrra  tr«ra*i«t««  M  t»W 
dra  ,  dra  lrr§lli<brn  |t!  ti  d  b  r  i  f  ►  tir«H*  grtitbrraawtac  tr»a^W  |fce**<a> 
arblai  f  ra  «a  I  |i  •  j  U  aafu*trJ|rii ,  and  »Irlltr  drnftarlW»  r«  ata» 
»rra  a!«erke  9  t»r^<a>rrai*>atr4rt  %mm  I,  i,  1»  4.  5,  «V  K  !•  aaad  1% 
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Schwedischen  Fussen  Länge  zur  Verfügung.  Die  im  Deceraber 
1837  begonnenen  Beobachtungen  endigten  am  Anfange  des  Jahrs 
1846,  und  wurden  im  Garten  des  chemischen  Laboratoriums,  wel- 
cher an  der  Gränze  des  südlichen  Gelnet«  der  Stadt  Upsala  liegt, 
in  einer  Hohe  von  50  Fuss  über  dem  Meere  angestellt.  Der  im 
Jahre  1839  erfolgte  Tod  Iludberg's  brachte  zwar  keine  uesenjt- 
liehe  Störung  in  die  Beobachtungen  selbst,  war  aber  die  Ursache, 
das»  dieselben  einer  sorgfältigen  Redaction  und  Discussion  bisher 
nicht  unterworfen  wurden.  Diesem  in  vielen  Beziehungen  schwie- 
rigen Geschalt  hat  sich  nun  der  geehrte  Herr  Verfasser  der  vor- 
liegenden Abhandlung  mit  der  grössten  Umsicht  und  Sachkenntniss, 
ganz  im  neuesten  Geiste  der  Wissenschaft,  unterzogen,  und  da- 
durch eine  Arbeit  geliefert,  welche  wir  für  den  fraglichen  Gegen- 
stand jedenfalls  höchst  wichtig  halten.  Leider  müssen  wir  uns 
hier  begnügen,  im  Folgenden  nur  den  Hauptinhalt  dieser  ausge- 
zeichneten Abhandlung  anzugeben  : 

Premiere  Partie.  Mesum e*  des  observations.  1.  Con« 
struetion  des  thermometres.  2.  Correction  des  thermometres.  3, 
Variation»  annuelles  de  la  temperature  de  la  terre.  4.  Tempera- 
tures  nioyennes  annuelles  —  variations  seculaires.  5.  Comparaison 
des  rösultats  preeedents  avec  des  observations  ancienues.  6.  Va- 
riations diurnes. 

Seconde  Partie.  Comparaison  des  rdsultats  pre- 
cedents  avec  la  the'orie.  1.  Propagation  de  la  chaleur  dans 
la  terre.   2.  Temperature  de  la  surface  terrestre. 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  mit  derselben  Gründlichkeit 
und  demselben  Scharfsinne ,  welche  alle  Arbeiten  des  verewigten 
Uudberg  bekanntlich  so  sehr  auszeichneten,  ausgeführte  Unter- 
suchung bei  allen  Mathematikern  und  Physikern  die  Aufmerksam- 
keit finden  möge,  welche  dieselbe  so  sehr  verdient,  und  sagen 
unsern  Dank  der  Königlichen  Societät  der  Wissenschaften  zu  Up- 
sala, dass  sie  durch  ihre  kraftige  Unterstützung  die  Möglichkeit 
dieser  Beobachtungen  herbeiführte,  und  dem  Herrn  Vf.,  dass  er 
sich  deren  so  höchst  sorgfältigen  Discussion  unterzog. 


Försök  att  förklara  orsaken  tili  den  dynamiska 
thermo-electriciteten.  InbjudnKAgsskrift  af  Promotor 
Adolf  F erd.  Svanb er g.   Upsala.  1851.  4. 

Mit  dieser  Schrift  hat  der  Professor  derT^fiysik  an  der  Uni- 
versität zu  Upsala,  Herr  Adolf  Ferdinand  S  van  her  g,  zu  der 
feierlichen  Magister-Promotion  am  15.  Juni  1851  eingeladen.  Diese 
Abhandlung  ist  sowohl  wegen  ihres  wissenschaftlichen,  als  auch 
wegen  ihres  sonstigen  amtlichen  Inhalts  interessant.  Der  wissen- 
schaftliche Theil  ist  zwar  nur  kurz,  beschäftigt  sich  aber  in  scharf- 
sinniger Weise  mit  der  mathematischen  Theorie  der  Thermo-Ele- 
ctricitat,  und  muss  der  Beachtung  der  Mathematiker  und  Physiker 
empfohlen  werden.  Im  rein  amtlichen  Theile  linden  wir  aus  den 
13  schwedischen  Nationen  gerade  100  Promovirte,  voran  5  Jubel- 
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ningteter.  der  einf,  Johann  Ponten,  Mnnlaadna.  ei» 
«eh«*  ediarber  (»eietUcber,  noch  \om  der  CnieenrilAt  C^reanawalal  n» 
Jahr«*  ISN)  promnvirt ,  und  al«  Pbiloaopblae  !>ocl»r  et  er 
tiara  liberalina  Magierer  Henorarina  dea  l>«-fnKmf#ti  t  kr» 
etopher  HaniUto  In  rhrUtiania.    U»m  Hof  dm  M>hwea1*»r  h~- 
l'ntreraiillen  aolcbe  amtliche  Schriften  in  der  l.jn«J 
echeinen,  let  irewia«  eine  achi»ne  Hill»,  da  im  ij'nrara  1  i 

ifi-r  dentec he  Prof enenr  »leb  fanv  immer  noch  *«  h-«m#>n  ru  um, 
er  bei  eojehea  ticlegenbetlea  nfcbt  mit  romieeber  Zunge  aoib  in 

r 

: 

Am  ft.  Jani  IfMUwnrdc  in  I >«*r>at  ein»  der  icr^»ie>»  u»d 


alea  Mof|.h  »nnmene,  welch»  uberhaen*  vorkommen  kennen, 
achtel.  Dieaca  merkwürdige  Phänomen  hat  der  Herr  IheraWr 
Madie  r  in  liorpat  in  riner  besonderen  Akbeadlnng  hrii hruh^o.. 
und  Herr  Obaertator  (  lauten  die  Theorie  duv  ffcbefcvl.  *mt 
welche  wir  die  l«caer  de«  Archiv»  rafmeekaam  machen,  da  »W 
M*lbe  nie  ein  Muster  fflr  die  Theorie  der  Höfe  öl»rrhjupt  Mtk» 
lel  werden  kann,  um  an  mehr,  da  nie  möglich«!  rl'^m^MW 
««•hallen  worden  kai-  Der  A^hnntiluna  aind  aach  drei  rocht 
Hgnrenlafain  l>*i  Karben  worden,  weiche  aebr  rar  \ 
der  Sache  bruuirju»«n  geeignet  aind. 
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